Numerické riesenie Black-Scholesovej PDR (1.)

. Preéo numerické riesenie ::

« Naco riesit’ rovnicu numericky, ked’ mame jej explicitné rieenie?

« Explicitné rieSenie mame pre eurdpsku call a put opciu. Pre iné derivaty takyto vzorec nemusi existovat’. (To je pripad
napriklad americkych call a put opcii, ktorymi sa este budeme zaoberat’. A mnohych d’al$ich.) Riesenie sa v§ak da najst’
numericky.

¢ To, ze pouzitie numerickych schém vyskasame najskor v pripade, v ktorom mame k dispozicii explicitné rieSenie, ma t
vyhodu, Ze mdzeme overit’ presnost’ ziskanych numerickych vysledkov.

:: Transformacia Black-Scholesovej rovnice ::

o Black-Scholesova rovnica
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- je to parabolicka PDR, ktora sa da transformovat’ na rovnicu vedenia tepla so zadanou zaciato¢nou podmienkou.

o Transformacia premennych
o Mame koncovi podmienku ¢ase T (as expiracie opcie), nie za¢iatoéni. To vyrieSime transformaciou
r=T-—1
To znamen4, 7 NOVOU premennou, namiesto ¢asu t, bude ¢as zostavajici do expiracie.
o Premenna S (cena akcie) je kladna. Premennu, ktora nadobtda vsetky realne hodnoty dostaneme zlogaritmovanim.
Nova premenna teda bude

z = In(S/F)

Hodnoty x blizke nule zodpovedajii cenam akcie, ktoré su blizke expira¢nej cene opcie. Zaporné hodnoty x predstavuju
ceny akcie, ktoré su niZsie ako je expiraéna cena. Analogicky, kladné hodnoty x predstavuji ceny akcie, ktoré su vyssie
ako je expiracna cena. Na transforméciu rovnice by stacila logaritmicka transformécia, ale - ako uvidime neskor - tato
bude vyhodnejsia z numerického hl'adiska.

¢ Transformacia na RVT
o Rovnica, ktoru dostaneme tymito transformaciami, je parabolicka rovnica, ale uz s konstantnymi koeficientami. Tuto
rovnicu vieme transformovat’ na rovnicu vedenia tepla transformaciou

u(z, ) = e*™TPTY (S, 1)
kde konstanty uréime tak, aby po tranformacii vznikla prave RVT. T4 spravna volba konstant je
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o Transformacia koncovej podmienky:

wg(x) = u(z,0) = e**V(S,T) = e**Vy(5) = eV, (Ee”)

o Vyriesenim tejto RVT a spétnou transformaciou dostaneme explicitné Black-Scholesove vzorce, ktoré sme pouzivali v
predchadzajucich cvi¢eniach. Teraz vSak chceme tuto rovnicu riesit” numericky.

:: Diskretizacia ::

o Premenna x je z neohrani¢eného intervalu, nadobuda hodnoty od minus nekone¢na do plus nekone¢na. Numericky budeme
ulohu riesit’ pre x z ohranigeného intervalu [-L, L], kde L bude dost’ velké ¢islo. Na obrazku je delenie intervalu premennej x,
a zodpovedajuce delenie pre cenu akcie, ak je expiracna cena 100 USD.
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Vsimnime si, ze tento interval [-L, L] nemusime menit” pre opciu s inou expira¢nou cenou. O vhodné body S sa postara
transformacia x = In(S/E), ktor sme pouzili namiesto jednoduchej logaritmicke;j transformacie x = In(S).

Kvoli tomu, Ze sme vypodéet obmedzili na ohrani¢eny interval, musime k rovnici dodat’ okrajové podmienky v krajnych
bodoch. Krajné body zodpovedaju cenam akcie, ktoré st vel'mi malé, blizke nule (x=-L) a cenam, ktoré st vel'mi vel’ké a
priblizuju sa k nekone¢nu (x=L). Pre takéto limitné hodnoty pouZijeme aproximacie:
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« Dalej potrebujeme diskretrizovat’ RVT. St dve moznosti:
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Prvy pristup (explicitna schéma) vyzera byt” jednoduchsi. Mame zagiatoéna podmienku. Z nej vypoc&itame hodnoty v
nasledujiicej ¢asovej vrstve. Tieto pouZzijeme na vypodet riesenia v dalsej ¢asovej vrstve, atd’. Na konvergenciu metody je
VSak potrebné splnenie podmienky na vzt'ah ¢asového a priestorového kroku. Tato podmienka moze prakticky viest’ k
nevyhnutnosti zvolit’ vel'mi maly ¢asovy krok - kvoli konvergencii metddy, nie kvoli tomu, ze by sme riesenie potrebovali v
mnohych tak blizkych ¢asovych okamihoch.

V druhom pristupe (implicitna schéma) riesime na kazdej ¢asovej vrstve sustavu linearnych rovnic.

:: Ukazka numericého vypoétu RVT pouzitim explicitnej schémy ::
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Program v Matlabe, wZadujici gui de, si mozete stiahnut’ tu: rvt.m, rvifig, spust'a sa m-subor. Mézete menit” hodnoty n, m.

:: Implicitna schéma pre call opciu ::

e Zvolime parametre opcie:

E = 50;

r = 0.04;

D = 0.12;
sigma = 0. 4;

e Zvolime parameter L, uréujuci oblast’, na ktorej budeme riesenie pocitat’:

L = 2;

a parametre delenia:

% pri estorova premenna

n = 20;

h = L/n;

% casova prenmenna
T=1;

m= 12;

k = T/m

o Definujeme konstanty potrebné na transformaciu rovnice:

alfa = (r-D)/(sigm”*2) - 0.5;
beta = (r+D)/2 + (sigma”2)/8 + ((r-D)”~2)/(2*sigm”2);

 Pre riesenie trasformovanej rovnice definujeme okrajové podmienky (tri bodky na konci riadku znamenaju, ze prikaz sa ma
chapat’ akoby bol napisany na jednom riadku): :

%x = -L, t.j. cena blizka nule

phi = inline('0", '"tau');

%x =L, t.j. cena blizka nekonecnu

psi = inline(' E*exp(al fa*L + beta*tau).*(exp(L - D*tau) - exp(-r*tau))’',...

'E','alfa',"beta','L','r','D,"'tau');

a zaciato¢n podmienku:

u0 = inline('Exexp(al fa*x).*max(0, exp(x)-1)', 'E,'alfa','x");

Pouritie:

Command Window

== tau=l;
=» phi{tau)

ans =
o}
»» psi(E,alfa,beta,L,r,D,tau)
ans =
42 . 6697

o N=-23
»== UOCE,alfa,x)

ans =
0

x X=2;
== UOCE,alfa,x)


http://www.iam.fmph.uniba.sk/institute/stehlikova/fd/cv/program/rvt.m
http://www.iam.fmph.uniba.sk/institute/stehlikova/fd/cv/program/rvt.fig

clear x:

43.23352
=» clear tau;

ans
2*n + 1);

Columns 1 through &

= zeros(m+l,
0:k: T;
Command Window
=x rigs
ries

Uloha pre vas: Vlozte do matice okrajové podmienky a zaCiatocnti podmienku.

a body delenia v ¢ase a v priestore:
Dostaneme:

X = -L:h:L;

ries
tau

e Vytvorime maticu, do ktorej budeme vkladat’ riesenie:

[=RolaleBelalelelslels el

(== allsslslslslslsslsgs]

[=pelslslalslslslslslslsls]

[=RolaleBelalelelslels el

(== allsslslslslslsslsgs]

(=R elalsBelslelslslelslsles)

COoOQOoOOoOOoO o OoOoO OO

[=pelslslalslslslslslssls]

Columns 9 through 16
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Celumns 17 through 24
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Columns 25 through 32
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Coelumns 33 through 40
34.9403
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o Na vypocet kazdej ¢asovej vrstvy budeme potrebovat’ vyriesit’ sustavu linearnych rovnic. Definujeme teraz premenné, ktoré
obsahuju hodnoty vystupujice v trojdiagonalnej matici tejto ststavy:

a = -0.5*(sigma”2)*k/ (h”2); % pozdl z di agonal y
b =1 - 2*a; %na diagonale

Pri vypocte prvej ¢asovej vrstvy (teda hodnoty v ¢ase k) mame nasledovnu pravu stranu:

ps = ries(1, 2:2*n)’';
ps(1) = ps(1) - a*phi(k);
ps(2*n-1) = ps(2*n-1) - a*psi(E, alfa, beta, L, r, D Kk);

Na riesenie systému rovnic pouzijeme Gauss- Seidelovu metodu:
Gauss-Seidelova. metdda, na riesenie systému rovnic Av = b

1.
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Oznacenia:
matica A = (a;;), prava strana b = b;, riefenie v = v,

v? = g-ta iteracia

Mobzete pouzit” funkciu gs.m:

Command Window

== help gs

gs{a,b,ps,v0,eps)

3-diagonalna matica systemu ma:

a - pod a nad diagonalou

b - na diagonale

ps - prawva strana systemu - stlpcovy wektor
w0 - zaciatocna iteracia - stlpcowvy wektor

v - aproximacia riesenia (prepisuje sa v jednotliwych 1teraciach)
eps - kriterium pre ukoncenie iteracii: norm(Av-psl<=eps

-

Ulohy pre vés:
o Vypocitajte riesenie na prvej asovej vrstve a vlozte ho do matice s riesenim (ako za¢iatoénu aproximaciu riesenia
mbzete pouzit” hodnoty z predchadzajucej ¢asovej vrstvy, zvol'te si kritérium na zastavenie iteracii).
o Transformujte ziskané riesenie na riesenie Black-Scholesovej rovnice.
o Naprogramujte cyklus, v ktorom sa vypo¢ita riesenie na kazdej ¢asovej vrstve.
o Porovnajte s presnymi hodnotami z Black-Scholesovho vzorca. Zvorlte také parametre numerického vypoctu, aby ste
dosiahli (pre "rozumné" ceny akcie - nie prili§ vzdialené od expiracnej ceny, také, s akymi sa realne obchoduje)
= absolitnu chybu mensiu ako pol centa
= relativnu chybu mensiu ako jedno percento

:: DalSie priklady na precvienie ::

1. Explicitna schéma. Naprogramujte explicitni schému na ocetiovanie opcii. Spominana podmienka (na zaruc¢enie
konvergencie) pre vztah medzi priestorovym a ¢asovym krokom je
ok _
R4
Nazyva sa CLF (Courant-Friedrichs-Lewy) podmienka. Ukazte priklad vypoétu, kedy tato podmienka je splnena a
priklad vypoctu, ked’ splnena nie je.

Ukazka vystupu:
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15 15


http://www.iam.fmph.uniba.sk/institute/stehlikova/fd10/cv/matlab/gs.m
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2. Binomicky strom. Ak v explicitnej schéme zvolime

h=oVk
dostaneme nasledovny predpis:
11 1 ; |
u-“;_+ — au.'g'_l + 5;1':_,

To znamena, ze na vypocet urcitej hodnoty potrebujeme hodnoty z predchadzajiicej Casovej vrstvy v susednych bodoch
priestorového delenia. Preto sa tento Specialny pripad nazyva metodou binomického stromu.
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hodnota, ktord
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i-2
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€0 na jej vypocet potrebujeme

] T
| <

hodnota, ktord poditame

co na jej vypocet potrebujeme

Naprogramujte tito metodu.
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