Numerické riesenie Black-Scholesovej PDR (l1.)

:: Konvergencia Gauss-Seidelovej metody ::

o Na vypodet riesenia sustavy linearnych rovnic sme pouzZili Gauss-Seidelovu metodu.
o Ak je matica sustavy diagonalne dominantna, Gauss-Seidelova metoda konverguje k rieSeniu pre 'ubovolny Startovaci bod.
o Vidime, 7e matica z nasej tilohy je diagonalne dominantna.

:: Rychlost’ konvergencie metody ::

o Najskor si pripometime, ¢o je to spektralny polomer matice a ako sivisi s maticovymi normami:
o Spektralny polomer je maximum z absolitnych hodn6t vlastnych ¢isel matice:

p(A) = max | A

o Pre maticovii normu plati:
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Tito vlastnost’ si numericky vyskusame v Matlabe:
= Maticové normy v Matlabe:

= p(A)

== help norm

NORM Matrix or wvector norm.
For matrices...
NORM(X) is the largest singular wvalue of X, max(svd(X)).
NORM(X,2) is the same as MWORM(X].
NORM(X,1) is the 1-norm of X, the largest column sum,
= max{sumiabs(X))).
NORM(X,inf) is the infinity norm of X, the largest row sum,
= max{sum{abs{X")3).
NORM(X,"fro") is the Frobenius norm, sgrt{sum{diag{X"*X)J3J.
NORM(X,P) 15 available for matrix X only if P 15 1, 2, inf or 'fro'.

For vectors...
NORMCW ,PY = sum{abs{w).AP)YACL/P).
NORM{W) = norm(V,2).
MORM{W,inf) = max(abs{w)).
NORM{W,-inf) = min(abs(v)).

See also COND, RCOND, CONDEST, NORMEST.

Overloaded methods
help ss/norm.m
help Ttifnorm.m
help frdfnorm.m
help idmodel fnorm.m

= Pre maticu, ktoru si vytvorime - napriklad nahodni:

=» a=rand(§)

a =
0.9501 0.7621 0.6154 0.4057 0.0579
0.2311 0.4565 0.791% 0.9355 0.3529
0.6068 0.0185 0.9Z218 0.91g9 0.8132
0.4860 0.8214 0.7382 0.4103 0.0053
0.8913 0.4447 0.1763 0.89368 0.1358%9

teda vieme vypocitat” spektralny polomer
= tho=max(abs(eigla)l)

rho =
2.3043

a pocitat’ normy jej mocnin. Pre 1-normu dostaneme:
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= Zopakujte pre inil maticu a/alebo ini normu.
o Pre k velké teda mame:

ARl ph(A)

o Vratime sa teraz k metodam rieSenia sustavy rovnic. Metodu zapiseme v tvare
=Tzt v
a budeme pocitat’ vzdialenost’ n-tej iteracie od presného riesenia:
" —z*|| = |[(Tz"! +v) — (Tz* +0)|| = ||T (="' — z*)]| =

=2 (z" 2 -2*)|| =+ =|T" (2% — ")

-

T |22 — =*|| ~ p™(T) ||z° — =*

Spektralny polomer matice T by teda mal byt’ mensi ako 1 a ¢o najblizsie k nule.

:: SOR (successive over relaxation) metoda

o Ako urychlit’ konvergenciu Gauss- Seidelovej metody?
« Modifikaciou Gauss-Seidelovej metody je SOR (successive over relaxation) metoda:
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parameter metddy
Pre t =1, dostavame povodnt Gauss-Seidelovu metodu, @ > 1 - over-relaxation, ¢4 < 1 - under-relaxation.
¢ Bez dokazu uvedieme nasledovné tvrdenia tykajuce sa konvergencie tejto metody:
o Nutnou podmienkou na to, aby SOR metoda konvergovala, je, ze parameter ' je z intervalu (0,2)
o Pre sustavu, ktort riesime pri numerickom rieseni B-S rovnice, konverguje SOR metoda pre Tubovolné v z intervalu
0,2).
o Ak tito maticu rozloZime na jej dolnt trojuholnikovi ¢ast’ (L), hornt (U) a diagonalnu (D), tak SOR metédu mbZeme napisat’
V tvare

" = T(w)z" + v
kde

T(w)

(D+wL) (1 —w) D —wl)
v=w(D—wL) "ps

Optimalna vol'ba parametra w teda zavisi od spektralneho polometru matice T. Ten zavisi od parametrov modelu a delenia,
ktoré sme pouzili.
Ukazka:

o spektralny polomer matice T v zavislosti od parametra t :
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o cas vypoctu v sekundach:
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Samozrejme, pocitat’ spektralny polomer a tak urcovat’ parameter ', by nebolo efektivne. Takéto grafy nim vsak davaju
predstavu o tom, ako tento parameter vplyva na konvergenciu. Prakticky zvolime hodnotu zhruba medzi 1.5 a 1.9.

:: Cviéenie ::

Upravte funkciu gs.m tak, aby pogitala zadant sistavu SOR metiiodou so zadanym parametrom . & :
¥ cvklus bezi, kym nie je splnena podmienka normiAv-ps)<=eps

vo= wi;
while norm{A¥y - ps) = eps
Perly = (psCl) - a%wizi)/b:]
for 1 = Zipom-1
d|V(1') = (ps(i) - a*{w(i-13 + v(i+1333/b; |
en

[vipom) = (ps{pom) - a™wipom - 1)3/b;|

end

Pouzite ju na vypocet numerického rieSenia ceny call opcie - hlavny program zostava rovnaky, jedina zmena je, ze namiesto funkcie
gs volate funkciu sor .

:: DalSie lohy na precviéenie ::

1. Naprogramujte numericky vypodet ceny put opcie.

Okrajové podmienky: ak je cena akcie S blizka nule, cena put opcie je priblizne E*exp(-r*tau)-S*exp(-D*tau), ak je cena
akcie vel'mi vel’ka, cena put opcie je blizka nule.
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