Nahodné procesy, modelovanie cien akcii

:: Stochasticky vyvoj finanénych veliéin ::

o Z priebehov cien akcii (ako aj inych finan¢nych velicin - Grokovych mier, vymennych kurzov, ...) vidime, Ze ich priebeh sa neda
popisat’ deterministickou funkciou. Preto sa na ich modelovanie pouZivaju nahodné procesy.

o VTavo: trend (vyvoj ceny pocas piatich rokov), vpravo: fluktuacie (vyvoj ceny pocas niekol’kych hodin):
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Zdroj: http://finance.google.com

:: Wienerov proces a Brownov pohyb ::

o Zakladnym nahodnym procesom, z ktorého s ostatné odvodené, je Wienerov proces. Pripomerime si jeho definiciu:
Nahodny proces {W(t), t=0} sa nazyva Wienerov proces, ak
o prirastky W(t+2At) - W(t) majii normdlne rozdelenie s nulovou strednou hodnotou a s disperziou At
o pre kazdé delenie 0 = t, = t; = ... = t_sii prirastky Wti+ - Wti nezavislé nahodné premenné s parametrami
podla predchadzajiiceho bodu,
o W(0)=0,
o trajektorie su spojité.
Dalej bude w viade oznagovat” Wienerov proces.

o Ako ziskame realizaciu Wienerovho procesu?

o Budeme generovat’ aproximéaciu - hodnoty v diskrétnych bodoch typu (¢as, hodnota), ktoré pospajame.
o Hodnoty budti v bodoch 0,A¢,2A¢, .. ., kde At je dostatoéne maly Casovy krok.
o Hodnota v ¢ase 0 je 0.
o Prirastok na intervale [kKA¢, (k + 1)At ] je nahodna premenna s nulovou strednou hodnotou a varianciou At .
V Matlabe:
R L LR
% SI MULACI A W ENEROVHO PROCESU
R R LR
T=1; % do casu T
dt =0. 001; % casovy krok dt
t=(0:dt:T); % vektor casov, v ktorych generujenme hodnoty procesu
n=l engt h(t);
w( 1) =0; % W enerov proces zacina z nuly
for i=1:n-1 % prvu hodnotu mame, potrebujenme zvysnych n-1
dw=sqgrt (dt)*randn; % prirastok dw, randn ~ N(O0,1) => dw ~ N(O, dt)
w(i+1)=w(i) +dw; % nova hodnota = povodna + prirastok
end;

plot(t,w); % vykresline priebeh

Poznamenajme, Ze na zrychlenie vypoétov v Matlabe sa daji vyuzit' funkcie pre pracu s vektormi (namiesto cyklov):

R e I
% RYCHLEJSI A SI MULACI A W ENEROVHO PROCESU

R i
T=1; % do casu T

dt =0. 001, % casovy krok dt
t=(0:dt:T); %vektor casov, v ktorych generujene hodnoty procesu
n=l ength(t);

dw=sqrt (dt)*randn(n-1,1); % vektor prirastkov - nezavisle N(O,dt)
w=[ 0; cunsun(dw)] ; % zaci name z nuly, dalej kumulativne sucty dw

plot(t,w); % vykreslinme priebeh
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Ukazka vystupu:
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o Ak k nasobku Wienerovho procesu pridame linearny trend:
T(?) = pt+ owl?)
dostavame proces, ktory sa nazyva Brownov pohyb.

AK je parameter o nulovy, grafom je priamka. Pre nenulovii hodnotu & sa k tomuto linearnemu trendu pridavaji nahodné
fluktuacie.

:: Cvicenia (1) ::

1. Nakreslite do jedného grafu niekol’ko realizacii Wienerovho procesu.

Ukazka vystupu:
Wiegneroy proces
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2. Nakreslite do jedného grafu niekol’ko realizacii Brownovho pohybu so zvolenymi parametrami. Do toho istého grafu zakreslite
strednt1 hodnotu tohto procesu.
Ukazka vystupu:

if=2te 0.5 wl)




3. Priradte procesy
o Xl(t):W(t)
o X,(t)=3*w(t)
o Xg(t)=5+2*t+w(t)
o X, ()=5+2*t+0.5*w(t)
o Xg(t)=5-3*t+w(t)

k ich realizciam na grafe:

i T T T T T

4. Definujme proces m(t)=max(w(s), s=t), t. j. maximum Wienerovho procesu na intervale [0,t]. Zobrazte do jedného grafu
trajektoriu Wienerovho procesu a trajektoriu procesu m(t) (pocitaného z tejto realizacie Wienerovho procesu).
Ukazka vystupu:

:: Geometricky Brownov pohyb ::

o Geometricky Brownov pohyb je proces definovany vzt'ahom
Ilri) =z C;.r,t+a'u.|(t)

pricom x, predstavuje hodnotu procesu v ¢ase 0.

o Ukazka trajektorii geometrického Brownovho pohybu:

*if) = x0"expimitt+sigma™wit)), x0=2.0, mi=3.5, sigma=0.5
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:: Modelovanie cien akcii pomocou geometrického Brownovho pohybu ::

« Cenu akcie S modelujeme geometrickym Brownovym pohybom:
5(t) = 5 erttouit]

o Na vypocet vynosov sa pouziva veli¢ina

5y ) ( Sy — Sa—m) Sy — 5 ar
ln =ln|14+ o2 ;
(Sz—m Si—as S

pri¢om posledna aproximacia vyplyva z toho, Ze
Infl+ ) =zpre z =0

o Ak sa cena akcie S riadi geometrickym Brownovym pohybom, tak pre vynosy dostavame

2, =In (Sst ) =pht+olw(d) —wit— A~ N (p&t,azﬂt)
bt

teda vynosy su nezavislé nahodné premenné s normalnym rozdelenim a uvedenymi parametrami.

o Ako ziskat’ parametre geometrického Brownovho pohybu z dat - odhadom parametrov normalneho rozdelenia z
Vynosov:
o Zo suboru goog.txt nacitame data do Matlabu. Ide o denné data cien akcie firmy Google v rokoch 2009 a 2010, na
zaciatku siiboru su najstarsie data.

s=l oad(' goog. txt"');
dt =1/ 252; % denne data, cas sa v nodeli pocita v rokoch

Priebeh ceny je nasledovny:
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o Definujeme vynosy - napriklad takto:

n=l engt h(s);

for i=1:n-1
v(i)=log(s(i+1)/s(i));

end;

% al ebo vektorovo nami esto cykl u:

% v=l og(s(2:n)./s(1l:n-1));

o Vieme, Ze tieto vynosy majii norméalne rozdelenie. Dalej vieme, e strednt hodnotu normalneho rozdelenia odhadujeme
aritmetickym priemerom a disperziu vyberovou disperziou. Vypocitame teda priemer a vyberovu disperziu vektora v -
budi to odhady veligin £4¢ g o* Az

m Del ta=nean(v); % odhad m *dt
s2Del ta=var (V) ; % odhad (si gma”2) *dt

o Nakoniec vypoéitame odhady samotnych parametrov £ a &

m =m Del ta/dt; % odhad paranmetra m
si gma=sqrt (s2Del ta/dt); % odhad paranetra signa

o Dostaneme:

>> m


http://www.iam.fmph.uniba.sk/institute/stehlikova/fd11brno/data/goog.txt

0. 3225
>> sigma
sigma =

0. 2877

:: Cvicenie (2) ::

1. Pre vyvoj ceny akcie uvazujme parametre geometrického Brownovho pohybu odhadnuté v predchadzajiicom vypocte a
poslednu hodnotu cenu akcie z dat (t. j. 593.97). Vygenerujte niekol’ko priebehov ceny akcie pocas nasledujiaceho roka,
Startujticich z tejto hodnoty.

Ukazka vystupu:
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VYHENerovana cena akcie

:: Daliie priklady na precvi¢enie ::

1. Dvojrozmerny Brownov pohyb s nekorelovanymi zloZkami je proces (w,,w,), kde w,,w,, s Wienerove procesy a pre
ich prirastky na intervale [s,t] plati
cor(wy (t) — wi(s),wa(t) — wa(s)) =0

Vygenerujte trajektoriu takéhoto procesu a zobrazte ju (ako krivku v rovine).
Ukazka vystupu:
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Spravte simuldcie a zobrazte histogram nahodnej premennej t .

Ukazka vystupu:

V cviceni (1)/4 sme definovali proces m, najvyssiu hodnotu Wienerovho procesu, ktort doteraz dosiahol. Definujte teraz
proces X, ktory vyjadruje vzdialenost’ aktudlnej hodnoty Wienerovho procesu od doteraz dosiahnutého maxima:
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Dopliite do takéhoto grafu priebeh procesu X.

Vyberte si akciu a stiahnite si z http:/finance.yahoo.com historické data cien tejto akcie pocas zvoleného ¢asového obdobia.
Predpokladajte, Ze cena akcie sa da popisat’ geometrickym Brownovym pohybom a odhadnite jeho parametre.

Historické ceny akcii:
o Chod'te na stranku http:/finance.yahoo.com.
o Zadajte kod firmy alebo jej nazov:
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o Tuzvol'te obdobie, za ktoré chcete data a ich frekvenciu:
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Set Date Range

+ Dail
Start Date: | Jan  ~v[[1  [2010 [o.Jan1 2010 § wa:;gkly
. = ¢~ Monthly
End Date: I Dec - !31 |2010| £~ Dividends Only

Get Prices |

o Dostanete tabul'ku s datami (na za&iatku st najnovsie), potrebujete z nej stipec Adj Close.

Prices
- Date Open High . Low Close Volume Adj Close* .
Dec 31,2010 | 2780 | 27982 | 2763 | 2791 | 24752000 | 2775
Dec 30, 2010 2792 | 2800 | 2778 | 2785 | 20,786,100 | 2769
Dec 29, 2010 27.04 2812 2788 2797 | 19,502,500 2781
Dec 28,2010 | 2797 | 2817 | 2796 | 280l | 23.042.200 | 27.85
Dec 27,2010 | 2812 | 2820 | 2788 | 2807 | 21,652,800 | 2701 |
Dec 23, 2010 2797 | 2832 | 2796 | 2830 | 24902500 | 2813
Dec 22, 2010 28.01 28.40 27.98 2819 | 42,252,300 28.02
Dec 21,2010 |  27.85| 2814 | 2776 | 2807 | 38,153,000 | 27.01
Oct 18, 2010 2559 2595 25.45 2582 | 48,330,500 2551
Oct 15, 2010 2536 2555 2523 2554 | 68,954,800 2523 |
Oct14,2010 | 2529 | 2534 | 2500 | 2523 | 51,949,100 | 2493 |
Oct13,2010 | 2502 | 2554 | 2489 | 2534 | 75,336,500 | 25.04 |
Oct12,2010 | 2465 | 2493 | 2443 2483 | 50,141,500 | 2453 |
Oct 11, 2010 24.74 2474 2450 2459 | 27,587,800 2430 |
Octe, 2010 | 2462 |  2465| 2437 | 2457 | 41,327.800 | 2428 |
Oct7.2010 | 2462 |  2475| 2428 | 2453 | 50,096,100 | 2424 |
Oct6,2010 | 2432 | 2454 | 2413 2443 | 50,489,700 | 2414 |
Oct 5, 2010 2406 2445 2301 2435 | 78,152,900 2406 |
Oct4,2010 | 2396 2399 | 2378 | 2391 | 98,143,400 | 2362 |
Oct1,2010 | 2477 | 2482 | 2430 | 2438 | 62,672,300 | 2409 |
Sep 30,2010 | 2461 | 2483 | 2436 2449 | 61,262,700 | 2420 |
Sep 29, 2010 2463 2466 24.40 2450 | 44,318,900 2471 |

¥ Close price adjusted for dividends and splits.

| Previ | Next | Last

'A‘E'Download to Spreadsheet

Currency in USD.

o Kliknutim na Download as Spreadsheet si data uloZite v csv formate:

bateJ Open, High, Low, [lose,‘u"olume
2010-12-31,27.80,27.92,27.63,27.91, 24752000 ,27.75
2010-12-30,27.92,28.00,27.78,27.85, 20786100 ,127. 69
2010-12-29,27.94,28.12,27.88,27.97,19502500,(27. 81
2010-12-28,27.97,28.17,27.96,28. 01, 23042200,(27. 85
2010-12-27,28.12,28.20,27.88,28.07,21652800,(27.91
2010-12-23,27.97,28.32,27.96,28.30, 24902500 ,(28. 13
2010-12-22,28,01,282.40,27.98,28.19,42252300,(28, 02
2010-12-21,27.85,28.14,27.76,28.07,38153000,27.91
2010-12-20,27.95,27.99,27.68,27.81,52811000,27. 65
2010-12-17,27.92,28.09,27.75,27.90, 87456500 ,127. 74
2010-12-16,27.76,27.99,27.66,27.99,57680200,(27. 83
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5. Prirastky a ich rozdelenie

a. Definujme proces {Y(t), t=0}, ktor¢ho prirastky Y(t+A¢ ) - Y(t) maju strednt hodnotu (A ¢ )2 a disperziu A+ . Dalej od

procesu Y(t) pozadujeme, aby pre kazdé delenie 0 = ¢, = ¢ z.= t, boli prirastky Y, - Y, nezavislé ndhodné
i+1 i

premenné. Ukazte, Ze tieto predpoklady vedu k sporu, t. j. takyto proces neexistuje.

b. Definujme proces {Y(t), t=0}, ktorého prirastky Y(t+A¢ ) - Y(t) maji nulovi strednti hodnotu a konstantni nenulova
disperziu. Dalej od procesu Y(t) pozadujeme, aby pre kazdé delenie 0 = fy =t = .. = t boliprirastky Yo Y

i+1 i

nezavislé nahodné premenné. Ukazte, Ze tieto predpoklady vedu k sporu, t. j. takyto proces neexistuje.

c. Definujme proces {Y(t), t=0}, ktorého prirastky Y(t-+2A¢) - Y(t) maji nulovi strednti hodnotou a disperziu (At )2.



Dalej od procesu Y(t) pozadujeme, aby pre kazdé delenie 0 = fh= 8 = .. = 1 boliprirastky Y, - Y, nezavislé
i+1 i

nahodné premenné. Ukazte, ze tieto predpoklady vedu k sporu, t. j. takyto proces neexistuje.

Névod: Prednaska, slajdy Additive property of the Brownian motion - mean a Additive property of the Brownian
motion - variance.

Z prednasky:

Figure: Time dependence of the variance Var(W/(t)) for 1000 random
realizations of a Wiener process {W(t).t = 0}.

Spravime podobny obrazok pre varianciu a tiez pre stredni hodnotu:
o 2volte si delenie intervalu [0,1] a vytvorte maticu, v ktorej budi hodnoty 1000 trajektorii Wienerovho procesu v tychto

bodoch.
Ukazka vystupu:
lo 0.0506 0.1637 0.0177 -0.0343  -0.0225 0.0149 1 frajektoria
O |-U.UUST [ jU.U755 | -U.I28F _ -U.I305 _-U.UE0F __ -U.I030 Z trajektéria
] 0.0375 0.1885 0.2135 §.2209 0.5210 0.5200
o 0.0572 0.1936 0.221% 0.1607 0.3327 0.2733
o| |-o.0174 | {0.0277 |-0.1104 -0.1119 -0.0682 0.0637
o| |-o.0426 | {o.1129 |-0.0288 0.1401 0.3003 0.4630 e
o 0.0327 0.1238 0.0562 0.1407 0.11z0 0.0694
o 0.1197 0.1521 0.2275 0.2185 0.2318 0.1993
o| |-0.0231 | q0.0258 0.0713 0.0931 0.1103 0.1391
0 0.0009 | {0.0650 |[-0.0322 -0.1364 -0.1977 -0.1926
v bode t1 v bode t2

hodnoty trajektdrii v bode t0

o Vypocitajte vyberovy priemer a disperziu trajektérii v kazdom Case a zakreslite ich do grafu spolu s presnymi
hodnotami strednej hodnoty a disperzie.

UkéaZzka vystupu:
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Vytvorte podobny obrazok.
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