Black-Scholesov model

:: Cena europskej call a put opcie ::

o Call opcia:

function [v]=call (S, E r,signg,tau)

d1=(1 og(S/ E) +(r+0. 5*si gma™2) *tau)/ (si gma*sqrt (tau));
d2=(1 og( S/ E) +(r-0.5*si gnma™2) *tau)/ (si gma*sqrt(tau));
v=S*nor ncdf (d1) - Exexp(-r*tau)*nor ncdf (d2)

o Priklad:
Urokova miera je jedno percento. Aka je cena call opcie s expiraénou cenou 120 USD a s expiraénym ¢asom pol roka, ak
dnesna cena akcie je 100 USD a volatilita akcie = je 0.3?

>> cal | (100, 120, 0. 01, 0. 3, 0. 5)
ans =

2.6056

o Putopcia: da sa ocenit’ napriklad pomocou put-call parity:
o Uvazujme portfolio zlozené z minus jednej call opcie, jednej put opcie (na tu istu akciu, s rovnakou expirachou cenou E
arovnakym expira¢nym ¢asom) a jednej prislusnej akcie.
o V case expiracie je hodnota portfolia E.
o Preto ak do expirdcie zostava ¢as 7, hodnota portfolia je Fe " - cenucallu pozname, takZze mézeme vyjadrit’
cenu putu.

o Z linearity Black-Scholesovej rovnice vyplyva, Ze ak je koncova podmienka derivatu linearnou kombinaciou call a put opcii,
rovnakou linearnou kombinaciou cien call a put opcii dostaneme cenu tohto derivatu.

:: Cvicenia (1) ::

1. Vypocitajte cenu eurdpskej call opcie s expiraciou o pol roka, ktorej expiraéna cena je S0 USD. Dnesna cena akcie je 41
USD, jej volatilita je 0.3. Urokova miera je pol percenta.

2. Nakreslite graf s cenou akcie na x-ovej osi, na ktorom bude payoff call opcie a jej cena pre niekol’ko ¢asov do expiracie.

Ukazka vystupu:.
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3. Analyza realnych cien opcii.
o V suibore ibm-data.txt si stiahnite denné data cien akcie firmy IBM a odhadnite z nich parameter & geometrického
Brownovho pohybu - tzv. historicki volatilitu.
o Tato odhadnuti volatilitu budeme teraz dosadzovat’ do Black-Scholesovho vzorca. Uvazujme nasledujiice data zo 16.
marca 2011 pre ceny akcie a call opcii:

International Business Machines Corp. (IBM) .16 153.00

Options

View By Expiration: Mar 11 | Apr 11 | Jul 11 | Oct 11 | Jan 12 | Jan 13

Call Options Expire at close Friday. April 15, 2011
Strike Symbol Last Chg Bid Ask Vol Opﬁ_:;
105.00 | IBM110416C00105000 | 59.00 | 0.00 | N/A | N/A | 0| 1
110.00 | IBM110416C00110000 | 47.15 | 0.00 N/A N/A 2 89
115.00 | IBM110416C00115000 | 45.35 | 0.00 N/A N/A 0 115
120.00 | IBM110416C00120000 | 33.50 | 0.00 N/A N/A 6 75
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http://www.iam.fmph.uniba.sk/institute/stehlikova/fd11/data/ibm-data.txt
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130.00 | IBM110416C00130000 | 24.30 |  0.00 | N/A N/A 7 | 88
135.00 | IBM110416C00135000 | 19.10 |  0.00 N/A NJA 25 133
140.00 | IBM110416C00140000 | 14.40 |  0.00 | N/A | NA | 281 531
145.00 | IBM110416C00145000 | 10.20 | 0.00 | NA| NA| 694 | 2,284
150.00 | IBM110416C00150000 | 6.65 | 0.00 |  NA|  NA| 2159 | 5837
155.00 | IBM110416C00155000 3.80  0.00 N/A NA | 4270 | 6,577
160.00 | IBM110416C00160000 | 1.0 | 0.00 | NA|  NA| 7142 | 8,793
| 165.00 | IBM110416C00165000 | 0.89 | 0.00 | N/A | N/A | 9,300 | 10,151 |
| 170.00 | IBM110416€00170000 039  0.00 N/A | N/A | 2235 | 7.909 |
175.00 | IBM110416C00175000 | 0.18 |  0.00 N/A N/A 550 | 4,750
180.00 | IBM110416C00180000 | 0.09 | 0.00 | N/A | N/A 99 | 1,999
| 185.00 | IBML10416C00185000 | 0.05 | 0.00 | N/A | N/A | 14| 679 |
| 190.00 | IBM110416C00190000 | 0.03 | 0.00 | N/A | N/A 19| 225 |

o Zabezrizikovi tirokovil mieru zoberieme vynos 3-mesa¢nych Treasury bonds:

US Treasury Bonds Rates

Maturity Yield Yesterday Last Week Last Month
3 Month loos  |o0.07 [0.07 [0.09

& Manth 012 012 0.14 0.14

2 Year loss o060 |0.69 | 0.84
[3vear 087 |106 |1.06 [141

5 Year 185 |136 |2.14 |236

10 Year 320 | 3.30 347 362

30 Year 438 |ass |50 [467

o Na vypocet Casu zostavajuceho do expiracie mozete vyuzit' takyto vypocet (zohl'adiiuje soboty a nedele, pripadné
sviatky treba odpoditat’ samostatne):

% pocet pracovnych dni nedzi x,y vo formate 'nm dd/yy'
% ukazka vypoctu pre x=1.3.2011 a y=31.3.2011

x=dat enun("' 03/ 01/ 11");
y=dat enum(' 03/31/11");

pocDni =0;
for i=x+1l:y

den=weekday(i); % l=nedel a, 2=pondel ok,

i f (den>1) &&(den<7) pocDni =pocDni +1; end;
end;

o Vypocitajte Black-Scholesove ceny tychto opcii a porovnajte ich s redlnymi trhovymi cenami. Aké st rozdiely v
centoch? Ake st relativne rozdiely v percentach?

:: Implikovana volatilita ::

o Implikovana volatilita je taka hodnota volatility &, ktorej dosadenim do Black-Scholesovho vzorca dostaneme trhovi cenu
opcie.

o Zavislost’ ceny call opcie od volatility:

Cena call opcie je rastiucou funkciou volatility.

Ak volatilita konverguije k nule, limita ceny call opcie je max(0,S-E*exp(-r 7 )).

Ak, naopak, volatlita ide do nekone¢na, limita ceny opcie je aktualna cena akcie S.

Ak je teda trhova cena call opcie z intervalu (max(0,S-E*exp(-r 7 )),S), tak implikovana volatilita existuje a je
jednoznacne uréena.

o

O O O

« Je viacero moznosti, ako implikovant volatilitu prakticky vypocitat’, tu je jedna z nich:

Definujeme funkciu rozdiel.m, ktorej parametrom je sigma a vracia rozdiel medzi skuto¢nou a Black-Scholesovou cenou.
Ostatné parametre vypoctu st definované ako globalne premenné:

Command Window E B
== help rozdiel S

vstup: sigma = wvolatilita (rocna, ako desatinne cisleo, t.j. 0.3 = 30%)
vystup: rozdiel ceny europskej call opcie
podla Black-5chelesovhe vzorca a realnej] ceny

Globalne premenne: ---

= = cena akcie
e = expiracna cena
tau = expiracia (v rokoch)
r = urckova miera (p.a., ako desatinne cislo, t.j. 0.01 = 1%)
v = Cena opcie
Priklad pouzitia:

gl obal s;
gl obal e;


http://pc2.iam.fmph.uniba.sk/institute/stehlikova/fd10/matlab/rozdiel.m

gl obal tau;
gl obal r;
gl obal v;

s=85. 2;
e=80;
r=0.01;
t au=0. 5;
v=11. 12;

% hl adanme nul ovy bod tejto funkcie

si g=0. 01: 0. 01: 0. 5;

pl ot (si g, rozdiel (sig),sig,zeros(1,length(sig)));
% vypocet

sl nmpl =f zer o( @ ozdi el , 0. 4) ;

Vystup:
Ed
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:: Cvicenia (2) ::

1. Weitajte implikovanu volatilitu pre opcie na akcie IBM z cvicenia (1)/3. Zakreslite ich do grafu v zavislosti od expiracnej ceny
a pridajte do grafu historicku volatilitu.

Vysledok - po vynechani opcii s najnizsimi expira¢nymi cenami (s ktorymi sa vel'mi malo obchodovalo) dostavame typicky
volatility smile:
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:: Delta opcie ::

» Delta opcie je derivacia ceny opcie podla ceny akcie. Pre call opciu sa rovna N(d,)

« Z odvodenia Black-Scholesovho vzorca vidiet', ze predstavuje poéet akcii, ktoré kiipime pri hedZovani jednej predanej
opcie.




:: Cvicenia (3) ::

1.

Nakreslite graf zavislosti delty call opcie od aktualnej ceny akcie. Nakreslite do jedného grafu deltu pre rozne ¢asy do
expiracie. V ¢om sa lisia?

Na zéklade hedZovania predanej opcie vysvetlite priebeh grafu z predchadzajticej tlohy - znamienko, monotoénnost’, priebeh
pre tau blizke nule.

V stibore msft.txt je vyvoj cien akcie firmy MSFT a opcii na tieto akcie. Format:

opcia: rok a mesiac
bid, ask cena  EXpiracie, expiracna bid, ask cena
i A akcie cena, typ opcie opcie

[Har 20 2003 0S:54[25.94 25.95| 03 Mar 25.00 CALL||0.55 1.10
Mar 20 2003 09:59 25.594 25.95 03 Mar Z25.00 PUT O0.05 0.15
Mar 20 2003 09:59 25.94 25.95 03 Mar 27.50 CALL 0.05 0.10
Mar 20 2003 09:59 25.594 25.95 03 Mar 27.50 PUT 1.50 1.65
Mar 20 2003 09:59 25.94 25.95 03 Mar 30.00 CALL O 0.05
Mar Z0 2003 09:59 25.594 25.95 03 Mar 30.00 PUT 3.90 4.10
Mar 20 2003 09:59 25.94 25.95 03 Mar 32.50 CALL O 0.05
Mar 20 2003 09:59 25.94 25.95 03 Mar 32.50 PUT 6.40 6.60
Mar 20 2003 09:59 25.94 25.95 03 Mar 35.00 CALL O 0.05
Mar 20 2003 09:59 25.94 25.95 03 Mar 35.00 PUT £.90 9.10

Zvolte si deni a nacitajte data o vyvoji akcie po¢as tohto diia. Zvol'te si opciu a nagitajte data o vyvoji ceny tejto opcie v
danom dni. V subore msft-call-apr-25.txt st tieto hodnoty pre call opciu s expiranou cenou 25 USD a expiraciou v aprili (bid
cena akcie, ask cena akcie, bid cena opcie, ask cena opcie).

o Vypocitajte implikovant volatilitu pre kazdti minttu. Budete potrebovat’ tirokovi mieru, data o urokovych mierach z 20.
marca 2003 st napr. na stranke http://www.federalreserve.gov/releases/h15/20030324/. Zobrazte priebeh implikovanej
volatility.

o Vypocitajte pre kazdu minttu deltu opcie, pricom za volatilitu budete dosadzovat’ implikovani volatilitu z danej minuty.
Zobrazte priebeh delty.

:: DalSie priklady na precvienie ::

1.

2.

Napiste funkciu, ktora poéita cenu putu. Vypogitajte cenu put opcie s expiraénou cenou 105 USD a s expiraénym ¢asom pol
roka, ak dnesna cena akcie je 100 USD a volatilita akcie = je 0.3.

Vypocitajte hodnotu stratégie, ktora pozostava z kupy call opcie s nizkou expira¢nou cenou a predaja call opcie s vyssou
expiraénou cenou s tou istou dobou splatnosti. Vypocet ceny stratégie realizujte pre nasledovné data: cena akcie 55 USD,
volatilita akcie 0.4, trok jeden a pol percenta, expiracna doba 3 mesiace, expiracné ceny su 50 a 60 USD.

Zostrojte stratégiu typu butterfly pre zvolené parametre. Znovu nakreslite graf s cenou akcie na x-ovej osi, na ktorom bude
payoff stratégie a jej ceny pre nickol’ko ¢asov do expiracie.

Ukazka vystupu pre nasledovné data: expiracné ceny 30, 40, 50 USD; volatilita akcie 0,25; Girokova miera 0,01 (t.j. 1
percento).
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Uvazujme call opciu na s expiraénou cenou 15 USD, ak dnesna cena akcie je 9 USD. Pre ktoré z nasledujtcich cien opcie --
2 USD, 5 USD, 7 USD, 10 USD, 15 USD -- existuje implikovana volatilita? Pre ktora z nich je implikovana volatilita
najvyssia? Ako sa da tato otazka zodpovedat’ bez vypoctu vietkych implikovanych volatilit?

Dokazte nasledovné tvrdenie o delte call opcie:

%
a5



http://www.iam.fmph.uniba.sk/institute/stehlikova/fd08/cv/msft.txt
http://www.iam.fmph.uniba.sk/institute/stehlikova/fd08/cv/msft-call-apr-25.txt
http://www.federalreserve.gov/releases/h15/20030324/
http://www.theoptionsguide.com/butterfly-spread.aspx

Fig. 2.4 Variation of the delta of the European vanilla
call value with respect to time to expiry 7. The delta
value always tends to one from below when the time to
expiry tends to infinity. The delta value tends to different
asymptotic limits as time comes closer to expiry, depend-
ing on whether the option is in-the-money, at-the-money
or out-of-the-money.

Zdroj: Y.Kwok: Mathematical Methods for Financial Derivatives.
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