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Obsah

» Black-Scholesov model - PDR pre cenu derivatu, ak sa
cena akcies riadi geometrickym Brownovym
pohybomdsS = pSdt + o Sdw

o Dva sp0soby odvodenia:
o podla Blacka a Scholesa
o podla Mertona

o Explicitné rieSenie pre europsku call a put opciu
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Odvodenie podla Blacka a Scholesa
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Odvodenie podla Blacka a Scholesa

o Ozna&enie:
S = cena akcie
V =V(S5,t) = cena opciet je Cas

o Portfolio: 1 opciay akcii
P = hodnota portféliaP? =V + 65
o Zmena hodnoty portféliaiP = dV + 6dS
o Podla predpokladuiS = pSdt + oSdw, z Itdovej

lemy: dV = ( + ,LLSaS + aQSQ(gSZ) dt + OS%—‘S/dw
o Teda:

dP = (8—v+uS

2
. )% 102328 Vv

05 532 +(5,LLS> dt

oV
(03% -+ 503) dw
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Odvodenie podla Blacka a Scholesa

» Eliminujeme nahodnosti = — 2%

o Nenahodné portfdlies- jeho hodnota musi byt taka,
ako by sme dosiahli ulozenim do banky na urok
dP = rPdt

o Dame do rovnosti ziskaneé dva vztahy piee a
dosadime® =V + 45

oV 1 , ,0°V oV B
E+§OSW+TS%—TV—O
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Zahrnutie dividend do modelu

o Uvazujemespojitu dividendovu miery - drzanim
akcie v hodnote ziskame z&asdt dividendovy
podielq¢Sdt

o V takomto pripade sa zmena hodnoty portfélia rovna
dP = dV +0dS + 0qSdt

» Dalej postupujeme rovnako; dostaneme

ov. 1 , ,0°V oV B

Black-Scholesov model: odvodenie a riesenie — p.6/33



Odvodenie podla Mertona
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Motivacia

o Problém s predchadzajucim odvodenim:
o mame portfolio pozostavajluce z 1 opcié akcii
o pocitame hodnotu a zmenu hodnoty portfdlia:

P = V405
dP = dV +0dS

tedas povazujeme za konstantu
o vyjde ndm vSak = — 9%
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Odvodenie podlfa Mertona

o Portfolio pozostavajuce opcii, akcii a hotovoss
vlastnostami:

o V kazdomcCase maulovu hodnotu

o Je samofinancovanéneprinasa vynos ani
nevyzaduje dodatmeé investicie

o Ozn&enie:
Qs = pocet akcii, kazda ma hodnotu
@y = pocet opcii, kazda ma hodnotu
B = hotovost’ na @te, peniaze spojito utené
urokovou mierou

d()s = zmena v pote akcii

dQy = zmena v pote opcii

0B = zmena hotovosti sposobena kupou/predajom
akcii a opcii
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Odvodenie podlfa Mertona

o Matematicky zapis poziadaviek na portfélio:

o nulova hodnotaS Qs +VQy +B=0 (1)

o samofinancovanosf.dQgs +V dQy +6B =0 (2)
o Zmena hotovostidB = rBdt + 6B

o Zdiferencujeme vztah (1):

rBdt+6B
—~
0 = d9Qs+VQy+B)=d(SQs+VQy)+ dB
=0
0 = SdQg+ VdQy + 6B+QgdS + QydV + rBdt
rB
0 = QgdS + QudV —r(SQg+ VQy) dt.
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Odvodenie podlfa Mertona

o VydelimeQ, a ozn&imeA = —¥s:
AV — 'V dt — A(dS — rSdt) = 0

o DosadimeisS z predpokladu o geometrickom
Brownovom pohybe &V z Itoovej lemy

o ZvolimeA (t. . pomer p@tu akcii a opcii) tak, aby sme
eliminovali nahodnot' (aby sa vynulovalen pridw)

o Dostaneme rovnaku PDR ako predtym:

oV 1 5, ,0°V oV B
§+§OSW+TS$—TV—O
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Dividendy v Mertonovom odvodeni

o Uvazujeme spojitu dividendovu mienu

o Dividendy predstavuju prijem hotovosti zmena
notovostibudedB = rBdt + 6B + ¢SQgdt

o Rovnakym postupom sa potom dopracujeme k PDR

0V oV
2207V N LA v
S 8324—(7“ q>S@S rV =0

oV N 1
— + =0
ot 2
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Black-Scholesova PDR - zhrnutie
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Black-Scholesova PDR

o Matematicka formulacia modelu:
Najst riesenie/ (S, ) parcialnej diferencialnej rovnice
(tzv. Black-Scholesovej rovnice)

av 1, , 0%V oV
é% S(?SQ 7"5%—7"‘/—0

ktord je definovana pré > 0,t € [0, T7.

o Zatial sme nevyuzili, ze ide o opci PDR plati pre
fubovolny derivat, ktory vyplaca \caserl vyplatu
zavilsu od ceny akcie v tortase

o Typ derivatu u€ujekoncovu podmienkw Caser
o Napriklad precall opciu:V(S,T) = max(0,S — E)
e Vo vSeobecnostiv' (S, T) = payoff derivatu

Black-Scholesov model: odvodenie a rieSenie — p.14/33



V.

RiesSenie pre call opciu
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Riesenie pre call opciu

ZADANIE ULOHY
e Parcialna diferencialna rovnica

av 1, 282V oV B
875 S@SQ rSaS—TV 0

ktord je definovana pré > 0,¢ € [0, T7.
o Koncova podmienka:

V(S,T) =max(0,5 — F)

pres > 0
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Riesenie pre call opciu

KROK 1:

o Transformacia =In(S/E)eR,7=T -t € [0,7T] a
nova funkciaZ(z,7) = V(Ee", T — 7)
e PDRpreZ(z,7),x € R, 7 € [0,T]:
0Z 1 ,0°Z <02 ) 07

— — —0°—— — — — Z =0
ot 20 8x2+ 2 " 0x+r ’

Z(x,0) = max(Fe® — E,0)
KROK 2:

o Transformacia na rovnicu vedenia tepla

o Nova funkciau(z, 7) = e***97 Z(z, 7), pricom
konsStantyn, 5 € R sa uCia tak, aby rovnica pre bola
RVT

Black-Scholesov model: odvodenie a rieSenie — p.17/33



Riesenie pre call opciu

e Rovnica preu:

u(x,0) = Fe™ max(e’ — 1,0),
kde

02 04202 —+ 04(72

A:OéUQ—F?—T,B:(l—Fa)T—ﬁ— ;

o AbyboloA = B =0, zvolime

o? =

+—+—

r 1 3 r
o= — — — —
o2 92 2 8 202
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Riesenie pre call opciu

KROK 3:
. v . v - v -, 2 02 .
o RieSenie:(r, ) zatiatotnej Ulohyg” — - 94 =0 je
dané Greenovym vzorcom

_ (z—s)*

2020 u(s,0)ds.

u(x, 7) =

=g I

o Dosadime, spravime spéatné transformacie
w(z,7) — Z(x,7) — V(S,t) avypaitame integral
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Riesenie pre call opciu

VYSLEDOK:

V(S,t) = SN(dy) — Ee "= N(dy),

kde V() = = [ e~ 7 d¢ je distribuina funkcia
normalizovaného normalneho rozdelenié, 1) a

)T — ¢t
dy = )( ),dQZdl—O\/T—t
o1 —1

Black-Scholesov model: odvodenie a rieSenie — p.20/33



Riesenie pre call opciu

DU:

Vyrieste Black-Scholesovu rovnicu pre call opciu na akciu

vyplacajucu dividendy a upravte rieSenie do tvaru

V(S,t) = Se TN (dy) — Ee " TN (dy),

kde N(x) = = |7 e~ d¢ je distribiEna funkcia
normalizovaného normalneho rozdeleni@, 1) a

W

In 2+ (r—q+ %) (T —t)
dy = —£ 2 dy=dy —oVT —t
1 T —t 2o

Black-Scholesov model: odvodenie a

rieSenie — p.21/33



Call opcia - ukazka riesenia

Payoff (t. ]. koncova podmienkacase: = 7') a riesenie
V(S,t) v niekolkych Casoch:

14
12|
10 |

N B OO
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V.

RieSenie pre put opciu
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Riesenie pre put opciu

ZADANIE ULOHY
e Parcialna diferencialna rovnica

av 1, 282V oV B
875 S@SQ rSaS—TV 0

ktord je definovana pré > 0,¢ € [0, T7.
o Koncova podmienka:

V(S,T) =max(0,FE — S)

pres > 0
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Riesenie pre put opciu

MOZNOST I.

o Rovnaké postupnost transformacii ako v pripade call
opcie

MOZNOST II.

o Vyuzijeme linearitu Black- Scholesove] PDR a uz
najdené riesSenie pre call opciu

Ukazeme si druht moznost najdenia riesenia
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Riesenie pre put opciu

o Pripoma&iem si, ze pre payoff callu a putu plati:
—|payoff callu] + |payoff putu] + [cena akcie] = E
o Teda:
ipayoff putu| = [payoff callu] — S+ E
o Black-Scholesova rovnica je linearrierearna
kombinacia rieseni je znovu rieSenim
o Ako ocenit derivaty s nasledujucimi payoffmi:
o V(S,T) =5 — Jetovlastne akcia» V' (5,t) = S
o V(S,T) = F — s istotou dostaneme suniu—
V(S,t) = Be"(T—1)
- dosadenim do PDR sa prestéaue, ze su to haozaj
rieSenia
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Riesenie pre put opciu

e Mame teda:

koncova podmienkariesSenie
max (0,5 — F) Veall(S t)
S S

E Ee—'r(T—t)

e Z linearnosti:

koncova podmienka | riesenie
max(0,S — E)— S+ E | V(S t) — § + Ee (T

o Kedzelpayoff putu] = max(0,5 — E) — S + E, tak

VRS, 1) = Veal(S, 1) - § + Be (T
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Riesenie pre put opciu

o Najdené rieSenie
VPU(S,t) = Vell(S t) — S + Be (T

sa da zapisat do podobného tvaru ako rieSenie pre call
opciu:

Ver(S,t) = Ee "I ON(=dy) — SN(—dy),

kde N(.), dq, d> SU definované rovnako ako v pripade
call opcie
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Put opcia - ukazka riesenia

Payoff (t. ]. koncova podmienkacase: = 7') a riesenie

V(S,t) v niekolkych Casoch:
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Riesenie pre put opciu

DU:
Vyrieste Black-Scholesovu rovnicu pre put opciu na akciu
vyplacajucu dividendy.

NAvOD: Ako sa zmeni rieSenie rovnice pre koncovu
podmienkuV (S, T) = S?
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VI.

Kombinované stratégie
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Kombinované stratégie

o Z linearity Black-Scholesovej rovnicak je payoff
stratégie linearnou kombinaciou call a put opcii, tak jej
cena je takou istou linearnou kombinaciou cien call a
put opcii

PRIKLAD:

o kupime call opciu s expi@ou cenouw, F3 a
predame dve call opcie s expirgou cenouw,, pricom
Ei < By < EsaFbk]+ E3=2E,.

o Payoff stratégie sa da vyjadrit ako

V(Sa T) —

max (S — F1,0) — 2max(S — F»,0) + max(S — E3,0)
o Takze riesenie je:

V(S,t) = Veall(S,t; By) =2V (S, t; Ey)+ Ve (S, t; E3)
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Kombinované stratégie

o Numericka ukazka riesenia:
10} ‘ ‘ : ‘ ] 10} ‘ | ‘ | ]
V 0 V 0

~10 | | | | | 1 10}

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
s s

DALSIE PRIKLADY: ha cviteniach
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