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Transformácia na RVT

• Vieme, že transformáciaV (S, t) = e−αx−βτu(x, τ), kde

α = r−q
σ2

− 1
2 , β =

r+q
2 +

σ2

8 +
(r−q)2

2σ2 , τ = T − t,
x = ln(S/E), vedie od Black-Scholesovej rovnice k
rovnici vedenia tepla

∂u

∂τ
−
σ2

2

∂2u

∂x2
= 0

prex ∈ R, τ ∈ [0, T ]

• Začiatǒcná podmienka:u(x, 0) = g(x)

⋄ pre call opciu:g(x) = Eeαx+βτ max(ex − 1, 0)
⋄ pre put opciu:g(x) = Eeαx+βτ max(1− ex, 0)
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Okrajové podmienky

• Pri numerickom riešení potrebujeme ajokrajové
podmienky- na základe toho,akú hodnotu má call a
put opcia pre vel’mi malé a vel’mi vel’ké ceny akcie

• Call opcia:
⋄ V (0, t) = 0

⋄ preS → ∞ platí:V (S, t) ∼ Se−q(T−t), presnejšia
podmienka:V (S, t) ∼ Se−q(T−t) − Ee−r(T − t)

• Put opcia:

⋄ V (0, t) = Ee−r(T−t)

⋄ V (S, t)→ 0 preS → ∞
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Aproximácia riešenia

• Numerické riešenie na ohraničenom priestorovom
intervalex ∈ [−L,L]

• Delenie včase a priestore:

xi = ih, i = −n, ...,−2,−1, 0, 1, 2, ...n,

τj = jk, j = 0, 1, ...,m.

pričomh = L/n, k = T/m

• Aproximáciu riešeniau v bode(xi, τj) oznǎcíme

uj
i ≈ u(xi, τj), gj

i ≈ g(xi, τj)
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Aproximácia riešenia

• Okrajové podmienky:
⋄ pre call opciu:

φj := uj
−N = 0

ψj := uj
N = Ee

(α+1)Nh+(β−q)jk

⋄ pre put opciu:

φj := uj
−N = Ee

−αNh+(β−r)jk

ψj := uj
N = 0
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Aproximácia derivácií v PDR

• Dve aproximáciěcasovej derivácie - vedú k dvom
numerickým schémam:

∂u

∂τ
(xi, τj) ≈

uj+1
i − uj

i

k
,
∂u

∂τ
(xi, τj) ≈

uj
i − uj−1

i

k

• Aproximácia priestorovej derivácie

∂2u

∂x2
(xi, τj) ≈

uj
i+1 − 2u

j
i + u

j
i−1

h2
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Implicitná a explicitná schéma

• Explicitná:

uj+1
i − uj

i

k
=
σ2

2

uj
i+1 − 2u

j
i + u

j
i−1

h2

• Implicitná:

uj
i − uj−1

i

k
=
σ2

2

uj
i+1 − 2u

j
i + u

j
i−1

h2
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Explicitná schéma

• Daá sa zapísat’:uj+1
i = γuj

i−1 + (1− 2γ)u
j
i + γu

j
i+1, kde

γ = σ2k
2h2

• V maticovom tvare:uj+1 = Auj + bj pre
j = 0, 1, . . . ,m− 1 kdeA je trojdiagonálna matica:

A =



















1− 2γ γ 0 · · · 0

γ 1− 2γ γ
...

0 · · · 0
... γ 1− 2γ γ

0 · · · 0 γ 1− 2γ



















,

bj = (γφj , 0, . . . , 0, γψj)T
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Explicitná schéma

• Podmienka stability - Courant–Fridrichs–Lewy (CFL):

0 < γ ≤
1

2
, t. j.

σ2k

h2
≤ 1

• Vl’avo - podmienka je splnená, vpravo - nie je splnená
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Explicitná schéma a binomický strom

• Ak zvolímečasový a priestorový krok tak, ž e
h = σ

√
k, takγ = 1/2 auj+1

i = 12u
j
i−1 +

1
2u

j
i+1.

• uj+1
i v časeτj+1 je priemerom hodnôtuj

i−1, u
j
i+1

• Binomický strom:
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Implicitná schéma

• Dá sa zapísat’ v tvare:
−γuj

i−1 + (1 + 2γ)u
j
i − γuj

i+1 = u
j−1
i , kdeγ = σ2k

2h2 ,

• Maticovo:Auj = uj−1 + bj−1 prej = 1, 2, . . . ,m kde

A =



















1 + 2γ −γ 0 · · · 0

−γ 1 + 2γ −γ
...

0 · · · 0
... −γ 1 + 2γ −γ
0 · · · 0 −γ 1 + 2γ



















,

bj = (γφj , 0, . . . , 0, γψj)T
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Implicitná schéma

• Nevyžaduje splnenie CLF podmienky

• Vl’avo - podmienka je splnená, vpravo - nie je splnená
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Riešenie sústavy z implicitnej schémy

• Sústava tvaruAx = b s maticou

A =



















1 + 2γ −γ 0 · · · 0

−γ 1 + 2γ −γ
...

0 · · · 0
... −γ 1 + 2γ −γ
0 · · · 0 −γ 1 + 2γ



















• Zopakujeme si postup pomocouGauss-Seidelovej
metódy a jej zovšeobecnenia -SORmetódy (jej
modifikácia sa bude používat’ pri oceňovaní
amerických opcií)

• Vybrané časti z materiálu k bakalárskej štatnici + čo
to znamená pre náš konkrétny problém
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Implicitná schéma

• SOR metóda - použitie pri výpočte jedneǰcasovej
vrstvy pre rôzne hodnoty parametraω

• Norma iterǎcnej matice a pǒcet potrebných iterácií:
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