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Stochastické procesy

o Stochasticky procesi-parametricky systém of
nahodnych premennychx (¢),t € I}, kde[ je interval
alebo diskrétna mnozina

o Markovov proces pre dant hodnotix (s),
nasledujuce hodnoty (¢) pret > s zavisia odX (s),
ale nie od starsich hodna@t(u), v < s
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Wienerov proces

o Wienerov procesw(t),t > 0} je nahodny proces, ktory
spha:
) w(0)=0
i) prirastkyw(t + A) — w(¢) maju normalne
rozdelenie so strednou hodnotoa disperziou\
i) pre kazde deleniey =0 <ty <ty <tz <..<t,SU
prirastkyw(t1) — w(ty), w(ts) — w(ty), .. .,
w(ty) —w(t,—1) hezavislé
IvV) trajektorie su spojité
o Preo je v bode i) disperzia pravk , a nie napriklad
A% /A, ... — také volby disperzie by viedli k sporu
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Wienerov proces - disperzia

e Nech0 =1ty <t <..<t,=t]edelenie intervalu
0,t]. Potom:

(1) w(t) —w(0) =Y w(t;) — w(ti—1).
1=1

o Z nezavislosti prirastkov (g@t disperzii nezavislych
nahodnych premennych je&at ich disperzii):

D Zw(ti) —w(ti—1)| = Zm[w(ti) —w(t;-1)]
i=1 i=1

o Disperzia lavej a pravej strany (1) sa musi rovnat'
D [w(t) — w(0)] = > Dlw(ti) — w(ti-1)
1=1

- to plati, akD[w(t + A) — w(t)] je nasobkom\,
znormujeme na\
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Wienerov proces - ukazka

o Ukazka trajektorii Wienerovho procesu:

o Pre rozdelenie Wienerovho procesuase plati:

w(t) = w(t) — w(0) ~ N(0,t)
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Brownov pohyb

o Brownov pohyb
x(t) = pt + ow(t),

kdew(t) je Wienerov proces
o Pravdepodobnostné rozdelenie:
x(t) = pt + ow(t) ~ N(ut,o*t)

o Ukazka trajektodrii spolu so strednou hodnotou:
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Geometricky Brownov pohyb, ceny akclii
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Geometricky Brownov pohyb

o Geometricky Brownov pohyb
x(t) = o exp(pt + ow(t)),
kdew(t) je Wienerov proces
o Ukazka trajektodrii spolu so strednou hodnotou:

o Odvodime teraz strednu hodnotu a disperziu
geometrickeho Brownovho pohybu.
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GBP - stredna hodnota, disperzia

o Pripomene si z pravdepodobnosti:
Ak X je nahodna premenna s hustotputak stedna

hodnota nahodnej premenngjX) je [~ g(z) f(x)dx.
o Takze naprikladE[e*] = [~ e” f(z)dz.
e V nasom pripade:
E [0 exp(ut + ow(t))] = zoE [exp(ut 4+ ow(?))]
pricom
pt + ow(t) ~ N(ut,ot),
takzeut + ow(t) ma hustotu

1 o (z—pt)?

f(:z:) N Vi 27T02t€ o
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GBP - stredna hodnota, disperzia

o Takze:
> 1 (z—pt)*
E[eut—kaw(t)} :/ oL e 2% dr
—00 V2ot

_ /OO ! e_[%_w} dx

00 V2ot
o0 1  e—(utto20)])2 —2uc?t? —ot4?
— e 2521 dx
00 V2ot
T 1 [2—(ut+o2t))?
— e'ut—|_7 / 6_ 202t daj
0o V2ot
02t
— Mt
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GBP - stredna hodnota, disperzia

o Disperzia:
D [z exp(ut + ow(t))] = a5 D [exp(ut + ow(t))

o Vyuzijeme, ze disperziu ndhodnej premenieyieme
vyjadrit akoD[X] = E[X?] — (E[X])? - potrebujeme

tedal: [(eut+aw<t>)2]

o Podobne ako pri vygie strednej hodnoty:

E [(6Mt+aw(t))2] - /OO (€")? P
—00 V 2mo?t
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GBP - stredna hodnota, disperzia

o Zhrnutie:
E [xgexp(ut + cw(t))] = xg el T
D [zg exp(ut + ow(t))] = af 7 (7~ 1)

e Iné odvodenie tychto vztahov:

o vypocitamehustotu rozdelenia geometrického
Brownovho pohybylognormalne rozdelenie - uvedené
v prikladoch na preceenie z prveho ceienia) a z nej
zratame strednu hodnotu a disperziuucebnica
[Setovit, Stehlikova, Mikula], str. 25-26

o pouzitimltoove] lemy— neskor na tejto prednaske
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Model pre ceny akcii

o Motivacia - realne ceny akcie, vyzoeny trend
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Model pre ceny akcii

o Model: cena akci&(¢) sa riadigeometrickym
Brownovym pohybom

S(t) = So exp(ut + ow(t)),

e Vynosy:
o vypocet I: 22=2t - zodpoveda diskrétnemu
uroceniu:
Sy — Si_
L L At:T:>St:(1—|—T)St_At
St—At

o vypocet Il: In ( Sftm) - zodpoveda spojitemu
uroceniu:
S
1Il< ! )zréSt:erStAt
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Model pre ceny akcii

o Budeme pouzivat vzorec Il:

St
vynosy = In < g, At)

o Poznamenajme, ze tieto dva vyghy vynosu daju
podobnycCiselny vysledok:

In In( 1+ — 1
<StAt St—At

In (1 N St — StAt)
St—At

St — St—At
St—At

Q

leboln(1 + 2) ~ z prex ~ 0
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Model pre ceny akcii

o Pripomeéme si model pre akciu:
S(t) _ Soe,ut+aw(t)
o Prevynosypotom dostaneme:

S} Soeut+aw(t)
In — |n
(St—At> Soe,u(t—At)—l—aw(t—At)

— (euma(w(ws)—w(t—m)))

= pAt+o(w(t) — w(t — At)) ~ N(uAt, o°t)

a tieto vynosysu nezavislé
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Odhad parametrov GBP z cien akcii

POSTUP

1. Ozn&meAt = Casovy interval medzi dvoma cenami
akcii v rokoch

2. VypcaCitame vynosy - podla modelu su nezavislé s
rozdelenimv (uAt, o%t)
3. Odhadneme ich strednu hodnotu a disperziu:

e m = aritmeticky priemer vynosov- odhad
strednej hodnoty.A

o s? =vyberova disperzia vynosow odhad
disperzies?* A

4. Odhadneme parametre GBP:

m 52

A 7T VA
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Odhad parametrov z cien akcii - priklad

o Data z prveho cvenia - ceny GOOG v rokoch 2009 a
2010:

E00 |

L0}

oo

450

400

ato

aoo

o Dostali sme odhady:

ml = miDelta / dt
sigma = Sqri[s2Delta / di]

0. 322534

0. 287669
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Odhad parametrov z cien akcii - priklad

o Simulacia vyvoja v roku 2011 - niekolko trajektorii
GBP s odhadnutymi parametrami Startujucich z
posdlednej hodnoty v roku 2010:

e Stredna hodnota, porovnanie so skumypm vyvojom -
v priklaoch na preceenie k prvému cweniu
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ltOova lema
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Itoova lema

In precisely built mathematical structures, mathemaneia
find the same sort of beauty others find in enchanting piece:
of music, or in magnificent architecture.

...without numerical formulae, | could never communicate
the sweet melody played in my heart. Stochastic differentia
equations, called "Ito Formula," are currently in wide use
for describing phenomena of random fluctuations over time.
When | first set forth stochastic differential equations,
however, my paper did not attract attention. It was over ten
years after my paper that other mathematicians began
reading my "musical scores" and playing my "music" with
their "instruments."

K. Ito, My Sixty Years in Studies of Probability Theory : aptance speech of the Kyoto Prize in
Basic Sciences (1998).
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Itoova lema

o Itoova lema -ako pcitat diferencial nahodnych
funkecii:

o Na obrazku:
Comu sa rovndz, akz = w?, kdew je Wienerov
proces?
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[toova lema - znenie

Nechf(z,t) je C* hladka funkcia premennych ¢ a nech
proces{z(t),t > 0} vyhovuje stochastickej diferencialne]
rovnici:
dr = u(x,t)dt + o(xz,t)dW,
Potom
_ 9 Of 1 o0 nO°f
df = axal:z:*Jr <8t + 50 (x’t)ﬁx2> dt
0 f af

_(9f of 1,
— (E + u(x, ) 5 + 50 (x,1) @:132> dt + o(x,1) &dew
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[toova lema - intuitivny dokaz

o Taylorov rozvoj do druhého radu:

_of, of 1 (f 5 0 0*f 12
df = Edt—l—%da:‘—k 5 (@(da:) + Qﬁxatdx dt + W(dﬂ -

o Ztoho, zedw = ®v/dt, kded® ~ N (0, 1), dostaneme
(dr)* = o*(dw)? + 2uodw dt + p?(dt)?
~ oldt + O((dt)*?) + O((dt)?)
o Podobnedz dt = O((dt)3/?) + O((dt)?)

o Cleny raduit, dw v rozvoji df teda su:

_of of |1 45, 0%f
df = axdx—k <0t + 50 (z,t)ax2 dt
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[toova lema - priklady

o Uloha z obrazku:
d(w?) = 3w?dw + 3wdt

o Cena akcie riadiaca sa geometrickym Brownovym
pohyboms(t) = Syert+ow(®):

2
dS = <u + %) Sdt + oSdw
o Niekedy sa model pre cenu akcie pise v tvare

dS = puSdt + oSdw

- tiez je to GBP, ale s inymi parametrami:
S(t) _ S()g(,u—%)t%—aw(t)
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Momenty GBP - vypoet Itoovou lemou

o NechY (t) = exp(X(t)), kdedX (t) = pdt + odw
o Zvolilisme f(t,z) = e* =

2
dy — (u + %) Ydt + oY duw

e Z toho:

dE)Y] = <u+ )E[Y]dt+aE[de]

= (s

Co je ODR preEy ()
e ZaCiatatna podmienkakY (0) = 1

SIS

) E[Y]dt
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Momenty GBP - vypoet Itoovou lemou

o K vypottuD[Y] potrebujemé[y2] = Elexp(X (¢))?]
o Zvolime f(t,z) = (e%)? = &2 =

d(Y (1)) = df = 2(p+ o®)Y (t)%dt + 20Y (t)*dw
o Ztoho:
dE[(Y (t)*)] = 2(p + o*)E[(Y (t)*]dt

Co je ODR prer|[Y?]
o ZaCiatotna podmienkak[Y (0)%] = 1

Stochastické procesy — p.28/29



[toova lema pri ocBovani derivatov

o Prvy krok pri odvodenBlack-Scholesovho modeha
ocawovanie derivatov:

o Predpokladajme, ze cena akcie sa riadi
stochastickou diferencialnou rovnicou
dS = puSdt + oSdw

o Cena derivatl/ (napr. opcie) zavisi odasus a od
ceny akcieS

o Stochasticku diferencialnu rovnicu pre cenu
derivatu potom dostaneme pouzitim ltdbovej lemy
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