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Europske a americké typy derivatov

o Uvazujme put opciu s expicaou cenou 150 USD -
teda pravo predat akciu za 150 USD. Nech expiracia
opcie je 0 mesiac.

o ak je opciaeuropskeho typuoto pravo moézeme
vyuzit v case expiracie - teda o mesiac

o ak je opciaamerickeho typutoto pravo mézeme
vyuzit kedykolvek odteraz dg@asu expiracie

o Ak tato opcia stoji 20 USD a dnesna cena akcie je 110

USD:

o ak je opciaeuropskeho typwzisk zavisi od toho,

ako sa bude cena akcie d'alej vyvijat

o ak je opciaamerickeho typukupime opciu a hned’
ju uplatnime— okamazity bezrizikovy zisk

e CVICENIE: Vymyslite podobny priklad pre call.

Ocenovanie americkych opcii — p.3/3C



Europske a americké typy derivatov

o Ohrancenie, ktore musi byt splnene, aby nebola
prilezitost na bezrizikovy zisk (t.J. arbitraz):

cena americkeho derivatu nesmie byt
pod payoffom

o Eurdpske typy derivatowcall na akciu vyplacajucu
dividendy, put na akukolvek akciu
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Europske a americké typy derivatov

o Eurdpske typy derivatov - poktavanie:call na akciu
nevyplacajucu dividendy
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Europske a americké typy derivatov

» Je to takto aj vo vSeobecnosti - dokazeme:
o Ak akcia nevyplaca dividendy, tak cena call opcie
je vzdy nad payoffom.
o Ak akcia vyplaca dividendy, cena call opcie vzdy
pretne payoftf.
o Cena put opcie vzdy pretne payoff.
Zakladna myslienka: budeme @tat’ limitu
V(S,t)/S,ak S — oo (pre call), respS — 07 (pre put)
o Preto:

o Cena amerického callu na akciu bez dividend sa
rovna cene europskeho callu

o Cenu amerického callu na akciu s dividendami a
cenu putu na hocijakd akciu trebagi@at' inak
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Americké typy derivatov

o NemoOzeme zobrathax(euroska opcia, payoff)graf
musi byt hladka funkcia

o Pr&o musi byt hladka - matematickée odvodenie:
Sewtovit, Stehlikova, MikulaAnalytické a numerické metddy océiovania finantnych

derivatov, str. 155-156

o Ako bude riesenie vyzerat:
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Americké typy derivatov

o Priebeh riesenia (pre call):

o ak S < S(t): cenaspia Black-Scholesovu POR

opciu drzime (neuplaujeme)

o aks > S¢(t): cenasa rovna payoffuopciu

uplatnime)

o ak s = S¢(t): cena ma v tomto bod®vnaku
hodnotu(kvoli spojitosti) aj derivaciu(kvoli
hladkosti napojenia) ako payoff

o S¢(t) - hranica predasneho uplatnenimatematicky je
to volna hranica
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Matematicka formulacia tlohy

e Precall opciu:
o funkciaV (S, t) je rieSenim Black-Scholesove] PDR

oV o? ,0*V oV
nacasovo zavislej oblasti< ¢t < 7,0 < S < S(1).

o Koncova podmienka:
V(S,T) = max(S — E,0).

o Okrajové podmienky na hranici=0as = Sy(t)
pred <t <1

VO.0) =0, V(Sp1.0) = Sp(t) . T (S5(1).0) = 1
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Matematicka formulacia tlohy

» Co treba zmenit preut opciu:
o Casovo zavislu oblast na< t < T, S > Sy(t)
o koncovu podmienku n& (S, 7)) = max(E — S, 0)
o okrajové podmienky n& (+oo,t) = 0,
V(Sr(t),t) = E — Sp(t), $5(Ss(1),1) = —1
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Vystup

o VyrieSenim ulohy dostaneme:
o cenu opcig/ (S, t) v zavislosti od ceny akcie @asu

o hranicu predasneho uplatnentdt.j. Ci pre dany
cas a cenu akcie opciu uplatnit, alebo nie
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1.
Analyza priebehu hranicé(t)

Ocenovanie americkych opcii — p.12/3C



Analyza priebehu hranicg;(t)

o Predmet vyskumu vo fin&me] matematike
o Ukazeme si jednu ohratenie nas,(t) pre call opciu

o Budeme h@otrebovat pri odvodeni numericke]
schemyocenovania americkych opcii
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Ohrancenie preS(t)

o Jezremé, z&,(t) > £
o Otazka:vieme povedat nieo viac?
LEMA: OV/0t =0 presS = S¢(t)
DOKAZ:
o Zoberieme identitd/ (S (t),t) = S¢(t) — £
o Zderivujeme podla

o Vyuzijeme okrajovu podmienku (hladkost v bode
S = 5¢(1))
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Ohrancenie preS(t)

» Zoberieme Black-Scholesovu PDR gfec S;:

ov 1 , ,0°V oV B
E+§OSW—|—(T—C])S%—TV—O

e Spravime limitus — Sy, pricom vyuzijeme:
o prechadzajucu lemu
o konvexnostV vzhladom nasS
o 0okrajovu podmienku

Dostaneme:
(r—q)Ss(t) = r(Sp(t) — B) < 0= Sy(t) > gE
o Takze:

S¢(t) > Emax(1,r/q)
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Ukazky vyskumu vo fin. mat.

J. N. Dewyne, S. D. Howison, J. Rupf, P. Wilmott (1998iime mathematical results in the

pricing of American options. Euro. Journal on Applied Mathematics 4, 381-398

o Asymptotika pre call opciu, ak< g at — T~

Si(t) ~ E(1+0.6380V/T — t)

D. Sextovit (2001):Analysis of the free boundary for the pricing of an American Call

option. Euro. Journal on Applied Mathematics 12, 25-37.

» Nelinearna integralna rovnica pfg(¢) a jej numericke
riesenie
S. P. Zhu (2006)A new analytical approximation formula for the optimal exercise boundary

of American put options. International Journal of Theoretical and Applied Finance 9
1141-1177.

o Aproximaciasy(t) v analytickom tvare
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Ocenovanie americkych opcii pomocou
linearne] komplementarity
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Ocal. pomocou lin. komplementarity

o Ozn&meV (S,t) cenu americkej opcie ©(S) jej
payoff
o Vieme, Ze musi platit/ (S, t) > V(9)
o Ukazeme (pre pripad callu), ze
ov 1 0*V %

2 Q2
- —_ - _ - <
y + 20 S 3 + (r—q)S 3 rV <0

o ak s < Sy nastava rovnost

o aksS > SyvtedyV(S.t) =S5 — £ (lebosS; > E);
dosadime do lavej strany a vyuzijeme, ze
Sp = Er/q

o S(Casne vidime, ze nemo6zu byt ostré obe nerovnositsi
sucasne
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Ocal. pomocou lin. komplementarity

o Mame tedallohu o linearnej komplementarite:

ov. 1 , ,0°V oV
— 4+ = — — — <
at+205852+(r Q)SE)S rV <0
V(S,t) = V(S)
ov. 1 , ,0°V oV _ B

pres e (0,00),0 <7 < T.
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Ocal. pomocou lin. komplementarity

o Postupnost’ transformacii z predch. prednasok:
V(S,t) — Z(x,7) — u(z, 7)

o Uloha preu(z, 7) v pripade callu:

(5 -5 5%) wen) =glz.m) = o
— ————2>0, u(z,7)—gx,7) > 0

prex € R,0 <7 < T, kde
o g(z,7) = Ee® TP max(0, e” — 1) je transformovany
payoff (o, 5 v prech. pred.)
o ¢g(x,0) je z&iataCna podmienka(x, 0)
o Pre put sa zmenii(z, 7) = Fe® 7" max(0,1 — e*)
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V.

Numerické ocenovanie americkych opcii:
PSOR algoritmus
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Numerickeé riesenie

o Pripomeéime si:
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o Diskretizacia ako pri implicitne] metdde pre europske
opcie:

AV >+, JTHE > ¢ prej=0,1,....m—1.
(At — o/ — V) — ™, =0 pre kazdé
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Numerickeé riesenie

o MaticaA a vektory zostavaju rovnake:

[(142y — 0 - 0 \
— 14+2y —v :

A=1 o0 : : . 0 ,
: —y 142y —v
\ 0 0 =y 142y )

— (7¢J7 07 e 707 7¢]>T
kde~ = 2%
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PSOR metoda

o Na kazdefcasovej vrstve teda rieSime ulohu typu

Au>b, uw > g,
(Au—0b);(u; —g;) = 0 prekazde.

o Definujme postupnost

W =0, w™ =max (TP +c,, g) prep=1,2, ..,

kdeT,,, ¢, su z klasicke] SOR metody a maximum
perieme po zlozkach

o Projektovany SOR- ozna&uje sa akd®>SOR metodda
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PSOR metoda

o PSOR po zlozkach:

p+1 _ “ | 2: ..p+1_§: /P
11 .. e

1<t J>1
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Konvergencia algoritmu k rieseniu

o Postupnosti? konverguje k nejakej limites - dokaze
sa Banachovou vetou o pevnom ba@eovi:, sieniikova,

Mikula: Analytické a numerické metddy oc@&ovania financnych derivatov, str.

182-183]
o Tato limita je rieSenim:
o ul™ > g; = aj limita sghau; > g;
+1 +1
oy = 4o (bz' — i Ay = X Az‘jﬂ?)
p . . . T v
+(1 —w)u; = a limita sgha
U; = Aim (bz — Zj<z’ Aijuj — Zj>z’ Awuf) +(1—w)ui
vyuzilemeA;; > 0,w > 0 — dostanemeéAuw); > b,

o aku; > g;, tak od utiteho indexw, je v’ > g;, pre
tieto indexy:

V
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Konvergencia algoritmu k rieseniu

1 w 1
" = As (bz’ — 2j<i Aiju?r — 2> Aiju?) + (1 — w)uy,
Vv limite prep — oo dostanemeAw); = b; = podmienka
(Au —b);(u; — g;) = 0 Je splnena
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Ukazka numerickych vysledkov

o Ocaiovanie americkej call a put opcie (na porovnanie
bodkami cena europskej opcie)
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Ukazka numerickych vysledkov

o 3D graf s vyznaenou volnou hranicou pre call opciu:
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Ukazka numerickych vysledkov

o Numericky vyp@et volnej hranice a porovnanie s
aproxima&nou formulou
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