1 Uvod

Ak nie je povedané inak, pod opciou rozumieme eurépsku opciu.

1.

2.

10.

Definujte eurdpsku call opciu na akciu. V ¢om sa opcia lisi od forwardu?

Odvodte cenu forwardu na akciu? Zavisi cena forwardu od predpokladu o vyvoji ceny
akcie? Zavisi od tohto predpokladu cena opcie?

Definujte eurdpsku call a put opciu. V ¢om je medzi nimi rozdiel?

Aky je rozdiel medzi eurépskym a americkym typom derivatov?

. Co je payoff derivatu? Ako vyzera payoff call a put opcie - nakreslite grafy pre expira¢ni

cenu rovnd 100 USD a vysvetlite ich priebeh.

Vysvetlite spojité tirokovanie ako limitu irokovania v diskrétnych ¢asovych intervaloch.
Odvodte vztah pre hodnotu vkladu po t rokoch pri spojitej trokovej miere 7.

Nakreslite payoff a profit diagram nasledujtcich stratégii:
(a) Kupime call opciu s expira¢nou cenou 100 USD a expiraciou o rok, ktora stoji 10
USD.
(b) Kupime call opciu s expira¢nou cenou 150 USD a put opciu s expira¢nou cenou 80
USD, obe maju expiraciu o pol roka. Spolu stoja 25 USD.
Predpokladajte, ze tirokova miera je jedno percento.
Uvazujme stratégie z predchadzajiceho prikladu.
(a) Je zisk ohranifeny? Ak ano, pre aké ceny akcie sa nadobuda? Ak nie, kedy rastie
do nekonec¢na?
(b) Je strata ohrani¢ena? Ak dno, pre aké ceny akcie sa nadobtuda? Ak nie, kedy rastie

do nekonecéna?

Dnesnéa cena akcie je 100 USD. O mesiac bude jej cena s pravdepodobnostou 1/2 rovnéa
150 USD a pravdepodobnostou 1/2 bude rovna 90 USD. Uvazujme call opciu na tato
akciu s expiraciou o mesiac a s expiracnou cenou 100 USD. Urokova miera je nulova.

(a) Nech cena opcie je 2 USD. Néjdite arbitraz, t.j. stratégiu, ktora vedie k bezriziko-
vému zisku.

(b) Najdite cenu opcie, ktora neumoziuje arbitréaz.

Uvazujme call a put opciu s rovnakou expira¢nou cenou. Ukézte, Ze (payoff putu) -
(payoff callu) + (cena akcie v ¢ase expirdcie) sa erovna expiracnej cene, bez ohlladu na
cenu akcie v ¢ase expiracie. Co z toho vyplyva pre rozdiel (cena put opcie) - (cena call
opcie), comu sa musi rovnat?



11. Oznacéme ¢(S, E,7) cenu call opcie s expira¢nou cenou F a ¢asom 7 zostavajucim do
expiracie, ak je dnes cena akcie rovna S. Nech F; < Es, ukézte, ze potom musi platit
e " (Ey—Eq) > (S, T, E1)—c(S, T, E2). Najdite arbirtaz pre nasledovné ceny call opcii,
ak je arokova miera nulova:

‘ expiracna cena ‘ cena opcie ‘

110 50
120 35
130 30

2 Stochastické diferencialne rovnice a modelovanie vyvoja ceny
akcie

V nasledujucich prikladoch oznacuje w(t) Wienerov proces. Pod vynosmi akcie budeme roz-
umiet In ( St )

St At

1. Definujte Wienerov proces, Brownov pohyb a geometricky Brownov pohyb.

2. Uvazujme proces X (t) = zoet 7% Vypoditajte jeho strednit hodnotu a disperziu v
case t.

3. Predpokladajme, Ze cena akcie sa vyvija podla geometrického Brownovho pohybu S(t) =
Sperttow(t) - Odvodte pravdepodobnostné rozdelenie jej vynosov a ukazte, ze sl neza-
vislé. Uvedte postup na odhadovanie parametrov modelu pre cenu akcie, ktory vyuziva
tieto vlastnosti.

4. Cenu akcie modelujeme pomocou geometrického Brownovho pohybu S(t) = Spett+ow(t),
Priemer dennych vynosov akcie je 0.0015 a ich Standardné odchylka je 0.02. Odhadnite
parametre geometrického Brownovho pohybu, ak uvazujeme 252 pracovnych dni v roku.

5. Predpokladajme, Ze cena akcie sa vyvija podla geometrického Brownovho pohybu S(t) =
Spetttow(®) g parametrami g = 0.25, o = 0.35. Najdite strednt hodnotu roéného vymnosu.

6. Uvazujme model pre cenu akcie v tvare stochastickej diferencialnej rovnice dS = uSdt+
oSdw. Vyjadrite cenu akcie v explicitnom tvare S(t) = ..., ak S(0) = Sp.

7. Uvazujme model pre cenu akcie v tvare stochastickej diferencidlnej rovnice dS = puSdt+
0Sdw s parametrami p = 0.20, o = 0.30. Najdite strednti hodnotu ceny akcie v case ¢.

3 Black-Scholesov model: odvodenie a rieSenie

Pod cenou derivatu rozumieme cenu v Black-Scholesovom modeli. Ak nie je povedané inak,
uvazujeme eurépske opcie na akcie nevyplacajice dividendy.

1. Odvodte Black-Scholesovu parcidlnu diferencidlnu rovnicu pre cenu derivatu akcie

(a) Black-Scholesovym pristupom pre akciu nevyplacajicu dividendy

(b) Black-Scholesovym pristupom pre akciu vyplacajicu dividendy so spojitou divi-
dendovou mierou ¢



(c) Mertonovym pristupom pre akciu nevyplacajucu dividendy

(d) Mertonovym pristupom pre akciu vyplacajicu dividendy so spojitou dividendovou
mierou ¢

Ako vyzera koncova podmienka pre call opciu?
. Transformujte Black-Scholesovu PDR pre cenu put opcie
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s koncovou podmienkou V(S,T) = max(0,E — S) pre S € (0,00) na rovnicu vedenia
tepla so zadanou zaciato¢nou podmienkou.

. Najdite riesenie Black-Scholesovej rovnice

OV 15,0 OV B
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pre nasledujice koncové podmienky:
(a) V(S,T) =S pre S € (0,00)
(b) V(S,T) =cpre S € (0,00), kde ¢ je dand konstanta
Napiste riesenie a dosadenim dokézte, ze je to naozaj riesenie.
. Najdite riesenie Black-Scholesovej rovnice v pripade akcie s dividendami

OV 1,0V

oV
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oS
pre nasledujtuce koncové podmienky:

(a) V(S,T) =S pre S € (0,00)

(b) V(S,T) =cpre S € (0,00), kde ¢ je dand konstanta
Napiste riesenie a dosadenim dokézte, ze je to naozaj riesenie.

. Odvodte cenu put opcie, ak je zndme rieSenie pre cenu call opcie (v pripade akcie s
dividendami aj bez dividend).

. Vypoéitajte cenu derivatu, ktory v Case expirécie vyplati 1 USD, ak bude cena akcie v

.....

Néavod: Transformécia na RVT je rovnaka ako v prlpade call opcie (uvedomte si, preco):
Z(x,7) =V (5,t), kde z = In(S/E) e R, 7 = T—t € [0 T]

u(z,7) = e P77 (x, 1), priéom a=5%—-1 8= 5+ 202
Rovnica pre funkciu w potom Je L — %W =0prex E RarTel0,T]



4 Black-Scholesov model: implikovana volatilita

Pod cenou derivatu rozumieme cenu z Black-Scholesovho modelu. Ak nie je povedané inak,
uvazujeme eurdpske opcie na akcie nevyplacajice dividendy.

1.

2.

Vysvetlite pojem implikovanej volatility.

Dokazte, ze cena call opcie je rasticou funkciou volatility. Vypocitajte jej limitu pre
0 — 0" a pre 0 — oco. Co z toho vyplyva pre existenciu implikovanej volatility?

Dokazte, ze cena put opcie je rasticou funkciou volatility. Vypocitajte jej limitu pre
o — 0" a pre 0 — oco. Co z toho vyplyva pre existenciu implikovanej volatility?

. Uvazujme akciu vyplacajice dividendy. Ako sa zmenia rieSenia predchadzajucich dvoch

uloh?

. Uvedte priklad parametrov, pre ktoré implikované volatilita neexistuje.

Co oznacuje pojem volatility smile?

Po dosadeni historickej volatility (odhadnutej z vynosov akcii) do Black-Scholesovho
vzorca dostaneme nizs$iu cenu call opcie, ako je jej redlna trhova cena. Aka bude impli-
kovana volatilita - vyssia alebo nizsia ako historickd volatilita? (Mozete predpokladat,
ze implikovand volatilita existuje.) Preco?

Uvazujme call opciu na s expirac¢nou cenou 15 USD, ak dnesné cena akcie je 9 USD. Pre
ktoré z nasledujucich cien opcie — 2 USD, 5 USD, 7 USD, 10 USD, 15 USD — existuje
implikovana volatilita, ak je arokova miera nulova? Pre ktort z nich je implikovana vola-
tilita najvyssia? Ako sa da tato otdzka zodpovedat bez vypoctu vSetkych implikovanych
volatilit?



