Stochastické diferencialne rovnice

:: Stochastické diferencialne rovnice ::

Stiahnite si [cv3sdr.sce] - stbor pre Scilab k tomuto cviceniu.

* Nenahodna funkcia méze byt’ zadana ako rieSenie oby¢ajnej diferencialnej rovnice - mame dany vzt'ah medzi diferencidlom
funkcie a diferencidlom ¢asu. Napr. dx(z)=x () dt, spolu so zaciato¢nou podmienkou x (0) uruje (deterministickd, t.j.
nenahodnt) funkciu x (2).

Analodgia pre nahodné funkcie - vzt'ah medzi diferencidlom funkcie, diferencidlom ¢asu a diferencialom Wienerovho procesu
dw. Takto dostavame stochastické diferencialne rovnice. Ich rieSenim je nahodna funkcia. Napriklad:
o dx=2dt+3dw, zaciato¢na podmienka x(0)=0 - toto je Brownov pohyb: x(¢)=2¢+3w(t)
o dx=2dt+3dw, zaciato¢na podmienka x(0)=1 - posunuty Brownov pohyb, zacina z jednotky: x(2)=1-+2¢t+3w(t)
o dx=10[1-x()] dt + 0.25 dw(t), x(0)=0.5 - tiez sa da zapisat’ explicitne, ale toto vyjadrenie je komplikovanejsie.
Dobrt predstavu o priebehu takéhoto procesu vSak dostaneme pomocou simulacii jeho trajektorii.

Pozrime sa teda na proces tvaru
dr(t) = w(f — o(2))dt + adw(2)
kde #.8. o sikladné konstanty. Takyto proces sa nazyva Ornstein-Uhlenbeckov proces.

Najjednoduchsim pdsobom, ako ziskat’ aproximaciu rieSenia stochastickej diferencialnej rovnice je nahradit’ diferencialy
diferenciami (analdgia Eulerovej metody pre obycajné diferencidlne rovnice, pri stochastickych diferencidlnych rovniciach sa
nazyva Euler-M arujamova metdda):

r

t=

dw=sq
dx=kappa~* (theta-x (i) ) *dt+sigma~dw;

rt(dt) *randn () ;

®(i+1l)=x (i) +dx;

end;

dt -n*dt;

Ukazka:


http://www.iam.fmph.uniba.sk/institute/stehlikova/fd14/cv/kody/cv3sdr.sce
http://www.iam.fmph.uniba.sk/institute/stehlikova/fd14/cv/kody/cv3sdr.sce
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¢ Terminologia: Deterministickd cast’ procesu (pri casovom diferenciali df) sa nazyva drift, stochasticka cast’ (pri diferencidli
Wienerovho procesu dw) sa nazyva volatilita.

:: Cvicenia (1) ::

1. Definujte v Scilabe funkciu, ktord vygeneruje vektor s realiziciou OU procesu so zadanou za¢ito¢nou hodnotou a zadanymi
parametrami procesu a ¢asového delenia. Zakreslite niekolko realizicii Orstein- Uhlenbeckovho procesu so zvolenymi
parametrami.. V§imajte si, ako zavisi typicky priebeh procesu od parametrov.

Prirad’te nasledujuce hodnoty parametrov k ich trajektdriam:
o £=20,8=10=1
o g=3,8=10=1
o k=200=30=5
o £=20,0=30=1
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2. Ornstein-Uhlenbeckov proces sa pouziva napriklad pri modelovani trokovych mier. Vasi¢kov model predpoklada, ze
okamita trokova miera (prakticky - pri analyze redlnych dat - Grokova miera na kratky cas) sa riadi Ornstein-

Uhlenbeckovym procesom.

V ¢lanku Athanasios Episcopos: Further evidence on alternative continuous time models of the short-term interest
rate. Journal of International Financial Markets, Institutions and Money 10 (2000) 199-212 autor odhadoval modely
urokovych mier. V§eobecny model, ktorym sa zaoberal, je

dr, = (x+ pr,)dt + arid W,

Specialnou vol'bou niektorych parametrov dostavame konkrétne modely, jednym z nich je aj Vasickov model. Vysledky pre
Novy Zéland (odhady parametrov pre mesac¢né data od aprila 1986 do aprila 1998 su v nasledujticej tabul’ke:

Table 3 (Continued)

5

Country Model" % I a”
Mew Zealand Unrestricted 0.0045 —.048 0.0034 .7815
(2.1021) (—2.1597) (1.9698) (7.2141)
Vasicek 0.0046 — 0.0487 0.0001 0 |
(1.8959) (—2.2584) (8.3736)
CIR SR 0.0041 — (.0447 0.0010 0.5
(2.026) (—2.2176) (B.5626)
BR-SC 0.0035 — (L0536 0.0096 1
(8.3841) (—6.9255) (13.5641)
CIR VR 0 0 0.1215 1.5
(20.8112)
CEV ] — 0.0038 0.0030 0.7567
(—04781) (2.0131) (7.1676)

Zdroj: (Episcopos, 2000)



o Proces je v inom tvare, ako sme definovali Ornstein-Uhlenbeckov proces. Vyjadrite ho pomocou parametrov #, &, o.
K akej hodnote sa dhodobo priblizuje trokova miera?

o Vygenerujte pricbeh vyvoja trokovej miery na zaklade odhadnutych parametrov Vasi¢kovho modelu. Zakreslite do
jedného grafu nieckol’ko moznych priebehov, Startujicich z rovnakej za¢iato¢nej hodnoty.

:: Itoova lema ::

L~ KijoSi It6 (1915 - 2008), zakladatel teérie stochastickych diferencialnych rovnic.

e Zivotopis na stranke Inamori Foundation
e Zivotopis na "The MacTutor History of Mathematics archive"

e Na predchadzajicom cvi¢eni sme mali predpis procesu (geometricky Brownov pohyb - cena akcie) x(?) zadany explicitne v
tvare x(z)=.... Na zaciatku tohto cvicenia sma pracovali s inym zapisom - pomocou diferencidlov sme definovali Ornestein-
Uhlenbeckov proces. Teraz si ukaZzeme ich vzajomny vzt'ah.

e Pre nenahodnii funkciu vieme derivovanim napisat’ oby&ajnu diferencialnu rovnicu, ktora spliia. Napr. pre x(1)=¢? plati
dx(t)=2 t dt. Naopak, pre zadani obyc¢ajni diferencialnu rovnicu vieme v nicktorych pripadoch napisat’ explicitné rieSenie.

e Ako derivovat’ nahodni funkciu? Uvazujme funkciu f =t wj, kde w je Wienerov proces a pocitajme rozvoj:
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* Vo vSeobecnosti dostavame takymto postupom Itéovu lemu:
Nech x je proces dany rovnicou
dr = p(x,t)dt +o(z,t)dw
a f(t,x) je hladka funkcia. Potom f vyhovuje stochastickej diferencialnej rovnici
d ) 5 ) J
df = ( ){—Hu{ f a?(z, Tldf) dt + o(x, f])—fa’u

* Ukazky pouzitia Itdovej lemy pri ocenovani derivatov:


http://www.inamori-f.or.jp/laureates/k14_b_kiyoshi/prf_e.html
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Biographies/Ito.html

o Vyvoj ceny akcie je dany stochastickou diferencidlnou rovnicou pre S. Cena derivatu V' zavisi od €asu ¢ a od ceny akcie
S. Ttéova lema dava predpis pre stochasticku diferencialnu rovnicu, ktort spiiia cena derivatu 7(#,S). Tato rovnica sa
vyuzije pri odvodzovani ceny derivatu.

o Vyvoj okamzitej irokovej miery 7 je dany stochastickou diferencidlnou rovnicou (napriklad Ornstein-Uhlenbeckov
proces vo Vasickovom modeli). Cena derivatu V' zavisi od ¢asu # a od okamzitej Girokovej miery 7. Dalej je postup
analogicky: Itoova lema dava predpis pre stochasticku diferencialnu rovnicu, ktoru spiiia cena derivatu V(z,r). Tato
rovnica sa vyuzije pri odvodzovani ceny derivatu.

:: Cvicenia (2) =

1. Priklad z prednasky: Dopocitajte diferencial d(B3 ') z vypoctu z obrazku, kde B je Wienerov proces.

2. Vypocitajte diferencialy nasledovnych funkecii:
° x;(t)=Iny(t), kde dy(t)= 2y(t) dt + 3y(t) dw(t),
o x,(t)=-2exp(-10t + 2 w(t)).

3. Uvazujme proces

Na obrazku je nickol’ko realizacii tohto procesu.



Dokézte, Ze tento proces vyhovuje stochastickej diferencialnej rovnici

X (4) = —ILHX(M + %Hdw(tj

. Porovnanie priebehu procesu a Euler-M arujamovej diskretizacie
Uvazujme proces z predchadzajiceho cvicenia

wit)
At = ——
() 1472
a stochastick( diferencialnu rovnicu
1 1

ktoru splia.

Pomocou toho istého Wienerovho procesu vygenerujte trajektoriu tohto procesu a Euler-Marujamovej diskretizicie
stochastickej difrencialnej rovnice. Dopliite chybajuce Casti kodu podl'a uvedenej osnovy:

T=5; // casovy interval [0,T]
dt=0.001; // casovy krok

// vektor casov

t=...

// SPOLOCNY Wienerov proces w

// x = proces



// xD = diskretizacia SDR
xD(1l)=..

for ...
xD(1+1)=...
end;

plot(t,x);
plot(t,xD,'r");

Ukézka pre Casovy krok dt=0.05:
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Ukazka pre ¢asovy krok dt=0.01
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Zoom z predchadzajuceho grafu:
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:: DalSie priklady na precvi¢enie ::

1. Uvazujme stochasticku diferencidlnu rovnicu



- i
dz(t) = Tr'[#]l’ 3dt + 2(t)23dw(t), =(0) = 2
o Ukazte, ze funkcia

je jej rieSenim.
o Najdite d’alSie rieSenie tejto rovnice v pripade, ze x(0)=0.

. Ukéte, 7e proces ©(t) = sinfa + w(t)) kde @ € (—7/2,7/2) je dana konstanta, vyhovuje stochastickej
diferencialnej rovnici

dr(t) = —%:I'H:IFH. + I.I_,.-"lll — z(t)?dw(t),

ktora ma byt’ splnena pre ¢asy ¢ vyhovujiice nerovnosti
t<T=inf{s:a+w(s) & [-7/2,7/2]}
Kde ste pri dokaze vyuzili toto ohranicenie na Cas #?

Ukazka priebehu procesu a intervalu jeho existencie pre a=1/2:
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3. Najdite rieSenie stochastickej diferencidlnej rovnice
dz(t) = z(t)dw(t), x(0) = x4
Navod: Je to Specialny pripad geometrického Brownovho pohybu.
4. Pouzitim substitucie

x(t) = e¥it)

najdite rieSenie stochastickej diferencialnej rovnice

J- PETTE A b ;
dy(t) = —Er’ Wit + e -”[r’:.?.-rr(i}. yl0) = yo

5. Banka modeluje vymenny kurz USD/EUR, ozna¢me ho C, geometrickym Brownovym pohybom. V§imnime si, ze potom //C
je vymenny kurz EUR/USD.

Pobocka banky v eurozone potrebuje pre svoje vypocty ocakavanii hodnotu vymenného kurzu USD/EUR o rok. Pouzitim
modelu banky dostane vysledok, Ze je to @ USD za 1 EUR. Pobocka v USA zasa pre ocakavanu hodnotu vymenného kurzu
EUR/USD dostane & EUR za 1 USD. Dokazte, Ze su¢in ab je vac¢si ako 1.
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