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Stochastické procesy

* Ceny akcii - je zrejme, ze vyvoj nie je deterministicky, na
modelovanie potrebujeme teodriu stochastickych procesov:
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* Stochasticky proces: t-parametricky systém nahodnych
prem. {X(t),t € I}, I -interval alebo diskrétna mnozina

* Markovov proces: pre danu hodnotu X (s), nasledujuce
hodnoty X (¢) pret > s zavisia od X (s), ale nie od
starSich hodnot X (u), u < s
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Wienerov proces

* Wienerov proces {w(t),t > 0} je ndhodny proces, ktory
splna:
) w(0)=0
i) prirastky w(t + A) —w(t) maju normalne rozdelenie so
strednou hodnotou 0 a disperziou A
i) pre kazde delenieto =0 <t <ty <tz <..<t, SU
prirastky

w(ty) — w(ty), w(te) —w(ty),. .., w(ty) — w(ty,—1)

nezavisle
Iv) trajektorie su spojite
* Preco je v bode i) disperzia prave A , a nie napriklad
A% VA, ... — také volby disperzie by viedli k sporu
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Wienerov proces - poznamka k disperzii

* Nech0=ty<t; <..<t,=t jedelenie intervalu |0,¢].
Potom:

(1) w(t) — w(0) = Zw(tz) — w(ti—1).

* Z nezavislosti prirastkov (sucet disperzii nezavislych
nahodnych premennych je sucet ich disperzii):

D Zw(ti) — w(tm)} = ZD[w(ti) — w(ti-1)]

* Disperzia lavej a pravej strany (1) sa musi rovnat':

D w(t) — w(0)] = ZD[w(tz‘) — w(ti-1)]

- to plati, ak Djw(t + A) — w(t)] je ndsobkom A,
znormujeme na A
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Wienerov proces - poznamka k disperzii

°* Oznacme f(x) = D[w(t + =) — w(t)] ; potom mame
podmienku:
fl@i+ze+...2p) = fz1) + f(@2) + ... f(2n).

* Ak navyse predpokladame, ze funkcia f je spojita alebo
monotonna (obe podmienky su v tomto kontexte
prirodzene), tak

f(z) = cx,
kde c je konsStanta, je jediné rieSenie
* DOMACA ULOHA:
° Dokazte predchadzajuce tvrdenie.
o Zopakujte si tvrdenie a jeho pouzitie na tento pripad,

ktorym dokazete existenciu procesu s tymito
vlastnostami (zatial mame iba to, ze nevedu k sporu)
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Wienerov proces - ukazka

* Ukazka trajektorii Wienerovho procesu:

Wienerov proces
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* Pre rozdelenie Wienerovho procesu v Case ¢ plati:

w(t) = w(t) — w(0) ~ N(0,1)
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Brownov pohyb

* Brownov pohyb:
(t) = pt + ow(?),

kde w(t) je Wienerov proces
* Pravdepodobnostné rozdelenie: z(t) ~ N (ut, c%t)
* Ukazka trajektorii spolu so strednou hodnotou:

Brownov pohyb
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(Geometricky Brownov pohyb

* Geometricky Brownov pohyb:

x(t) = xo exp(pt + ow(t)),
kde w(t) je Wienerov proces
* Ukazka trajektorii spolu so strednou hodnotou:

Geometricky Brownov pohyb
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* Odvodime teraz strednu hodnotu a disperziu GBP. |
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GBP - stredna hodnota, disperzia

* Pripomeme si z pravdepodobnosti:
Ak X je nahodna premenna s hustotou f, tak stredna

hodnota nahodnej premennej g(X) je [~ g(z)f(z)dz.
* TakZe napriklad: Ele*] = [ e® f(x)dx.
* V nasom pripade:
E |zg exp(ut 4 ow(t))] = zoE [exp(pt + ow(t))],
pricom
pt + ow(t) ~ N(ut,ot),

takze ut + ow(t) ma hustotu
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GBP - stredna hodnota, disperzia

e Takze:
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GBP - stredna hodnota, disperzia

* Disperzia:
D [z exp(ut + ow(t))] = & D [exp(ut + cw(t))]

* Vyuzijeme, ze disperziu nahodnej premennej X vieme
vyjadrit ako D[X] = E[X?] — (E[X])? - potrebujeme teda

" [(e,ut—i—aw(t))Q}

* Podobne ako pri vypocte strednej hodnoty:

2 o0 1 (z—pt)?
- [(6 ) ] B /—oo(6 ) 27T0'2t6 e
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GBP - stredna hodnota, disperzia

* Zhrnutie:
E [z exp(ut + ow(t))] = ot
D [zg exp(ut + cw(t))] = z2e2Hitot (e“Qt — 1)

® Iné odvodenie tychto vztahov:

©  odvodime hustotu rozdelenia geometrického Brownovho pohybu
(lognormalne rozdelenie - budeme s nim pracovat na cviceni) a z nej
zratame stredn( hodnotu a disperziu — uebnica [SevEovi€, Stehlikova,
Mikula], str. 25-26 - vypo Cet hustoty a momentov nastudovat
samostatne

© pouzitim Itéovej lemy — neskdr na tejto prednaske
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Model pre ceny akcii

* Motivacia - realne ceny akcie (AMZN), vyznacCeny trend:
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Model pre ceny akcii

* Model: cena akcie S(t) sa riadi geometrickym Brownovym

pohybom:
S(t) = Spexp(ut + ow(t)),
* \Vynosy:
° vypocet I: ngt bj;“ - zodpoveda diskrétnemu uroceniu:
St — Sp_
! ! At:T:>St:(1‘|‘T)St_At
St— At
o vypocget II: In ( Sf;) - zodpoveda spojitému droceniu:

In ( S ) =r=5=¢e S At
St—At
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Model pre ceny akcii

* Budeme pouzivat vzorec Il - budeme pracovat so spojitym

* Poznamenajme, Ze tieto dva vypocty vynosu daju podobny
Ciselny vysledok:

") =gy
In = In(1+ —1
(StAt St—At

Sy — StAt)
In {1+
( St—At
St — St—At
St—At

Q

leboIn(1+2z)~x prex =0
|
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Model pre ceny akcii

* Pripomenme si model pre akciu:
S(t) = Spetttowd®)

* Pre vynosy potom dostaneme:

St Soeut+aw(t)
In — In
(StAt> (Soe,u(tAt)—i—aw(tAt)>

— In (euAtJrO(w(t)—’tU(t—At)))

= pAt+o(w(t) — w(t — At)) ~ N(uAt, o%t)

a tieto vynosy su nezavislé
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Odhad parametrov GBP z cien akcii

POSTUP:

1. Oznacme At = casovy interval medzi dvoma cenami akcii
v rokoch

2. Vypocitame vynosy - podla modelu su nezavislé s
rozdelenim N (uAt, o°t)

3. Odhadneme ich strednd hodnotu a disperziu:

* m = aritmeticky priemer vynosov — odhad strednej
hodnoty puA

e 52 = vyberova disperzia vynosov — odhad disperzie
g2 A
4. Odhadneme parametre GBP:

m S

H=Ae © At
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Odhad parametrov z cien akcii - priklad

* Data: ceny akcie GOOG v rokoch 2009-2010
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* VypocCitame vynosy:

n=length{s) ;

for i=l:n—-1
vi{i)=log(s{i+1l)/s5(i)):

end;
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Odhad parametrov z cien akcii - priklad

* Ziskane vynosy - priebeh a histogram:
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* Vypocet odhadov parametrov:

miDelta=mean (v) ;

[k}

sigmaZDelta=variance(v); // v Matl

]
h

5 = - =
A I T T VErriaganace| s

mi=miDelta/dt
sigma==qgrt (sigmaZDelta/dt)
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Odhad parametrov z cien akcii - priklad

* Vysledky:

——>mi=miDelta/dt

mi =
Y. 3225335

——>»sigma=sgrt (sigmaZ2Delta/dt)

Sigma =

0.2876693
* Costym — NA CVICENI:
©  simulacia budiceho vyvoja, stredna hodnota, porovnanie so skutoé¢nostou

©  pravdepodobnostné rozdelenie ceny akcie a vynosov

©  vypocet pravdepodobnosti réznych udalosti
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I[toova lema

In precisely built mathematical structures, mathematicians find
the same sort of beauty others find in enchanting pieces of
music, or in magnificent architecture.

Without numerical formulae, | could never communicate the
sweet melody played in my heart. Stochastic differential
equations, called "Ito Formula", are currently in wide use for
describing phenomena of random fluctuations over time. When |
first set forth stochastic differential equations, however, my
paper did not attract attention. It was over ten years after my
paper that other mathematicians began reading my "musical
scores" and playing my "music" with their "instruments."

K. Ito, My Sixty Years in Studies of Probability Theory:
acceptance speech of the Kyoto Prize in Basic Sciences (1998).

|
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I[toova lema

* |téova lema - ako pocitat diferencial nahodnych funkcii:

* Na obrazku:
Comu sa rovna dz, ak z = w?, kde w je Wienerov proces?

|
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[tdova lema - znenie

Nech f(z,t) je C? hladka funkcia premennych z, ¢ a nech proces

{x(t),t > 0} vyhovuje stochastickej diferencialnej rovnici
dx = p(x,t)dt + o(x,t)dW,
Potom

_ of of o f

s, 0 0? s,
— (8{ + pu(x, t)a—f +50 ?(x, t)axé) dt + o(x, t)a—idw
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Itoova lema - intuitivny dokaz

* Taylorov rozvoj do druhého radu:

af = Ly 9 g, (gg 0 O gt + 82—f(dt) )

Frllagp i (d2)” + 255 L2

° Ztoho, ze dw = ®V/dt, kde ® ~ N(0, 1), dostaneme
(dz)? = o?(dw)? + 2uodw dt + p(dt)?
~ oldt + O((dt)*?) + O((dt)?)

* Podobne: dz dt = O((dt)?/?) + O((dt)?)

* Cleny radu dt, dw v rozvoji df teda su:

2
df = gdw—k (g—f +50°(= *(zz, )g:cé) dt

|
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Itoova lema - priklady

* PRikLAD 1: Uloha z obrazku:
d(w?) = 3w*dw + 3wdt

* PRIKLAD 2: Cena akcie riadiaca sa geometrickym
Brownovym pohybom S(t) = Sgett+ow(t):

2
dS = (u + %) Sdt + o Sdw

* PRIKLAD 3: Niekedy sa model pre cenu akcie pise v tvare

dS = pSdt + oSdw
- tiez je to GBP, ale s inymi parametrami:
S(t) = Syelp= % )trou®

e DalSie na cviceni
|

|
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Momenty GBP: vypocet pomocou Itéovej lemy

°* NechY(t) = zgexp(X(t)), kde X(t) = ut + ocw(t)
e 2Zvolilisme f(t,x) = zpe® =
2
dy — (u + %) Ydt + oY duw

e 7 toho:

dEY| = (,LL + %2> E[Y|dt + oE[Y dw]

0.2
co je ODR pre EY (¢)
* ZaciatoCna podmienka: EY (0) = z

* RieSenie tejto ODR so zac. podm.: E|Y| = a:oe(mL%)t

|
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Momenty GBP: vypocet pomocou Itéovej lemy

Na vypocet D[Y] potrebujeme E[Y?] = E[z exp(X (t))]:
e Zvolime f(t,x) = x3(e*)? = z3e*® =

d(Y (t)?) = df = 2(u + o?)Y (t)?dt + 20Y (t)*dw
* Ztoho:
dE[(Y (t)*)] = 2(u + o*)E[(Y (t)*)dt
¢o je ODR pre E[Y?]
* Zaciatocna podmienka: E[Y (0)?] = x2
°* DOMACA ULOHA: DokoncCite tento vypocet.

|
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[toova lema pri ocenovani derivatov

* Prvy krok pri odvodeni Black-Scholesovho modelu na
ocenovanie derivatov:

° Predpokladajme, ze cena akcie sa riadi stochastickou
diferencialnou rovnicou dS = uSdt + oSdw

© Cenaderivatu V' (napr. opcie) zavisi od casut¢ a od
ceny akcie S, teda V.=V (S,t)

o Stochasticku diferencialnu rovnicu pre cenu derivatu
potom dostaneme pouzitim Itéovej lemy

|
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Viacrozmerna Itoova lema: vSeobecne

* Derivat mbze zavisiet aj od viacerych podkladovych aktiv

* Priklad: spread option - hodnota opcie zavisi od rozdielu
dvoch aktiv, napr. opcia s payoffom

V(Sl, SQ,T) — max( Sl SQ)

* Potrebujeme dV pre V =V (S51, S9,1)

|
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Viacrozmerna Itoova lema: vSeobecne

* Nahodné procesy (prei =1,...,n)
dr; = pu;(Z,t)dt + Zaik(f, t)dwy,
k=1

kde W = (wq,ws,...,w,)" je vektor Wienerovych procesov

so zadanou korelacnou maticou (p;;);';—

E[dwz dwj] = ,Oijdt

* Hladka funkcia

f — f(fat) — f(ajlame"?:Bn?t) : R™ X [O7T] — R

* Pocitame df
|

|
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Viacrozmerna Itoova lema: vSeobecne

* Znovu Taylorov rozvoj:

of )
df = —pdi+Vaf.dr

1 (dz)!' V2 f dZ + 29 fdz dt + i(dt)2 -

5 | (d2) Vo fdZ+ 25V, 572 .
* Cleny dt dx;, (dt)? st vy$Sieho radu ako dt

- éleny dr; dz;:

dridz; = Y  opojdwydw + O((dt)*?) + O((dt)?)
kl=1

Y owojipudt + O((dt)*?) + O((dt)?)
Bl=1

Q

|
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Viacrozmerna Itoova lema

Vysvetlime si ju na priklade:
* PRIKLAD:
Vypocitajte dV, ak V' =V (t, 51, S2), pricom S7 a S su
geometrické Brownove pohyby
dsS; = w;S;dt + 0;5;dw; (Z =1, 2)

a Cor(wy,ws) = p.

|
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