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* Black-Scholesov model:

° Predpokadame, ze cena akcie S riadi geometrickym
Brownovym pohybom

dS = uSdt + oSdw

+ d'alSie predpoklady (o chvilu)
° Qdvodime parcialnu diferencialnu rovnicu pre cenu
derivatu

* Dva sposoby odvodenia.
© podla Blacka a Scholesa
© podfa Mertona

* Explicitne rieSenie pre europsku call a put opciu
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Predpoklady

* Dalie predpoklady (okrem GBP):
© konstantna bezrizikova urokova miera r
o ziadne transakcné naklady

© daju sa kupovat/predavat fubovolné (aj neceloCiselné)
pocCty akcii; rovnako hotovost’

o ziadne obmedzenia na kratke pozicie (short selling)
© opcia je europskeho typu
* Uvazujme najprv akciu nevyplacajucu dividendy
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Odvodenie I. - podla Blacka a Scholesa

* Oznacenie;
S = cena akcie, t =Cas
V =V(S,t) = cena opcie

* Portfélio: 1 opcia, ¢ akcii
P = hodnota portfolia: P =V + 65

* Zmena hodnoty portfolia: dP = dV + 6dS

* Podla predpokladu: dS = puSdt + oSdw, z Itoovej lemy:
AV = (% +1S%% + 1025298 ) dt + 05 %% dw

* Teda:

2
Ip — 0°V

v oV 1,

oV
+ (asﬁ + 505) dw
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Odvodenie I. - podla Blacka a Scholesa

* Eliminujeme nahodnost: § = —9%

* Nenahodné portfolio = jeho hodnota musi byt taka, ako by
sme dosiahli ulozenim do banky na urok r: dP = rPdt

* Dame do rovnosti ziskané dva vztahy pre dP a dosadime
P=V +05S:

oV 1 , 0%V  aV -
E+§USW—|—TS%—TV—O
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Zahrnutie dividend do modelu

* Uvazujeme spojitu dividendovu mieru ¢ - drzanim akcie v
hodnote S ziskame za Cas dt dividendovy podiel ¢Sdt

* V takomto pripade sa zmena hodnoty portfolia rovna
dP = dV + 0dS + dqSdt

* Dalej postupujeme rovnako; dostaneme

ov 1 L2522V % oV

6’t 532 (r—q)Sﬁ—rV—O
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Odvodenie podla Mertona - motivacia

* Problem s predchadzajucim odvodenim:
°© mame portfolio pozostavajuce z 1 opcie a  akcii
© pocitame hodnotu a zmenu hodnoty portfolia:

P = V4045
dP = dV +0dS

teda 9 povazujeme za konsStantu

° vyjde nam v3ak § = — 97
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Odvodenie II. - podla Mertona

* Portfolio pozostavajuce z opcii, akcii a hotovosti s
vlastnostami:

o v kazdom c¢ase ma nulovu hodnotu
© je samofinancované - neprinasa vynos ani nevyzaduje
dodatoCné investicie

* Oznacenie:
()s = pocet akcii, kazda ma hodnotu S
)y = pocet opcii, kazda ma hodnotu V
B = hotovost na Ucte, peniaze spojito urocené urokovou
mierou r

dQ)s = zmena v pocte akcii

dQ)y = zmena v pocte opcii

0B = zmena hotovosti sposobena kupou/predajom akcii a
opcii
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Odvodenie II. - podla Mertona

* Matematicky zapis poziadaviek na portfélio:

° nulova hodnota: SQs+V Qy + B =0 (1)

© samofinancovanost: S dQs +V dQv + 0B =0 (2)
* Zmena hotovosti: dB = rBdt+ 0B

e Zdiferencujeme vztah (1):

rBdt+6B
—~
0 = d(SQs+VQy+B)=d(SQs+VQy)+ dB
=0

0 = SdQg+ VdQv + 6B +QgdS + QydV + rBdt
rB

~

0 = QsdS + QvdV —r(SQs+ VQy) dt.
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Odvodenie II. - podla Mertona

* Vydelime Qy a ozna&ime A = 85
AV — vV dt — A(dS — 7S dt) =

* Dosadime dS z predpokladu o geometrickom Brownovom
pohybe a dV z Itoovej lemy

* Zvolime A (t. ). pomer pocCtu akcii a opcii) tak, aby sme
eliminovali nahodnot (aby sa vynuloval Clen pri dw)

* Dostaneme rovnaku PDR ako predtym:

WV 1 ,,0V oV
E‘l— —o“S aSQ—I—Tsﬁ—Tv 0
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Dividendy v Mertonovom odvodeni

* Uvazujeme spojitu dividendovu mieru q.

* Dividendy predstavuju prijem hotovosti = zmena hotovosti
bude dB =rBdt + 6B + qgSQgdt

* Rovnakym postupom sa potom dopracujeme k PDR

ov 1 ., 0%V oV -
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Black-Scholesova PDR - zhrnutie

* Matematicka formulacia modelu:
Najst' rieSenie V (S, t) parcialnej diferencialnej rovnice (tzv.
Black-Scholesovej rovnice)

oV 1 , 0%V  aV -
54‘505’@4—7“5%—7"/—0

ktora je definovana pre S > 0,¢ € [0, T.

e Zatial sme nevyuzili, ze ide o opciu = PDR plati pre
f'ubovolny derivat, ktory vyplaca v case 1" vyplatu zavilsu
od ceny akcie v tom Case

* Typ derivatu urcuje koncovu podmienku v case T
* Napriklad pre call opciu: V(S,T) = max(0,5 — F)
* Vo vSeobecnosti: V(5,T) = payoff derivatu
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Riesenie pre call opciu

ZADANIE ULOHY
e Parcialna diferencialna rovnica

OV 1,0V OV -

ktora je definovana pre S > 0,¢ € [0, T].
* Koncova podmienka:

V(S,T) =max(0,S — F)

pre .S > 0
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Riesenie pre call opciu

KROK 1:

* Transformacia x = In(S/F) e R, 7 =T —t € [0,7] anova
funkcia Z(x,7) = V(Ee*, T — 1)

°* PDR pre Z(z,7), z € R,7 € [0,T7:

0Z 1 ,0°Z (o? 0Z B
E‘?W*(?‘T)a?”hQ

Z(x,0) = max(Fe® — E,0)

KROK 2:
* Transformacia na rovnicu vedenia tepla

* Nova funkcia u(z, 7) = e** 07 Z(z, ), pricom konstanty
a, f € R sa urcCia tak, aby rovnica pre « bola RVT
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Riesenie pre call opciu

* Rovnica pre u:

ou o2 0%u ou
- L A — L By —
or 2 0x? g Ox +Bu=0,

u(x,0) = Ee® max(e® — 1,0),

kde
2 ) 2
A:oz02—|—%—r, B:(l—l—oz)fr—ﬁ—aa ;—aa
* Aby bolo A = B =0, zvolime
1 2 T2

T T
o= — — = —
o2 2 2
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Riesenie pre call opciu

KROK 3:

0 . 7 O 7 0 4 2 2 . e
* Riesenie u(z,7) zaliatotnej tlohy 94 — Z-9°4 =0 je dané
Greenovym vzorcom

o (m—s)2

252+ u(s,0) ds .

1 ©. @)
— e
V2o2mT /—oo

u(x, )

* Dosadime, spravime spatné transformacie
u(x,7) = Z(x,7) — V(5,t) avypocCitame integral
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Riesenie pre call opciu

VYSLEDOK:
V(S,t) = SN(dy) — Ee"T=Y N (dy),
kde N(x) = L [*_e” e~ % de¢ je distribuéna funkcia

normalizovaného normalneho rozdelenia N(0,1) a

In2 +(r+%)(T—t
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Riesenie pre call opciu

DU:
Vyrieste Black-Scholesovu rovnicu pre call opciu na akciu
vyplacajucu dividendy a upravte rieSenie do tvaru

V(S,t) = Se 1 TVN(dy) — Ee " T=YN(dy),

kde N'(x) = L [* e~ d¢ je distribugna funkcia

normalizovaného normalneho rozdelenia N(0,1) a

n

In2 4+ (r—q+ Z)(T —t)
d = —£ 2 do=dy —oVT —t
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Call opcia - ukazka riesenia

Payoff (t. j. koncova podmienka v Case t = T') a rieSenie V (S, 1)
v niekolkych Casoch ¢:

14 | 14
12 12
10 | 10 |
v 8! v 8l
6! 6!
4 4
2 2
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RieSenie pre put opciu

ZADANIE ULOHY
e Parcialna diferencialna rovnica

OV 1,0V OV -

ktora je definovana pre S > 0,¢ € [0, T].
* Koncova podmienka:

V(S,T) =max(0,F — S)

pre .S > 0
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RieSenie pre put opciu

MOZNOST |I.
* Rovnaka postupnost transformacii ako v pripade call opcie
MOZNOST II.

* Vyuzijeme linearitu Black- Scholesove] PDR a uz najdene
riesenie pre call opciu

Ukazeme si druht moznost' najdenia rieSenia
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RieSenie pre put opciu

* Pripomenem si, ze pre payoff callu a putu plati:
—payoff callu]l + [payoff putu] + [cena akcie] = E
* Teda:
ipayoff putu] = |payoff callul — S + E
* Black-Scholesova rovnica je linearna: linearna kombinacia
rieSeni je znovu riesenim
* Ako ocenit' derivaty s nasledujucimi payoffmi:
° V(5,T) =S — jetovlastne akcia — V(S,t) =S
° V(S,T) = FE — s istotou dostaneme sumu £ —
V(S,t) = Ee "It

- dosadenim do PDR sa presvedcCime, Ze su to naozaj
riesenia
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RieSenie pre put opciu

* Mame teda;

koncova podmienka | rieSenie
max (0, S — F) Veal(§ ¢)
S S

E Ee—r(T—t)

* 7 linearnosti:

koncova podmienka riesenie
max(0,8 — E) =S+ E | V(S t) — S + Ee 7T~

* Kedze |payoff putu] = max(0,S — F) — S + E, tak

VPu(S,t) = Vell(S,t) — S + Be 7T
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RieSenie pre put opciu

* Najdené rieSenie
VP8 t) = Vell(S,t) — S + Be 7T

sa da zapisat’ do podobného tvaru ako riesenie pre call
opciu:

Ver(S,t) = Ee "T"UN(—dy) — SN(—d;),

kde N(.),dy,ds su definované rovnako ako v pripade call
opcie
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Put opcia - ukazka riesenia

Payoff (t. j. koncova podmienka v Case t = T') a rieSenie V (S, 1)

v niekolkych Casoch ¢:

12 -
10 |

\Y

8
6!
4!
2

50

55

60

S

65

70

75

12 -

50 55 60 65 70 75
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Put opcia - alternativny vypocet

Komiks o zapornej volatilite na stranke Espena Hauga:

NEGATIVE VOLATILITY

Can The Collector solve the secrets of
MNegative Volatility before it destroys the
world?

http://www.espenhaug.com/collector/collector.htmi

|
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Put opcia - alternativny vypocet

e Zly sen o zapornej volatilite:

THAT NIGHT | HAP A NIGHTMARE.
| PREAMT THAT VOLATILITY HAD GONE
NEGATIVE! MY HEPGE FUND COLLAPSED!

* Nebol je to len sen... podla internetu nieCo takeé existuje a

je za tym profesor Siriaev z Moskvy
|
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Put opcia - alternativny vypocet

- CONT LIE TO ME! T KNOW
ALL ABOUT YOUR PLAN TO WRECK |
\ WESTERN FINANCIAL MARKETS! /

UT NEGATIVE Yo
VOLATILITY [5 JUST A%
Q‘Mfﬁ.ﬂ{dﬂm t".:ﬂl"ﬂﬁ]"?' /

I'M HEFE TO TEEMINATE
THE RUSSIAN SECRET
WEAFON ENOWN AS
NEGATIVE VOLATILITYY

| ﬂﬂ'H"T HT*IGW
WHAT YOU'RE
TALKMG AHGUT'

FANTASTIC/ 50 ONE CAN FIND THE
VALUE OF A CALL FROM A PUT

AND VICE VERSA JUST BY INFUTTING
NEGATIVE VOLATILITY IN A BLACK-

r:mr;rw IT'S VERY HELFFUL
IN IMPLEMENTATIONS, AND AL-SO
B\ WORKS WELL FOR OPTION GEEELS.

o akom vypocte
sa tu hovori?

PrecCo tento postup vypocCtu ceny dava spravne vysledky?
|

|
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Akcie s dividendami

°* DU:
Vyrieste Black-Scholesovu rovnicu pre put opciu ha akciu
vyplacajucu dividendy.
NAVOD:
© V(S,t) = S uz nie je rieSenim PDR
©  Ako sa zmeni rieSenie rovnice pre koncovu podmienku V (S, T) = S?
* DU:
Oznacme V (S, t; E,r,q) cenu opcie s expiracCnhou cenou F,

ak urokova miera je r a dividendova miera je q.
Dokazte, ze

t ll
VP (St B r,q) = VY (E, S, q,71)
NAvoD: Ako sa zmenia dyd2 pri zamene S <+ E, r <> ¢?
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Kombinované stratégie

* Z linearity Black-Scholesovej rovnice: ak je payoff strategie
linearnou kombinaciou call a put opcii, tak jej cena je takou
Istou linearnou kombinaciou cien call a put opcii

* Neplati to v kazdom modeli:

o predstavme si model s nejakymi transakcnymi
nakladmi; nie je jedno, Ci
o hedzujem samostatne jednotlivé opcie
o hedzujem portfélio - transakcné naklady sa mozu
znizit
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Kombinované stratégie

PRIKLAD:

* kupime call opciu s expiracnhou cenou FE;, E53 a predame
dve call opcie s expirachou cenou FEs, pricom
Fi1 < Ey < FE3 aFq+ E3=2EFE.

* Payoff stratégie sa da vyjadrit’ ako
V(S,T) = max(S—F1,0) — 2max(S— Fs,0)+max(S—Fs3,0)

* Takze rieSenie je:
V(S,t) = Vell(S, ¢ By) — 2V (S, t; By) 4+ V(S t; E3)
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Kombinované stratégie

e Numericka ukazka rieSenia:

10 |
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