Stochasticky pocet I1.
Cvicenia z financnych derivatov, LS 2014/2015

1 Wienerov proces
V tejto a nasledujtcich kapitolach oznacuje w vsade Wienerov proces.

1. Najdite pravdepodobnostné rozdelenie nasledovnych nahodnych premennych:

(a) w(4) —w(2)
(b) w(10) — w(5)
c) w(10)

(

(
(d) w(1) +w(3) (pozor, w(l) a w(3) nie st nezavislé)

(e) 2w(2) + 4w(4) — 6w(6)

2. Definujme nahodny proces B(t) = w(t)—tw(1) pre ¢as t z intervalu [0, 1]. Tento proces je

znamy ako Brownov most, v prikladoch na precvidenie k cviceniu 2 ste mali vygenerovat
realizacie tohoto ndhodného procesu.

(a) Ak4 je disperzia Brownovho mostu v ¢ase t = 0 a t = 17 Na tuto otazku sa da
odpovedat okamzite, bez vypodctu.

(b) Odvodte disperziu Brownovho mostu v ¢ase t. Aky ma priebeh? V ktorom case je
maximalna?

. Definujme proces x(t) = e tw(t)?. Vypocitajte jeho strednti hodnotu v éase ¢ a nacrtnite
jej priebeh.

w(t)

. Definujme proces z(t) = T4 - Vypocitajte jeho disperziu v Case ¢ a zistite, v ktorom
¢ase je maximalna.

2 TItdéova lema

. Vypoéitajte diferencial nahodného procesu w?.

. Nech z je ndhodny proces, ktory spliia stochasticki diferencidlnu rovnicu do = 3zdt +
zdw. Definujme y = e?22. Vypodcitajte dy.

. Nech z je ndhodny proces, ktory spliia stochastickti diferencidlnu rovnicu dx = 3zdt +
xdw Vypocitajte diferencidl ndhodného procesu Inx.

. Vypoéitajte diferencial ndhodného procesu t2e®.



5. Priklad z minuloro¢nej sktigky (pochédza z aktuarskych sktsok Society of Actuaries')
- na obrazku 1. Standard Brownian motion tu oznacuje Wienerov proces - Standardizo-
vany Brownov pohyb.

Y ou are given:

ds(r)
S(n
where Z(f) 15 a standard Brownian motion and ¢ 15 a positive constant,

() = 03 dr —o dZ(r). 120,

(i1) There is a real number & such that

dlS(0))°

— = —0.66dr + 0.6dZ(r), r20.
[S(1)]

Calculate &
[A) .16
(B) 020
)y 027
(Dy el
(E) 160

Obr. 1: Priklad z minuloro¢nej skusky

3 Ornstein-Uhlenbeckov proces

Ornstein-Uhlenbeckov proces je ndhodny proces « dany stochastickou diferencidlnou rovnicou
dx = k(0 — z)dt + odw,

kde k,0,0 > 0 st parametre. Hodnota v ¢ase t = 0 je z¢ (dané konstanta).

1. Odvodte obyé¢ajnu diferencidlnu rovnicu pre strednt hodnotu procesu v ¢ase t a najdite
jej riesenie. Nacrtnite priebeh strednej hodnoty pre r6zne hodnoty parametrov procesu
a vysvetlite, preco sa takyto proces nazyva aj mean-reverting proces.

"http://www.soa.org/



2. Priradte k simulédcidm Ornstein-Uhlenbeckovho procesu na obrézku 2 sady parametrov:

e k=20,0=1,0=1
e rn=30=10=1

e k=20,0=3,0=5
e k=20,0=30=1
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Obr. 2: Simulacie Ornstein-Uhlenbeckovho procesu

3. V ¢lanku Babbs, S. H., & Nowman, K. B. (1999). Kalman filtering of generalized
Vasicek term structure models. Journal of Financial and Quantitative Analysis, 34(01),
115-130 sa navrhuje model pre Grokovd mieru zobrazeny na obrazku 3.

e Vysvetlite tvrdenie whose impact dies away exponentially.

e Nacrtnite vyvoj irokovej miery, ako ju modeluje tento pristup pre zvolenu funkciu
u(t) a jeden ndhodny faktor, t. j. J = 1.

4 Dalsie priklady na precvicenie
1. Priklad zo skusky (2013): Najdite rieSenie stochastickej diferenciélnej rovnice

dx = zdw, x(0) = xo.

Navod: Je to Specidlny pripad geometrického Brownovho pohybu.



A possible description of the instantaneous spot interest rate, r, is

) re) = pl) =X,

=1

where p is some deterministic process (i.e., mostly a function of time), and X, (1),
..., Xy(r) represent the current effect of J streams of economic “news” whose
impact dies away exponentially,

) dX; = —&Xdr+ cidW,

where each & and c¢; are deterministic, and Wy,..., W, are standard Brownian
motions with deterministic instantancous correlation processes, pyj,k=1,...,J.

Obr. 3: Model pre tirokovii mieru.

2. V ¢lanku Schwartz, E. S. (1997). The stochastic behavior of commodity prices: Im-
plications for valuation and hedging. The Journal of Finance, 52(3), 923-973. autor
navrhuje niekolko modelov pre ceny komodit, jeden je zobrazeny na obrazku 4.

Pre logaritmus ceny v rovnici (2) sa navrhuje mean-reverting Orstein-Uhlenbeckov pro-
ces. Odvodte, ako z toho vyplyva rovnost (1), ktord sama osebe nemé taki dobra
interpretaciu.

A. Model 1

To develop the one-factor model we first assume that the commodity spot
price follows the stochastic process:®

dS = k(pn — In 8)Sdt + oSdz= (1)

Defining X = In S and applying Ito’s Lemma, this implies that the log price can
be characterized by an Ornstein-Uhlenbeck stochastic process:

dX = k(e — X)dt + odz (2)
=g (3)

The magnitude of the speed of adjustment x > ) measures the degree of mean
reversion to the long run mean log price, «. The second term in equation (2)
characterizes the volatility of the process, with dz being an increment to a
standard Brownian motion.

Obr. 4: Model pre cenu komodity.
3. Pouzitim substittcie z(t) = ev® n4jdite rieSenie stochastickej diferencialnej rovnice

1
dy = —56_2y(t)dt + e VW dw, y(0) = .



Néavodom je uvedend substitiicia : Odvodte stochastickt diferencidlnu rovnicu pre z -
t4 ma jednoduchy tvar vieme napisat jej rieSenie.

. Priklad zo skusky (2014): Banka modeluje vymenny kurz USD/EUR, ozna¢me ho C,
geometrickym Brownovym pohybom. VSimnime si, Ze potom 1/C je vymenny kurz
EUR/USD.

Pobocka banky v eurozéne potrebuje pre svoje vypocty ocakavani hodnotu vymenného
kurzu USD/EUR o rok. Pouzitim modelu banka dostane vysledok, ze je to a USD za
1 EUR. Poboc¢ka v USA zasa pre oakdvani hodnotu vymenného kurzu EUR/USD
dostane b EUR za 1 USD. Dokazte, ze st¢in ab nemoze byt mensi ako 1.

. Priklad z priebeznej pisomky (2014): Predpokladajme, Ze cena akcie S sa riadi geomet-
rickym Brownovym pohybom S(t) = Spet*t7®®) kde w je Wienerov proces a o >
0. Uvazujme pravdepodobnost zdporného vynosu v ¢ase ¢t ako funkciu éasu: p(t) =
Prob (ln <%) < 0>. Ukézte, ze je mozné, aby E[S(t)] bola rasticou funciou ¢asu t,
ale lim; oo p(t) = 1 (t. j. uvedte konkrétne hodnoty p,o a dokazte, ze pre ne platia

uvedené tvrdenia).

. Nech dz = pxdt + oxdw. Definujme y = 2™, kde n je prirodzené cislo. Dokazte, ze
stochasticka diferencidlna rovnica pre y ma tiez tvar dy = jiydt + dydw a urcte ji, .

. Nech X (t) je rieSsenim stochastickej diferencidlnej rovnice dx = pXdt + o Xdw. Vypodi-
tajte pravdepodobnost toho, Ze pre dané ¢ plati X (2t) > 2X(¢).

(a) Definujte median ndhodnej premennej so spojitym rozdelenim a odvodte mediin
lognormalneho rozdelenia.

(b) Predpokladajme, Ze cena akcie sa riadi geometrickym Brownovym pohybom. Stredné
hodnota ceny akcie o rok je 120 USD a jej median je 115 USD. Aka je pravdepo-
dobnost, Ze o rok bude cena akcie vicsia ako 1007



