Domaca tloha: individualne zadania
Finan¢éné derivaty, LS 2014/2015

Pokyny k odovzdavaniu:

e Ulohy sa riesia v dvojiciach (podla AISu m4 tento predmet zapisanjch 28 Studentov,
teda bude 14 dvojic). Kazda dvojica riesi jednu zvolent tlohu z tohto zoznamu, kazda
int. Rezervacia uloh (pisSte ¢lenov dvojice a zvolent ulohu):
http://users.smartgb.com/g/g.phpTa=s&i=gl18-79174-d4

e Termin odovzdania: Ak je skuska v utorok a neskoér, deadline je 24 hodin pred skiuskou.
Ak je skugka v pondelok, deadline je v piatok 0 9.00 hod. Inak povedané, na opravovanie
budem mat jeden pracovny den. Ak ¢lenovia dvojice, ktori spolu vypracovavaju zvolent
alohu, nejdt na ten isty termin skasky, termin odovzdania je odvodeny od skorsieho
terminu.

e Riesenia treba poslat v pdf forméte na adresu beata.ulohy@gmail.com s predmetom
derivaty 2015 - DU - menda. Ak bolo sucastou rieSenia nejaké programovanie, text
musi obsahovat aj kéd, napriklad v prilohe hlavného textu. RieSenie mé byt suvisly,
dobre ¢itatelny text, nielen postupnost vypocétov bez slovného komentéru.

e Ak nie je povedané inak, uvazujeme Black-Scholesov model a akciu, ktord nevyplaca
dividendy. Vyraz " znamena max(0, z), w oznacuje Wienerov proces.

Zadania:
1. Sharpe ratio - Sharpeho pomer - derivatu s podkladovym aktivom S je definovany

ako
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volatilita

ak cena derivatu V spliia stochastickt diferencialnu rovnicu dV/V = (S, t)dt+5 (S, t)dw
a r je bezrizikova trokovéa miera.

Uvazujme derivat akcie a jeho ocenovanie v Black-Scholesovom modeli. Dokazte, ze
Sharpeho pomer derivatu je rovnaky ako Sharpeho pomer akcie, ktora je podkladovym
aktivom pre tento derivat.

Ndvod: PouZite Itdovu lemu na vypocet diferencidlu dV a vyuZite Black-Scholesovu
PDR, ktort spliia cena derivdtu.

2. Chooser option je opcia, ktord bude vo vopred stanovenom case 7} konvertovana
bud na call opciu alebo put opcu (podla rozhodnutia majitela tejto opcie) s vopred
dohodnutym casom expiracie 1o > 11 a expira¢nou cenou K. Uvazujme ocenovanie
takejto opcie v Black-Scholesovom modeli.



Na stranke http://demonstrations.wolfram.com/ChooserOptions/ si pozrite inte-
raktivnu demonstéaciu (budete potrebovat prehliadaé, je zadarmo dostupny na stiahnu-
tie). Potom vyrieste tieto ulohy:

(a) Odvodte Black-Scholesovu cenu takejto opcie (¢o konkrétne znamend tvrdenie
"It can be shown using general put-call parity considerations...” na uvedenej
stranke?). Vypocet si mozete porovanat napriklad s odvodenim, ktoré je na stranke
http://www.haas.berkeley.edu/groups/finance/WP/rpf220.pdf (str. 56-57),
ale vase odvodenie musi byt podrobnejsie (nestac¢i prelozit tento text).

(b) Odvodte deltu a gamu tejto opcie a zobrazte ich grafy ako funkcie ceny akcie pre
zvolené hodnoty ostatnych parmetrov. Znazornite ich priebeh pre ¢ bliziace sa k
Ti.

3. Derivacia vegy opcie podla volatility sa niekedy oznacuje ako Vomma. Pre call a put
opcie sa na http://en.wikipedia.org/wiki/Greeks_(finance)#Vomma pise:

Vomma is positive for options away from the money, and initially increases
with distance from the money (but drops off as vega drops off). (Specifically,
vomma is positive where the usual d; and ds terms are of the same sign, which
is true when dy < 0 or d; > 0.)

(a) Prvu citovant vetu ilustrujte numericky (jasne vysvetlite, ¢o je na vasich obraz-
koch).

(b) Tvrdenia o podmienkach na kladné znamienko parametra Vomma dokazte.

4. Podla tzv. Paley-Wienerovej reprezentacie Wienerovho procesu plati, ze ak
{Z,,}5°, je postupnost nezavislych ndhodnych premennych s rozdelenim A (0, 1), tak

W(tw) = Zo(w) = + —= 3 Zn(w)w, t € [0, 2]

je Wienerov proces.

Pri generovani hodnét vieme simulovat hodnoty v ¢asoch t; = 2% pre 5 =0,1,..., N,
ak v nekonecnej sume zoberieme prvych M ¢lenov:

Zo(w ZZ sm (nt; /2),

pricom si treba zvolit M, N. Prili§ malé M m4 za nésledok, Ze ziskand trajektdria je
?prili§ hladka”, pozri obrazok 1.

(a) Zvolte si dostato¢ne velké M, N a zakreslite do grafu niekolko trajektorii.
(b) Vygenerujte (napr.) 100 trajektérii. Zvolte si dva neprekryvajice sa ¢asové podin-
tervaly intervalu [0, 27] a otestujte nekorelovanost prirastkov na tychto intervaloch

a ich pravdepodobnostné rozdelenie, ktoré by mali mat podla definicie Wienerovho
pohybu (normalita s presne danymi parametrami).
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Obr. 1: Aproximacia Wienerovho procesu pomocou Paley-Wienerovej reprezentacie. Parame-
ter delenia NV = 100 je spolo¢ny pre obe trajektorie, parameter M je pri modrej trajektorii
roviny 100 a pri ¢ervenej 1000.

5. Najdite Black-Scholesovu cenu opcie, ktorej payoff je druhou mocninou payoffu klasickej
call opcie, teda [(S — E)*]2.

6. Najdite Black-Scholesovu cenu opcie, ktorej payoff je (S + %)2

7. Bachelier na zaciatku 20. storoc¢ia modeloval cenu akcie S Brownovym pohybom, teda
dS = pdt + odw,

kde u € R,0 > 0 st konstanty. Uvazujme Black-Scholesov model s takto zmenenym
predpokladom o vyvoji ceny akcie. Predpokladajme dalej, Ze tirokova miera je nulova.

(a) Odvodte parcidlnu diferencidlnu rovnicu pre cenu derivatu.

(b) Najdite cenu call opcie pri tychto predpokladoch. (Pri rieseni PDR si treba uvedo-
mit, ze vzhladom na predpoklad o Brownovom pohybe pre cenu akcie je S € R.)

8. Uvazujme Black-Scholesov model. Nech a, K su kladné konsStanty, uvazujme derivat s
payoffom (min(S—K,a))". Dokazte, ze delta tohto derivatu je kladnd a v ¢ase t € (0,7),
kde T je ¢as expiracie, nie je vicsia ako

In (14 )

o\ 2n(T —t)

9. Uvazujme Black-Scholesov model. Nech a,b > 0 st konstanty. Uvazujme opciu, ktora
vyplati 1 USD, ak je cena akcie v ¢ase expiracie v intervale (a,b) a inak nevyplati nic.

(a) Odvodte cenu takejto opcie. Nakreslite graf, ktory mé na x-ovej osi cenu akcie a
na y-ovej payofl spolu s cenami opcie v niekolkych zvolenych ¢asoch.



(b) Odvodte cenu akcie (pre vSeobecné hodnoty parametrov a,b > 0), pri ktorej je
cena uvazovanej opcie maximalna.

10. V ¢lanku

Zhang, Jin E., Shoujun Huang, and Tiecheng Li. ” The Intersection Between
European Put Price And Its Payoff Function.” International Journal of The-
oretical and Applied Finance 16.04 (2013).

autori studuju cenu akcie, pri ktorej sa graf ceny put opcie pretne s payoffom, pozri
obrézok 2. Akcia pritom médze vyplacat spojité dividendy.
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Fig. 1. The intersection between the price of a European put and its payoff function shown as A,
B, and ' for three different times to maturity. The solid line is the payoff function of the European
option, max(K — 5,0), with K = 100. The short dashed line is the price of the European put,
p(5,7), at time to maturity, 74 = 0.24. The long dashed line is the option price at Ty = 2.58. The
uneven dashed line is the option price at 7~ = 25. The parameters are r = .05, g = 0 and 0 = 0.3.
The horizontal coordinates of the three intersection points are S4(7) = 85.00, Sp(7) = 79.55, and
Sc(7) = 91.80.

Obr. 2: Priese¢nik ceny put opcie a payoffu.

Najskor autori poéitaju tento prieseénik numericky (aby mali s ¢im porovnévat neskor
odvodené aproximécie). Ukazka je na obrazku 3, kde je zobrazena cena zodpovedajica
prieseéniku (y-ovéa os) ako funkcia ¢asu zostévajiceho do expiracie (x-ova os), pri¢om
ostatné parametre opcie si konstantné.

Zrekon$truujte obrazok 3 na zéklade vlastnych vypoctov. Doplitte tabulku, ktora bude
obsahovat ceny akcie zodpovedajice ¢asom 1,2,3,... 10 pre kazda z uvedenych kriviek.

Ndvod: Na hladanie nulového bodu fukcie slizi v Scilabe napr. fsolve, pouZivali sme
ju pri vypocte implikovanej volatility.

11. Vypocitajte koreldciu medzi hodnotami procesu X v casoch ¢ a s, ak X je



(a) geometricky Brownov pohyb X (t) = zgettto®({®) pre t > 0, kde u € R,o > 0 st
dané konstanty,

(b) Brownov most X (t) = w(t) — tw(1) pre t € [0,1].

Pre zvolené hodnoty parametrov a ¢asu ¢ nakreslite graf korelacie X (t) a X(s) ako
funkciu premennej s (pre s > 0 v pripade geometrického Brownovho pohybu a pre
s € [0,1] v pripade Brownovho mostu).

12. (a) Principom vylacenia arbitraze dokazte nasledovné ohranicenie pre cenu americkej
put opcie:

¢(S,E,7)— S+ FEe "< P(S,E,T) <c¢(S,E,T) - S+ E,

kde ¢(S, E,T) je cena eurdpskej call opcie s expiraénou cenou E a expirdciou o 7
rokov pri aktudlnej cene akcie S a P(S,E,T) je cena americkej put opcie s tymi
istymi parametrami.

(b) Iustrujte tieto ohranicenia graficky na priklade americkej put opcie s expiraciou o
stvrt roka, ak je dnesné cena akcie 100 USD, jej volatilita je 0.3 a irokova miera je
pol percenta. Uvazujte expira¢né ceny z intervalu (90, 110). Na x-ovej osi znazornite
tieto expiracné ceny a na y-ovej hranice pre cenu americkej put opcie.
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Fig. 2. The intersection, S5(7), between the price of a European put and its payoff as a function of
time to maturity, 7, for ¢ = 0.3. The short dashed line starting from S(0) = K = 100 1s for the
case of 0.05 = r > g = 0. The points A(0.29, 85.00), B(2.58,79.55) and C'(25,91.80) on the short
dashed line correspond to the three intersections in Fig. 1, where 5(7) reaches the minimum at
point B. The long dashed line starting from S(0) = K = 100 as well is for the case of r = g = 0.05.
The uneven dashed line starting from S(0) = gK = T1.4286 is for the case of 0.05 =r < g = 0.07.

Obr. 3: Priesecnik ceny put opcie a payoffu: zavislost ceny akcie zodpovedajucej priese¢niku
od casu zstavajuceho do expiracie.



13. V tomto priklade neuvazujeme ziadny model pre cenu akcie, takze sa nedajiu pouzivat
napr. Black-Scholesove ceny.

7 cviceni vieme, Ze aj v takomto vSobecnom pripade musi byt cena put opcie konvexnou
funkciou expira¢nej ceny. Dokazte, Ze musi byt aj konvexnou cenou ceny akcie.

Navod: Oznacéme p(S,E) cenu put opcie s expiracnou cenou E, ak dnesnd cena ak-
cie je S. KedZe cena opcie nemoze zdvisiet od jednotick, v ktorych vyjadrujeme cenu,
musi platit p(hS,hE) = hp(S, E) pre h > 0. Ceny akcie S1,S2 vystupujice v definicii
konvexnosti zapiste v tvare S1 = h1E, Sy = hoE a vyuZite konvexnost p v premennej
E.

14. Na stranke quant.stackexchange.com je otazka, ktorej screenshot je na obrazku 4.

Formula for variance of European call/put in Black Scholes

| have a quite basic question, but | can't find a reference with it.

A
Recall that we can use the Black-Scholes formula to price a European call or put for a market
2 consisting when:
v * the underlying asset following geometric Brownian motion;
* the risk free interest rate is considered constant;
* * the volatility of the underlying asset returns is constant.

In deriving this, one writes the call/put as expectations of discounted payoffs, e.g.
G=F% [exp_rT(ST — K') 4] for call () =risk neutral prob.), where (.5:) is follows geometric
Brownian motion.

My guestion is : what is the variance of what lies in the bracket 7 | ask this for calls and puts.
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Obr. 4: Zadanie otazky.

Upresnime jej znenie: Cena akcie sa riadi geometrickym Brownovym pohybom
dS =rSdt + oSdw

(kedZe uvazujeme rizikovo-neutralnu mieru, drift je rovny bezrizikovej irokovej miere).
Definujme
X;=e (S — K)*.

Dnesny cas je t = 0, teda je znama hodnota Sy. Vypocitajte varianciu procesu X v case
T.

Ndvod: Na stranke s otdzkou je ako odpoved ndvod k vipoctu:
http://quant.stackexchange.com/questions/8346/formula-for-variance-of-



15.

european-call-put-in-black-scholes?rq=1 Vyraz oznaceny ako St je vsak X, co
zistite po vyjadrent riesenia stochatickej diferencidlnej rovnice pre cenu akcie. Vysledok
uvedte pre vieobecné Sy.

Uvazujme cash-or-nothing opciu, ktora v ¢ase expiracie vyplati 1 USD, ak je cena akcie
vicsia ako expiracna cena F, inak nevyplati ni¢. Predpokadajme, Ze chceme z trhovych
dat vypoditat implikovant volatilitu.

(a) Aky interval hodnot moze nadobtidat cena opcie, ak menime parameter o a ostatné
parametre zostavaju konstantné?

(b) Je pre pripustni cenu opcie (v zmysle dosiahnutelnych hodnét podla predchédza-
juceho bodu) implikovana volatilita uréena jednoznacne?

Matematické dokazy doplnte ilustracnymi grafmi pre zvolené hodnoty parametrov.



