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Transformacia na RVT

* Transformacia
V(S,t) = e_o‘x_BTu(x,T),

r — 1 r + o2 (r—q)?
q 1.5 q, +( 2(1)
o2 2 8 20

7 =T—t,x =1n(S/F),

o =

vedie od Black-Scholesovej rovnice k rovnici vedenia tepla

prex € R, 7 €[0,T]
* ZacCiatoCna podmienka: u(x,0) = g(x)
o pre call opciu: g(z) = Ee** 5™ max(e® — 1,0)
° pre put opciu: g(z) = Ee** A" max(1 — e*,0)
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Okrajové podmienky

* Pri numerickom rieSeni potrebujeme aj okrajove
podmienky - na zaklade toho, aku hodnotu ma call a put
opcia pre velmi malé a velmi velke ceny akcie

* Call opcia:

° V(0,t) =0
o pre S — oo plati: V(S,t) ~ Se~4T=1) presnejSia
podmienka: V(S,t) ~ Se~4T—t) _ Ee—(T—1)

* Put opcia:

° V(0,t) = Ee (T
° V(S,t) >0 pre § — ¢
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Aproximaécia riesenia

* Numerické rieSenie na ohranicenom priestorovom intervale
xr € |—L, L]

* Delenie v Case a priestore:
x; =1th, 1=-n,..,—2,—1,0,1,2,...n,

7 =3k, 3 =0,1,...,m.
pricomh = L/n,k =T/m

° Aproximaciu rieSenia v v bode (z;,7;) oznacCime

ug %U(xi,Tj)y gf %9(33%7_]')
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Aproximaécia riesenia

* Okrajové podmienky:
° pre call opciu:

J . J
¢ = Uy =

T /UJ?V — Eelat)Nh+(8-q)jk
© pre put opciu:
¢ = - = Ee—o¢Nh+(B-r)jk

/I R
Y = uy =
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RVT: Aproximacia derivacii v PDR

* Dve aproximacie casovej derivacie - vedu k dvom
numerickym schémam:

- . . -
ou u‘g+ —ul  Ou w — u’

E(fﬁiﬁj) ~ — E(%Tj) R -

* Aproximacia priestorovej derivacie

Or 2(33‘&77_3)N H— h2
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RVT: Implicitna a explicitna schéma,

* Explicitna:
j+1 J 2.J __9,J J
k 2 h?
* |mplicitna:
j j—1 2.7 __ o.J J
k 2 h?
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RVT: Explicitna schéma

* Daéa sazapisat: v} = yu] | + (1 — 2v)u] +yul,,, kde

(

Y= G
e V maticovom tvare: /™! = Aw/ +v/ prej=0,1,..., m—1

kde A je trojdiagonalna matica:

[(1-2y v 0 - 0

vy  1=-2v v :
A = 0 . : : 0 ,

; v 1 — 2y ¥
\ 0 0y 1-2y

Y = (v¢",0,...,0,y¢7)"
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Explicitna schéma

* Podmienka stability - Courant—Fridrichs—Lewy (CFL):

o2k

[

* Vlavo - podmienka je splnena, vpravo - nie je splnena
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Explicitna schéma a binomicky strom

* Ak zvolime ¢asovy a priestorovy krok tak, Z e h = ok, tak
vy=1/2 a uf“ = %%—1 + %UJ

j+1

()

* Binomicky strom:

xiA

° u; = vcCase 741 jepriemerom hodnotw ,, u/

i+3
i+2
i+1
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RVT: Implicitna schéma

* D4 sa zapisat v tvare: —yul | + (1 +27)u] —yul,, = ul "'

Z’ )
2
kde v = —gh’j,

e Maticovo: Avw/ =w/ P+t prej=1,2,...,m kde

(1+27 —y (I 0 \
— 1+2y —v :
A=1] 0 : : : 0 :
; — L2 —y
\ 0 o0 =y 142y

bj — (7¢J+1? 07 © e 707 ,yw]—'_l)T
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Implicitna schéma

* Nevyzaduje splnenie CLF podmienky

* VIavo - podmienka je splnend, vpravo - nie je splnena
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RiesSenie stustavy z implicitne] schémy

e S(stava tvaru Az = b s maticou

Fllaedy = @ o 0 \
—ry 1+2y —v :
A= 0 - S 0
; —y 1 F 2y —v
\ 0 0 =y 142y

* Zopakujeme si postup pomocou Gauss-Seidelove] metody

* Ukazeme si jej zovSeobecnenie - SOR metoda (je
modifikacia sa bude pouzivat pri ocenovani americkych
opcii)
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Opakovanie z numerickych metod

* Budeme rieSit ulohu

anx +appy = b
a1 + ay = b

kde a;; 7é 0
* To je ekvivalentné s tym, ze
1

— (b1 — a
— ( 1 12y)

3
I
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Opakovanie z numerickych metod

e Jacobiho metdda;

N (b1 — aroy®)
a1l
1

yF ) = — (52 - azliv(k))
a22

* Gauss-Seidelova metdda - pri vypocte y**+1) uz mame k
dispozicii z**1), pouZijeme namiesto y*):

N (b1 — aroy®)
ail
1
g — (b2 _ a21x(k+1))
a22

* Analogicky pre n rovnic
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Opakovanie z numerickych metod

* VSeobecna schéma iterachych metod rieSenia sustavy
linearnych rovnic Ax = b:

© sustavu Ax = b prepisseme do tvaru x = Tz + g a
definujeme iteracnd schému z*+t1) = Tz 4 ¢

o ak su vSetky vlastné Cisla matice T mensSie ako 1, tak
iteraCha schéma konverguje k rieSeniu pre fubovolny
Startovaci bod

© pri zapise sa casto vyuziva rozklad matice na jej
diagolnalnu (D), dolnu trojuholnikovu (L) a hornt
trojuholnikova (U) Cast: A =L+ D+ U

* Jacobi a Gauss-Seidel v maticovom tvare:
o Jacobi: z**tD) = —_D YL + U) z® + Db
o Gauss-Seidel z*t) = —(D+ L)~ 'Uz® + (D + L)~ 1b
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Gauss-Seidelova metdda: priklad

* Budeme rieSit ulohu

) (n)-(8)

ktorej presné rieSenie je (z1,z2) = (1,1)

* Pouzijeme Gauss-Seidelovu metddu, pricom budeme
Startovat z bodu (0, 0)’
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Gauss-Seidelova metdda: priklad

matica A prava strana b
8,0000 5,0000 13,0000
5,0000 7,0000 12,0000
11,2000
0,0000 0,0000
1,6250 s 000 qtlD
1,2790 0,8007
1,1246 9110 °°%° =
1,0556 0,9603
1,0248 gy 000007 O
1,0111 0,9921
1,0049 fiaaes ©000
1,0022 0,9984
1,0010 fiaaay 020007
1,0004 0,9997 |
~0,0000 O

0,0000 0,2000 0,4000 0,6000 0,8000 1,0000 1,2000 1,4000 1,6000 1,8000

P0OzOROVANIE: Konverguje, ale pomaly, lebo robi prilis kratke
kroky, aj ked’ spravnym smerom =- motivacia na vylepsenie
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VylepsSenie GGauss-Seidelovej metody

* Gauss-Seidelova metoda po zlozkach:

w1 |, (k) (k1)
Z, —a—ii bZ—ZaZ]xj Zawxj

J<t J>1

. , v k ,
* Pri vypocte :1:5 ) mame
© aktualnu aproximaciu riesenia:

( () (k) (k=1 x(k—l))

e e g

° reziduum, t.j. rozdiel b — Az?P:

r®) — (rﬁc), e ,r(k))

7 ni
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VylepsSenie GGauss-Seidelovej metody

* Gauss-Seidelov vypocet +*) sa da zapisat ako :

(

w _ 1| (k) _ (k1)
x, — a—ii bZ—ZaZ]xj Zawxj

J<t J>1

_ 1 (k)
= X, + aiirii

* Uprava Gauss-Seidelovej metodyv sulade s motivaciou z
prikladu, tzv. successive over-relaxation (SOR) metoda:

_ 1
=) 1 Lo
Ay

pre w > 1 (pre 0 < w < 1 hovorime o under-relaxation; pre
w = 1 dostavame povodnu Gauss-Seidelovu metodu)
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SOR metoda: priklad

Na predchadzajuci priklad pouzijeme SOR s w = 1.3:

omegal

1,3000

0,0000

0,0000

1,2000 -

1,0000 -

0,8000 -

0,6000 -

0,4000 —

0,2000 —

0,0000 0=

0,0000

0,5000 1,0000  1,5000 20000  2,5000
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SOR metoda: priklad

ESte rychlejSia konvergencia pre w = 1.2:

1,2000 -

1,0000 —

0,8000 —

0,6000 —

0,4000 —

-0,2000 -

0.0000 (2 . . . -
00000 05000 1,0000 15000 20000 25000
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SOR metoda: priklad

Porovnanie Gauss-Seidelove] metody (viavo) s SOR metodou
pre w = 1.2 (vpravo):

omega 1,2000|
0,0000] 0,0000 0,0000 0,0000
1,6250 0,5536
1,2790 0,8007
1,1246 0,9110
1,0556 0,9603
1,0248 0,9823
1,0111 0,9921
1,0049 0,9965
1,0022 0,9984
1,0010 0,9993
1,0004 0,9997

OTAZKY:
Ako zvolit parameter w?
A od coho vlastne zavisi rychlost konvergencie metody?

Numerické metddyv: ocenovanie eurdpskvch opcii — p. 23/41



Rychlost konvergencie iteracnej schémy

* Majme iteraént schému z*+1) = Tz(*) 4+ g a presné
rieSenie z*, ku ktoremu schéma konverguje

* Plati:

Jz™ —z*| = ||(Tz*Y +g) — (Tz* + g)|
— TR o)
= |IT[(Tz%*Y +g) — (Tz* + 9)]|

= T2 %2 - 7|

= | T* [ —2*]|| < | T%| ' — 2|

* Potrebujeme odhad normy || T*||
* Vyuzije sa spektralny polomer matice a jeho vlastnosti
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Spektralny polomer a maticové normy

* Nech M je Stvorcova matica
* Spektralny polomer matice:
p(M) = max [X;|,
kde )\; su vlastné Cisla matice M
® Suvislost spektralneho polomeru s maticovymi normami:

° plati:
lim M"Y/ = p(M)
n—oo

© preto sa pre velke n da pouzit aproximacia

M|V~ p(M) = [ M| ~ p(M)"
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Spektralny polomer a maticové normy

* Numericky priklad:
° vygenerujeme nahodnu maticu, napr. 3 x 3:
a=rand(3, 3,"normal ") ;
© maticové normy v Scilabe:

norm(x)
or norm (x, 2) is the largest singular value of x (max (svd (x) ) ).
norm(x,1)
The |_1 norm x (the largest column sum : max (sum (abs
(x),"'c")) ).
norm(x,'inf'),norm(x,%inf)
The infinity norm of x (the largest row sum : max (sum (abs
(x),"'c")) ).
norm(x,'fro')
Frobenius normi.e. sqgrt (sum (diag(x'*x))).

° budeme sledovat konvergenciu k spektralnemu
polomeru
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Spektralny polomer a maticové normy

Vysledok:

{1 - — — — spektralny polomer
3.48 1 o o onorm(an)(1/n) pre 2-narmu
1 o o onaorm(atn)®(1/n) pre inf-narmu
3 .44
3.42
3.4
3.38
3.36
_:|
3.34 -
33azd o
3.3 - © o a
4 o ) 4o - ;
[a] R s T R = ~ - ; . )
3284 % © 0 0 0 o0 00 o0 0.6 8 8.8 8 8 i
3.26 y T T T T T T T T T
o 2 4 B g 10 12 14 18 18 20
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Rychlost konv. iteracnej schémy: pokracovanie

* Mame teda:

J® —a*|| < I T¥| &' — 2*|| ~ p(T)*[|z® — 2|

* Spektralny polomer iteracnej matice T teda

° musi byt mensi ako 1 - aby chyba konvergovala k nule,
t.j. aby metdda konvergovala

° mal by byt Co najmensi - aby bola konvergencia co
najrychlejsia
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Rychlost konv. itera¢nej schémy: priklad

* RjeSili sme sustavu:

8 5 r1 \ [ 13
5 7 o )\ 12 )’
* SOR metdda v maticovom zapise:

) = (D + wL) (1 — w)D — wU]z™ + w(D + wL) ™16

* V nasom pripade teda iteracna matica je

T:<8 0) (8(1—w) — 5w )
5w 7 0 7(1-w)

a potrebujeme zavislost maximalnej absolutnej hodnoty
vlastného Cisla od w
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Rychlost konv. itera¢nej schémy: priklad

Vysledok:

= = o o o o o
. = in fa ~l w i
| | | | | 1 |

spektralny polomer iteracnej matice SOR metady
¥
|

[ ]
=

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.z 04 oG oe 1 1.2 14 16 1.8 2

parameter omega

]

Pouzili sme: w = 1 (Gauss-Seidel), w = 1.3, w = 1.2
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Rychlost konvergencie SOR schémy

Niekol'ko uzitocnych tvrdeni (bez dokazov):
1. [Kahan] Nech a;; # 0. Potom p(T,,) > |w — 1|.

2. [Ostrowski-Reich] Nech A je kladne definitha a nech
0 < w < 2. Potom SOR metoda konverguje pre fubovolny
Startovaci bod

3. Nech A je kladne definitna a trojdiagonalna. Potom
p(T,s) = p(T;)* a optimalna volba parametra w pre SOR
metodu je

2
W = 5
L+ /1= [p(T;)]

Pri tejto volbe plati: p(T,,) = w — 1.

Oznacenie:
T;, Tys, To - iteraCné matice Jacobiho, Gauss-Seidelovej a SOR metody.
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Rychlost konvergencie SOR schémy

Ddosledky:

* Ztvrdenia 1 vyplyva, ze pre w ¢ (0,2) je p(T,) > 1.
Podmienka w € (0, 2) je teda nutnou podmienkou
konvergencie metody.

* Tvrdenie 2 udava triedu matic, pre ktoru je podmienka
w € (0,2) aj postacujucou podmienkou konvergencie.
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Tvrdenie 3 pre nas priklad

Matica naSej sustavy je kladne definitna a trojdiagonalna

(S (m)-(0)

JACOBIHO METODA:
* jteracna matica;:

e N HE

* vlastné Cisla matice T;: \j = —0—, \} = ———

-\
| )
00|t
o |
00|t
~__—

° spektralny polomer: p(T;)

Numerické metddyv: ocenovanie eurdpskvch opcii — p. 33/41



Tvrdenie 3 pre nas priklad

GAUSS-SEIDELOVA METODA:
* jteraCha matica:

—1
8 0 0 5 0 —2
Tw=4D+m1U:—< ) ( ):( g)
5 7 0 0 0 2

* vlastné Cisla matice T s: \; =0, A\ = 2—2

* spektralny polomer: p(Ty) = 2

NAOZAJ PLATI:

p(T;)°

P(TgS)

5 - (om)
56 2\/14
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Tvrdenie 3 pre nas priklad

SOR METODA:
* Optimalna hodnota parametr w podla tvrdenia 3:

2 2 24/ 06

:1+\/1—[,0(Tj)]2_1+ 1% V56+V31

56

W ~ 1.147

* Prislusna hodnota spektralneho polomeru iteracnej matice
podla tvrdenia 3:

V56 — /31
p(Ty)=w—1= o ’ ~ 0.147

V56 + /31
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Tvrdenie 3 pre nas priklad

* Vypocitame spektralny polomer pre dané w priamo:

omega:2Z¥sqrt(56)/(sqrt(bb)+sqgrt(31)) %

poml:invert(matrix([8,0], [5*omeqga,7])) $
pomZ:matrix([8*(1-omega), -5%omegal, [0, 7*(1-omega)]) %

t:poml.pomZ;

elgenvalues(t);

I.[2]]

25
N e

Dostavame teda: p(T,,)

. 414 ) 514
NETRS-BNETY 2(J§T+2wﬁzj
43[1- b ]
_ A 2412) 4414 : 100 "
14 (a1 2414)  AELv2A14 (a1

- 25
 44/14+/314-87
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Tvrdenie 3 pre nas priklad

* Zhoduje sa to s vysledkom z tvrdenia 3:

rho: 25/ (4*¥sqrt (14)*sqrt(31)+87) $
float(rho);
L1467 733350400546

ratsimp(rho-((sqrt(56) -sqrt(31))/(sqrt(56)+sqgrt(31)}));
0

(najprv numericky, potom zhoda dvoch presnych Cisel)

Poznamky k pouzitym prikazom v softvéri wxMaxima:

$ za prikazom: vysledok sa nevypiSe

f | oat : numerickd hodnota

rat si np: zjednodusenie vyrazu

ei genval ues: vrati vlastné Cisla matice a ich nasobnosti, napr. [[ 1/ 3, 1/ 2] ,[ 1, 2] ]
by znamenalo vlastné Cislo 1/3 s nasobnostou 1 a vlastné Cislo 1/2 s nasobnostou 2

http://andrejv.github.io/wxmaxima/
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Tvrdenie 3 pre nas priklad

* Ziskanu optimalnu hodnotu w ~ 1.147 a prislusnu hodnotu
p(T,) ~ 0.147 porovname s priamym vypoctom zo str. 17:

-

o = o o o o o
L = n ] ~l i i
] 1 1 1 ] ] ]

spekiralny polomer iteracnej matice SOR metady
ha
|

o
a

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.z 0.4 0.6 0.g 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

parameter omega

[}
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SOR metdda pri ocenovani derivatov

* DU 1:
Dokazte, ze matica sustavy, ktord dostaneme pri implicitnej
schéme rieSenia Black-Scholesovej PDR, je kladne
definitna.
Tym padom sa na nasu ulohu vztahuju tu uvedeneé
tvrdenia o konvergencii.
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Priame metody riesenia sustavy lin. rovnic

* Priame metody rieSenia sustavy linearnych rovnic -
Gaussova eliminacna metoda a jej modifikacie, LU rozklad

* Trojdiagonalna a diagonalne dominantna matica = na
rieSenie sustavy sa da vyhodne pouzit metdoda LU rozkladu

e DU 2 - metéda LU rozkladu

o Co je LU rozklad matice? Ako sa da vyuZit na riesenie
sustavy linearnych rovnic?

o Ako vyplyva z diagonalnej dominancie matice
jednoznacnost’ LU rozkladu?

° Preco je LU rozklad vyhodny pri sustave s
trojdiagonalnou maticou? (nie spamati vzorce na
vypocet, ale ukazat princip vypocCtu na priklade a
zdovodnit', preco sa pri diagonalne dominantnej matici
tento postup "nepokazi" nulami v menovateli.)

LiteratGra: napr. [Sevcovic, Stehlikova, Mikula], kapitola 10.3.1
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Implementacia na cviceni

* NA CVICENI: SOR metoda, jej pouzitie na rieSenie sustavy,
ktoru dostaneme pri implicitne] schéme na numericke
rieSenie Black-Scholesove] PDR

* DOvob: modifikacia SOR metody sa bude dat pouzit na
ocenovanie americkych opcii
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