
Numerické metódy: ocěnovanie európskych opcií

Beáta Stehlíková

Finančné deriváty, FMFI UK Bratislava

Numerické metódy: oceňovanie európskych opcií – p. 1/41



Transformácia na RVT

• Transformácia

V (S, t) = e−αx−βτu(x, τ),

α =
r − q

σ2
−1
2
, β =

r + q

2
+
σ2

8
+
(r − q)2

2σ2
, τ = T−t, x = ln(S/E),

vedie od Black-Scholesovej rovnice k rovnici vedenia tepla

∂u

∂τ
− σ2

2

∂2u

∂x2
= 0

pre x ∈ R, τ ∈ [0, T ]
• Začiatočná podmienka: u(x, 0) = g(x)

◦ pre call opciu: g(x) = Eeαx+βτ max(ex − 1, 0)
◦ pre put opciu: g(x) = Eeαx+βτ max(1− ex, 0)
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Okrajové podmienky

• Pri numerickom riešení potrebujeme aj okrajové
podmienky - na základe toho, akú hodnotu má call a put
opcia pre vel’mi malé a vel’mi vel’ké ceny akcie

• Call opcia:
◦ V (0, t) = 0

◦ pre S → ∞ platí: V (S, t) ∼ Se−q(T−t), presnejšia
podmienka: V (S, t) ∼ Se−q(T−t) − Ee−r(T−t)

• Put opcia:
◦ V (0, t) = Ee−r(T−t)

◦ V (S, t)→ 0 pre S → ∞
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Aproximácia riešenia

• Numerické riešenie na ohraničenom priestorovom intervale
x ∈ [−L,L]

• Delenie v čase a priestore:

xi = ih, i = −n, ...,−2,−1, 0, 1, 2, ...n,

τj = jk, j = 0, 1, ...,m.

pričom h = L/n, k = T/m

• Aproximáciu riešenia u v bode (xi, τj) označíme

uji ≈ u(xi, τj), gji ≈ g(xi, τj)
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Aproximácia riešenia

• Okrajové podmienky:
◦ pre call opciu:

φj := uj−N = 0

ψj := ujN = Ee
(α+1)Nh+(β−q)jk

◦ pre put opciu:

φj := uj−N = Ee
−αNh+(β−r)jk

ψj := ujN = 0
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RVT: Aproximácia derivácií v PDR

• Dve aproximácie časovej derivácie - vedú k dvom
numerickým schémam:

∂u

∂τ
(xi, τj) ≈

uj+1i − uji
k

,
∂u

∂τ
(xi, τj) ≈

uji − uj−1i

k

• Aproximácia priestorovej derivácie

∂2u

∂x2
(xi, τj) ≈

uji+1 − 2u
j
i + u

j
i−1

h2
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RVT: Implicitná a explicitná schéma

• Explicitná:

uj+1i − uji
k

=
σ2

2

uji+1 − 2u
j
i + u

j
i−1

h2

• Implicitná:

uji − uj−1i

k
=
σ2

2

uji+1 − 2u
j
i + u

j
i−1

h2
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RVT: Explicitná schéma

• Daá sa zapísat’: uj+1i = γuji−1 + (1− 2γ)u
j
i + γu

j
i+1, kde

γ = σ2k
2h2

• V maticovom tvare: uj+1 = Auj + bj pre j = 0, 1, . . . ,m− 1
kde A je trojdiagonálna matica:

A =



















1− 2γ γ 0 · · · 0

γ 1− 2γ γ
...

0 · · · 0
... γ 1− 2γ γ

0 · · · 0 γ 1− 2γ



















,

bj = (γφj , 0, . . . , 0, γψj)T
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Explicitná schéma

• Podmienka stability - Courant–Fridrichs–Lewy (CFL):

0 < γ ≤ 1
2
⇒ σ2k

h2
≤ 1

• Vl’avo - podmienka je splnená, vpravo - nie je splnená
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Explicitná schéma a binomický strom

• Ak zvolíme časový a priestorový krok tak, ž e h = σ
√
k, tak

γ = 1/2 a uj+1i = 1
2u

j
i−1 +

1
2u

j
i+1.

• uj+1i v čase τj+1 je priemerom hodnôt uji−1, u
j
i+1

• Binomický strom:
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RVT: Implicitná schéma

• Dá sa zapísat’ v tvare: −γuji−1 + (1 + 2γ)u
j
i − γuji+1 = u

j−1
i ,

kde γ = σ2k
2h2 ,

• Maticovo: Auj = uj−1 + bj−1 pre j = 1, 2, . . . ,m kde

A =



















1 + 2γ −γ 0 · · · 0

−γ 1 + 2γ −γ ...
0 · · · 0
... −γ 1 + 2γ −γ
0 · · · 0 −γ 1 + 2γ



















,

bj = (γφj+1, 0, . . . , 0, γψj+1)T
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Implicitná schéma

• Nevyžaduje splnenie CLF podmienky
• Vl’avo - podmienka je splnená, vpravo - nie je splnená
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Riešenie sústavy z implicitnej schémy

• Sústava tvaru Ax = b s maticou

A =



















1 + 2γ −γ 0 · · · 0

−γ 1 + 2γ −γ ...
0 · · · 0
... −γ 1 + 2γ −γ
0 · · · 0 −γ 1 + 2γ



















• Zopakujeme si postup pomocou Gauss-Seidelovej metódy
• Ukážeme si jej zovšeobecnenie - SOR metóda (jej

modifikácia sa bude používat’ pri oceňovaní amerických
opcií)
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Opakovanie z numerických metód

• Budeme riešit’ úlohu

a11x+ a12y = b1

a21x+ a22y = b2

kde aii 6= 0
• To je ekvivalentné s tým, že

x =
1

a11
(b1 − a12y)

y =
1

a22
(b2 − a21x)
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Opakovanie z numerických metód

• Jacobiho metóda:

x(k+1) =
1

a11

(

b1 − a12y
(k)
)

y(k+1) =
1

a22

(

b2 − a21x
(k)
)

• Gauss-Seidelova metóda - pri výpočte y(k+1) už máme k
dispozícii x(k+1), použijeme namiesto y(k):

x(k+1) =
1

a11

(

b1 − a12y
(k)
)

y(k+1) =
1

a22

(

b2 − a21x
(k+1)

)

• Analogicky pre n rovníc
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Opakovanie z numerických metód

• Všeobecná schéma iteračných metód riešenia sústavy
lineárnych rovníc Ax = b:
◦ sústavu Ax = b prepísšeme do tvaru x = Tx+ g a

definujeme iteračnú schému x(k+1) = Tx(k) + g
◦ ak sú všetky vlastné čísla matice T menšie ako 1, tak

iteračná schéma konverguje k riešeniu pre l’ubovol’ný
štartovací bod

◦ pri zápise sa často využíva rozklad matice na jej
diagolnálnu (D), dolnú trojuholníkovú (L) a hornú
trojuholníkovú (U) čast’: A = L+D+U

• Jacobi a Gauss-Seidel v maticovom tvare:
◦ Jacobi: x(k+1) = −D−1(L+U) x(k) +D−1b

◦ Gauss-Seidel x(k+1) = −(D+L)−1Ux(k)+ (D+L)−1b
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Gauss-Seidelova metóda: príklad

• Budeme riešit’ úlohu
(

8 5

5 7

) (

x1

x2

)

=

(

13

12

)

,

ktorej presné riešenie je (x1, x2)′ = (1, 1)′

• Použijeme Gauss-Seidelovu metódu, pričom budeme
štartovat’ z bodu (0, 0)′
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Gauss-Seidelova metóda: príklad

POZOROVANIE: Konverguje, ale pomaly, lebo robí príliš krátke
kroky, aj ked’ správnym smerom ⇒ motivácia na vylepšenie
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Vylepšenie Gauss-Seidelovej metódy

• Gauss-Seidelova metóda po zložkách:

x
(k)
i =

1

aii



bi −
∑

j<i

aijx
(k)
j −

∑

j>i

aijx
(k−1)
j





• Pri výpočte x(k)i máme
◦ aktuálnu aproximáciu riešenia:

(

x
(k)
1 , . . . , x

(k)
i−1, x

(k−1)
i , . . . , x(k−1)n

)

◦ rezíduum, t.j. rozdiel b−Axap:

r
(k)
i =

(

r
(k)
1i , . . . , r

(k)
ni

)
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Vylepšenie Gauss-Seidelovej metódy

• Gauss-Seidelov výpočet x(k)i sa dá zapísat’ ako :

x
(k)
i =

1

aii



bi −
∑

j<i

aijx
(k)
j −

∑

j>i

aijx
(k−1)
j





= x
(k−1)
i +

1

aii
r
(k)
ii

• Úprava Gauss-Seidelovej metódyv súlade s motiváciou z
príkladu, tzv. successive over-relaxation (SOR) metóda:

x
(k)
i = x

(k−1)
i + ω

1

aii
r
(k)
ii

pre ω > 1 (pre 0 < ω < 1 hovoríme o under-relaxation; pre
ω = 1 dostávame pôvodnú Gauss-Seidelovu metódu)
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SOR metóda: príklad

Na predchádzajúci príklad použijeme SOR s ω = 1.3:
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SOR metóda: príklad

Ešte rýchlejšia konvergencia pre ω = 1.2:
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SOR metóda: príklad

Porovnanie Gauss-Seidelovej metódy (vl’avo) s SOR metódou
pre ω = 1.2 (vpravo):

OTÁZKY:
Ako zvolit’ parameter ω?
A od čoho vlastne závisí rýchlost’ konvergencie metódy?
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Rýchlosť konvergencie iteračnej schémy

• Majme iteračnú schému x(k+1) = Tx(k) + g a presné
riešenie x∗, ku ktorému schéma konverguje

• Platí:

‖x(k) − x∗‖ = ‖(Tx(k−1) + g)− (Tx∗ + g)‖
= ‖T [x(k−1) − x∗]‖
= ‖T [(Tx(k−1) + g)− (Tx∗ + g)]‖
= ‖T2 [x(k−2) − x∗]‖

. . .

= ‖Tk [x(0) − x∗]‖ ≤ ‖Tk‖ ‖x(0) − x∗‖

• Potrebujeme odhad normy ‖Tk‖
• Využije sa spektrálny polomer matice a jeho vlastnosti
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Spektrálny polomer a maticové normy

• NechM je štvorcová matica
• Spektrálny polomer matice:

ρ(M) = max |λi| ,
kde λi sú vlastné čísla maticeM

• Súvislost’ spektrálneho polomeru s maticovými normami:
◦ platí:

lim
n→∞

‖Mn‖1/n = ρ(M)

◦ preto sa pre vel’ké n dá použit’ aproximácia

‖Mn‖1/n ∼ ρ(M)⇒ ‖Mn‖ ∼ ρ(M)n
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Spektrálny polomer a maticové normy

• Numerický príklad:
◦ vygenerujeme náhodnú maticu, napr. 3 × 3:

a=rand(3,3,"normal");
◦ maticové normy v Scilabe:

◦ budeme sledovat’ konvergenciu k spektrálnemu
polomeru
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Spektrálny polomer a maticové normy

Výsledok:
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Rýchlosť konv. iteračnej schémy: pokračovanie

• Máme teda:

‖x(k) − x∗‖ ≤ ‖Tk‖ ‖x(0) − x∗‖ ∼ ρ(T)k‖x(0) − x∗‖

• Spektrálny polomer iteračnej matice T teda
◦ musí byt’ menší ako 1 - aby chyba konvergovala k nule,

t.j. aby metóda konvergovala
◦ mal by byt’ čo najmenší - aby bola konvergencia čo

najrýchlejšia
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Rýchlosť konv. iteračnej schémy: príklad

• Riešili sme sústavu:
(

8 5

5 7

) (

x1

x2

)

=

(

13

12

)

,

• SOR metóda v maticovom zápise:

x(k+1) = (D+ ωL)−1[(1− ω)D− ωU]x(k) + ω(D+ ωL)−1b

• V našom prípade teda iteračná matica je

T =

(

8 0

5ω 7

)−1(

8(1− ω) −5ω
0 7(1− ω)

)

a potrebujeme závislost’ maximálnej absolútnej hodnoty
vlastného čísla od ω
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Rýchlosť konv. iteračnej schémy: príklad

Výsledok:

Použili sme: ω = 1 (Gauss-Seidel), ω = 1.3, ω = 1.2
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Rýchlosť konvergencie SOR schémy

Niekol’ko užitočných tvrdení (bez dôkazov):

1. [Kahan] Nech aii 6= 0. Potom ρ(Tω) ≥ |ω − 1|.
2. [Ostrowski-Reich] Nech A je kladne definitná a nech
0 < ω < 2. Potom SOR metóda konverguje pre l’ubovol’ný
štartovací bod

3. Nech A je kladne definitná a trojdiagonálna. Potom
ρ(Tgs) = ρ(Tj)

2 a optimálna vol’ba parametra ω pre SOR
metódu je

ω =
2

1 +
√

1− [ρ(Tj)]2
.

Pri tejto vol’be platí: ρ(Tω) = ω − 1.
Označenie:

Tj ,Tgs,Tω - iteračné matice Jacobiho, Gauss-Seidelovej a SOR metódy.
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Rýchlosť konvergencie SOR schémy

Dôsledky:
• Z tvrdenia 1 vyplýva, že pre ω /∈ (0, 2) je ρ(Tω) ≥ 1.

Podmienka ω ∈ (0, 2) je teda nutnou podmienkou
konvergencie metódy.

• Tvrdenie 2 udáva triedu matíc, pre ktorú je podmienka
ω ∈ (0, 2) aj postačujúcou podmienkou konvergencie.
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Tvrdenie 3 pre náš príklad

Matica našej sústavy je kladne definitná a trojdiagonálna

(

8 5

5 7

) (

x1

x2

)

=

(

13

12

)

JACOBIHO METÓDA:
• iteračná matica:

Tj = −D−1(L+U) = −
(

8 0

0 7

)−1(

0 5

5 0

)

=

(

0 −58
−58 0

)

• vlastné čísla matice Tj : λ1 = 5
2
√
14

, λ1 = − 5
2
√
14

• spektrálny polomer: ρ(Tj) =
5
2
√
14
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Tvrdenie 3 pre náš príklad

GAUSS-SEIDELOVA METÓDA:
• iteračná matica:

Tgs = −(D+ L)−1U = −
(

8 0

5 7

)−1(

0 5

0 0

)

=

(

0 −58
0 25

56

)

• vlastné čísla matice Tgs: λ1 = 0, λ1 = 25
56

• spektrálny polomer: ρ(Tgs) =
25
56

NAOZAJ PLATÍ:

ρ(Tgs) = ρ(Tj)
2

25

56
=

(

5

2
√
14

)2
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Tvrdenie 3 pre náš príklad

SOR METÓDA:
• Optimálna hodnota parametr ω podl’a tvrdenia 3:

ω =
2

1 +
√

1− [ρ(Tj)]2
=

2

1 +
√

1− 25
56

=
2
√
56√

56 +
√
31

≈ 1.147

• Príslušná hodnota spektrálneho polomeru iteračnej matice
podl’a tvrdenia 3:

ρ(Tω) = ω − 1 =
√
56−

√
31√

56 +
√
31

≈ 0.147
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Tvrdenie 3 pre náš príklad

• Vypočítame spektrálny polomer pre dané ω priamo:

Dostávame teda: ρ(Tω) =
25

4
√
14

√
31+87
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Tvrdenie 3 pre náš príklad

• Zhoduje sa to s výsledkom z tvrdenia 3:

(najprv numericky, potom zhoda dvoch presných čísel)

Poznámky k použitým príkazom v softvéri wxMaxima:
$ za príkazom: výsledok sa nevypíše
float: numerická hodnota
ratsimp: zjednodušenie výrazu
eigenvalues: vráti vlastné čísla matice a ich násobnosti, napr. [[1/3,1/2],[1,2]]
by znamenalo vlastné číslo 1/3 s násobnost’ou 1 a vlastné číslo 1/2 s násobnost’ou 2

http://andrejv.github.io/wxmaxima/
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Tvrdenie 3 pre náš príklad

• Získanú optimálnu hodnotu ω ≈ 1.147 a príslušnú hodnotu
ρ(Tω) ≈ 0.147 porovnáme s priamym výpočtom zo str. 17:
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SOR metóda pri oceňovaní derivátov

• DÚ 1:
Dokážte, že matica sústavy, ktorú dostaneme pri implicitnej
schéme riešenia Black-Scholesovej PDR, je kladne
definitná.
Tým pádom sa na našu úlohu vzt’ahujú tu uvedené
tvrdenia o konvergencii.
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Priame metódy riešenia sústavy lin. rovníc

• Priame metódy riešenia sústavy lineárnych rovníc -
Gaussova eliminačná metóda a jej modifikácie, LU rozklad

• Trojdiagonálna a diagonálne dominantná matica ⇒ na
riešenie sústavy sa dá výhodne použit’ metóda LU rozkladu

• DÚ 2 - metóda LU rozkladu
◦ Čo je LU rozklad matice? Ako sa dá využit’ na riešenie

sústavy lineárnych rovníc?
◦ Ako vyplýva z diagonálnej dominancie matice

jednoznačnost’ LU rozkladu?
◦ Prečo je LU rozklad výhodný pri sústave s

trojdiagonálnou maticou? (nie spamäti vzorce na
výpočet, ale ukázat’ princíp výpočtu na príklade a
zdôvodnit’, prečo sa pri diagonálne dominantnej matici
tento postup "nepokazí" nulami v menovateli.)

Literatúra: napr. [Ševčovič, Stehlíková, Mikula], kapitola 10.3.1
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Implementácia na cvičení

• NA CVIČENÍ: SOR metóda, jej použitie na riešenie sústavy,
ktorú dostaneme pri implicitnej schéme na numerické
riešenie Black-Scholesovej PDR

• DÔVOD: modifikácia SOR metódy sa bude dat’ použit’ na
oceňovanie amerických opcií
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