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Stochastické procesy vo financiach: motivacia

* Ceny akcii - je jasne, ze ich vyvoj nie je deterministicky, na
modelovanie potrebujeme stochastické procesy:
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Aug 11, 2014 - Aug 11,2014 +0.13(0,02%)

* Stochasticky proces: t-parametricky systém nahodnych
premennych { X (¢),t € I}, I - interval alebo diskrétna

mnozina

* To znamend: v Case t je hodnota procesu X (¢) ndhodna

premenna

II.
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Nahodna prechadzka

e Karl Pearson , 1905: modelovanie migracie komarov

V Nature, 27. 7. 1905, pise:

A man starts from a point O
and walks [ yards in a straight
line, he then turns though any
angle whatever and walks
another [ yards in a second
straight line. He repeats the
process n times. | require the
probability that after these n
steps he is a distance between
r and r + or from his origin O.

andrews.ac.uk/history/Biographies/Pearson.html
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Nahodna prechadzka

* Odpovedal Lord
Rayleigh (John William
Strutt) - odkaz na jeho
clanok z r. 1880
zaoberajuci sa vibraciami
Zvuku

* Odpoved, pre velke n
(pocet krokov), je vyraz
vychadzajuci z
normalneho rozdelenia

\ s = w e
http://www-history.mcs.st-
andrews.ac.uk/Biographies/Rayleigh.html
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Nahodna prechadzka

e Pearson komentoval v Nature:

The lesson of Lord Rayleigh’s solution is that in
open country the most probable place of finding a
drunken man who is at all capable of keeping on
his feet iIs somewhere near his starting point.

* PLAN NA NASLEDUJUCU CAST PREDNASKY:

o Priklad nahodnej prechadzky, znamy ako problém
opitého namornika

°© Budeme ho Studovat' v jednorozmernom pripade

° Potom spravime limitu — spojity pristup ("nahodny
let")

o Dostaneme sa k Wienerovmu procesu

|
II. Stochastické procesy — p.5/50



Problém opitého namornika

* Namornik sa pohybuje po priamke, zaCinav x¢g = 0

* S pravdepodobnostou 1/2 spravi krok dopredu, s
pravdepodobnostou 1/2 spravi krok dozadu

* Oznacme X,, jeho polohu po n krokoch

1/2 1/2

Xp
i i

* -ty krok: s; = =1, kazda hodnota s pravdepoodobnostou
1/2; kroky su nezavislé

* Poloha po n-tom kroku: X, =>"" | s;
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Problém opitého namornika

* Ukazka trajektorii:
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Problém opitého namornika

* Odvodime rozdelenie X,
* Mame:
o -ty krok: s; = =1, kazda hodnota s
pravdepodobnostou 1/2 = E|s;| = 0, D[s;] =1
© nezavislé prirastky
* Teda pre X,, dostaneme
° strednu hodnotu:

EXn| =E[> iy sil =21 Elss] =0
° a - vyuzitim nezavislosti krokov - disperziu:
DX, =D [} ;g 8] = 2= Dlsi] = n

* Z centralnej limitnej vety: pre velké n je rozdelenie blizke
normalnemu
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Problém opitého namornika

PRIKLAD:

* Poloha po 50 krokoch - histogram:
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* NaSe predchadzajluce vypocty: rozdelenie by malo byt
blizke N (0,50) - zhoduje sa so simulaciami
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Problém opitého namornika

INTUITIVNY PRISTUP K LIMITE:

* KratSi casovy interval medzi krokmi:
© teraz je to jednotka Casu
° nech je to 1/k (teda k krokov za jednotku Casu)

* Aby sa zachovalo rozdelenie, preskalujeme dizku kroku:

o krok dizky s; = +¢, kazda hodnota s
pravdepodobnostou 1/2
= strednd hodnota je 0 a disperzia ¢?

° v gase n je poloha namornika 37" s
= strednd hodnota je 0 a disperzia nk/¢?

© aby zostala disperzia v Case n rovna n, potrebujeme
krok dizky ¢ = 1/VE

® Chceli by sme spravit’ limitu pre £k — oo
|
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Problém opitého namornika

* PRIKLAD: 5 a 10 krokov za jednotku casu:

0 01 02 03 04 05 06 07 08B 03 1

0 01 02 03 04 05 06 07 OB 08 1

cas
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Problém opitého namornika

°* PRIKLAD: 100 a 1000 krokov za jednotku Casu:

poloha

0 01 02 03 04 05 06 07 08 08 1

cas |
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Problém opitého namornika

INTUITIVNE OCAKAVANIA O LIMITE:

* Rozdelenie prirastku na intervale [t,t + At] je limitou
nasledovnych situacii:

spravime kAt krokov a kazdy krok méa dizku ¢ = 1/v/k

kde prirastok ma
© strednu hodnotu O
o disperziu kAt D}{] = At
© priblizne normalne rozdelenie
* V limite sa da Cakat presne normalne rozdelenie N (0, At)

* Prirastky na neprekryvajucich sa casovych intervaloch su
nezavisle
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Wienerov proces: definicia

* Wienerov proces {w(t),t > 0} je ndhodny proces, ktory
splna:
) w(0)=0
i) prirastky w(t + At) — w(t) maju normalne rozdelenie
so strednou hodnotou 0 a disperziou At

i) pre kazde delenie to =0 <t1 <ty <tz <..<t, SU
prirastky

w(ty) — w(ty), w(ts) — w(ty),...,w(ty) — w(tn—_1)

nezavisle
Iv) trajektorie su spojité
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Wienerov proces - priklad

* Trajektorie Wienerovho procesu

15

h

Wienerov proces
=
L=

as: ool

1.5+ L e e Ly [ B EE B I B B
a 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.8 1

£as

* Rozdelenie Wienerovho procesu v case t :

w(t) = w(t) — w(0) ~ N(0,1)
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Wienerov proces - poznamka k disperzii

OTAZKA:
Musi byt disperzia prirastkov w(t + At) — w(t) rovna At , alebo

by to mohlo byt napr. aj A%, VA, ... ?

* K disperzii At sme sa dostali uvazovanim (intuitivnej) limity
urcitej nahodnej prechadzky

* Je mozné dostat sa k inej disperzii uvazovanim ineho
diskréetneho procesu?

* Da sa definovat' iny nahodny proces tak, ze budeme
pozadovat' inu disperziu v bode ii) definicie?
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Wienerov proces - poznamka k disperzii

* NechO0=ty<t; <..<t,=1 jedelenie [0,¢]. Potom:
(1) w(t) —w(0) = Zw(tz) — w(ti—1).
i=1

* Z nezavislosti prirastkov (disperzia suctu nezavislych
nahodnych premennych je sucet ich disperzii):

D Zw(ti) — w(tm)} = ZD[w(ti) — w(ti-1)]

* Disperzie na lavej a pravej strane (1) sa musia rovnat'

Dw(t) — w(0)] = ZD[w(tz‘) — w(ti-1)]

- toto plati, ak D|w(t + A) — w(t)] je ndsobok A,
znormujeme na A

|
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Wienerov proces - poznamka k disperzii

°* Oznacme f(x) = D[w(t + =) — w(t)] ; potom mame
podmienku

(2) flri4+axo+...2p) = f(x1)+ flx2) + ... f(z)

* Ak navyse pozadujeme, aby funkcia f bola spojita alebo
rastuca (obe vlastnosti su v tomto kontexte prirodzené), tak

f(x) = cx,
kde ¢ je konstanta, je jediné rieSenie

°* DOMACA ULOHA:
Dokazte toto tvrdenie.

|
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Wienerov proces - poznamka k disperzii

e ' . POzZNAMKA
COURS D'ANALYSE _ _ )
- * Rovnica (2) je znama ako
L’ECOLE ROYALE POLYTECHNIQUE; Cauchyho funkcionalna
Pin M. Avevsmn-Looms CAUCHY, - I'OVﬂICa
Inguninar des Faati vl (hanmdes, Frolsssss &' Ansir  Filoche polyimchaigus,
Mambpe de Tdusdimic des aci Chavalier da by Ldgen Thepaser,

. * Nachadza sav
e L (ekvivalentnom) tvare
fle+y)=flz)+ fly)s
podmienkou spojitosti v
jeho Cours d’analyse de

e i 'Ecole royale
IERismEn i polytechnique z r. 1821.
Fhes Descee frives, Libruires de Mai ot da ls Bebkotbigue du Rai,

rug Serpence, nt T,
1821.

* Bez dodatoCnej
podmienky existuju

https://archive.org/stream/ netrivialne rieSenia
coursdanalysedeOOcaucgoog

(rovnica je na str. 104) |
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Wienerov proces - dokaz existencie

DOMACA ULOHA:

* Sformulujte vetu a ukazte jej pouzitie na tuto situaciu, ktora
sa da pouzit na dokaz existencie procesu s vlastnostami
Zo str. 14
Doteraz sme uvazovali iba intuitivnu limitu (pripomenme si, Ze existuju rézne typy
konvergencie ndahodnych premennych, toto sme neSpecifikovali) a nedostali sme
sa k sporu pri vypocCte disperzie - ale to eSte nedokazuje existenciu

* Kde tento postup zlyha (napr.) pri podmienke
D[w(t + At) — w(t)] = (At)??

|
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Brownov pohyb

* Brownov pohyb :
z(t) = pt + ow(?),
kde w(t) je Wienerov proces
* Pravdepodobnostné rozdelenie z(t) ~ N (ut, o%t)

* Trajektorie s vyznaCenou strednou hodnotou:

Brownov pohyb

Eﬁs I

|
II. Stochastické procesy — p.21/50



Brown, Wiener et al.: Historické poznamky

Robert Brown (1773 -
1858), Skotsky botanik

Clanok s ndzvom A brief
account of microscopical
observations made in the
months of June, July and
August, 1827, on the
particles contained in the
pollen of plants; and on
the general existence of
active molecules in
organic and inorganic
bodies

Henry William Pickersgill: Portrait of Robert Brown, 1864
http://nla.gov.au/nla.pic-an11278663
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Brown, Wiener et al.: Historické poznamky

* Mikroskopom pozoroval
zrnka pelu z Clarkia
pulchella (na obr. viavo)
VO vode

* Malé pelové CiastoCky sa
rychlo poybovali

* Pohyb sa dal pozorovat
aj pri Ciastockach z
anorganického materialu

* Dnes to vieme vysvetlit
koliziami molekul

http://en.wikipedia.org/wiki/File:Clarkia_pulchella.jpg

http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Clarkia_pulchella_flower.jpg |
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Brown, Wiener et al.: Historické poznamky

* Albert Einstein (1905), Marian Smoluchowski (1906):
vysvetlenie Brownovho pohybu

* Jean Baptiste Perrin : séria experimentov (1900-1912),

urcenie hodnoty Avogadrovej konstanty, Nobelova cena za
fyziku v r. 1926

Perrinova prednaska pri preberani Nobelovej ceny:
http://www.nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/1926/perrin-lecture.html

* Norbert Wiener (1923): prva uplna matematicka
konstrukcia Brownovho pohybu ako spojitého
stochastickeho procesu

* Norbert Wiener, Paul Levy, ... : matematicke vlastnosti

|
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Aplikacie vo financiach: Historické poznamky

Louis Bachelier (1900): obhajoba prace Théorie de la
speculation na Sorbonne

* Na zaciatku: popis produktov na francuzskej burze v tom
case

* Model: Brownov pohyb ako model pre cenu akcie
* Vysledky:

© odvodenie pravdepodobnostneho rozdelenia, suvislost
S rovnicou vedenia tepla

© vypocet pravdepodobnosti, ze Brownov pohyb
neprekroCi zadanu aroven

© odvodenie pravdepodobnostneho rozdelenia suprema
Brownovho pohybu

|
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Aplikacie vo financiach: Historické poznamky

THEORIE

LA SPECULATION,

Par M. L. BACHELIER.

INTRODUCTION.

Les influences qui déterminent les mouvements de Ia Bourse sont

1 11 1 . L} 4 11

Celt text: http://www.numdam.org/item?id=ASENS 1900 3 17 21 0 (po franctzsky)

DNES: Brownov pohyb - nie ako model pre cenu akcie, ale pre
je] logaritmus
|

|
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Geometricky Brownov pohyb: motivacia

* Motivacia - realne ceny akcii (AMZN) a ich trend:

400
350
200
250
200
150
100

50
2009 Jul Oct 2010 Apr Jul Oct 2011 Apr Jul Oct 2012 Apr Jul Oct 2013 Apr Jul ©Oct 2014 Apr  Jul

http://finance.yahoo.com
* Bezrizikova investicia rastie pri spojitom droceni
exponencialne: z(t) = xpe

* Pridame nahodnost: z(t) = zgetttow®)

|
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(Geometricky Brownov pohyb

* Geometricky Brownov pohyb:

z(t) = xo exp(ut + ow(t)),
kde w(t) je Wienerov proces
* Ukazka trajektorii:

—k
—k

—
[ B
L+ 1

geometricky Brownov pohyb

TR 5 T o N 4 T v 1 o I & +
PN N T TR N [T NI NI T '

o

* QOdvodime strednu hodnotu a disperziu GBP. ,

|
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GBP - stredna hodnota, disperzia

* Pripomenme si z pravdepodobnosti:
Ak X je nahodna premenna s hustotou f, tak stredna

hodnota ¢(X) je [°._ g(z)f(x)dx.
* Teda napriklad: E[e*] = [~ _e® f(x)dx.

— 00

* V nasom pripade potrebujeme:
E [xg exp(ut + ow(t))] = 2o [exp(ut + cw(t))],
priCom vieme, ze
ut + ow(t) ~ N(ut,ot);

teda ut + cw(t) ma hustotu
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GBP - stredna hodnota, disperzia

* Teda:

1D [e,ut—kaw

(z—pt)?
e dx
/ VvV 2mo?t

- / T g
55

o2t
o0 ]_ - [:c—(ut—|—0'2t)]2—2ua2t2—o4t2
_ 2ot
2 [ 1 [z — (ut+o2)]2
— e'wH_T/ e 202t dx
_ Qrwot
t 0'275
— Mty
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GBP - stredna hodnota, disperzia

* Disperzia:
D [z exp(ut + ow(t))] = & D [exp(ut + cw(t))]

* Pripomenme si, ze disperzia nahodnej premennej X sa da
vyjadrit ako D[X] = E[X?] — (E[X])? - takZe potrebujeme
E [(e,ut—i—aw(t))Q}

* Podobne ako pri vypocte strednej hodnoty:

2 o0 1 (z—pt)?
- [(6 ) ] B /—oo(6 ) 27T0'2t6 e

|
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GBP - stredna hodnota, disperzia

* Zhrnutie:
E [z exp(ut + ow(t))] = ot
D [zg exp(ut + cw(t))] = z2e2Hitot (e“zt — 1)

® |né odvodenie:

©  odvodime najprv hustotu GBP (lognormalne rozdelenie - budeme s nim
pracovat na cviceniach) a pouZzijeme ju na vypocet strednej hodnoty a
disperzie — ucebnica [SevEovi¢, Stehlikova, Mikula] - DOMACA ULOHA

©  pouzitim It6ovej lemy — neskor v tejto prednaske

|
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Model pre ceny akcie

* Model: cena akcie S(t) sa riadi geometrickym Browovym
pohybom
S(t) = Spexp(ut + cw(t)),

* Budeme pouzivat logaritmické vynosy:

|
II. Stochastické procesy — p.33/50



Model pre ceny akcie

* Potom mame:

So e,uH—aw(t)
log ( Soeu(tAt)+aw(tAt)>

= oo ( 6pAt+a(w(t)—w(t—At)))

= pAt+o(w(t) —w(t — At)) ~ N(uAt, o°t)

a tieto vynosy su nezavisle
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Ceny akcie - odhad parametrov GBP

Postupujeme nasledovne:

1. Oznatme At = dlzka ¢asového intervalu medzi dvoma
pozorovaniami [v rokoch]

2. Vypocitame vynosy - podlfa modelu su to ID N (uAt, o2 At)
nahodné premenné

3. Odhadneme ich strednu hodnotu a disperziu:

* m = aritmeticky priemer vynosov — odhad strednej
hodnoty uAt
e 52 = vyberova disperzia vynosov — odhad disperzie
g2 At
4. Odhadneme parametre GBP:
_m __.]5
A O T VA

|
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I[toova lema

® Nobelprize.org

Weabh Site of the leabiel

Nobel Prizes and Laureates Nomination Ceremonies

All Prizes in Economic
Sciences
- i Ty

The Sveriges Riksbank Prize in Economic Sciences in
Memory of Alfred Nobel 1997

Robert C. Merton and Myron S. Scholes

"for a new method to determine the value of derivatives"

. _—
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I[toova lema

Guillermo Ferreyra: The Mathematics Behind the 1997 Nobel Prize in Economics
http://www.ams.org/samplings/feature-column/fcarc-black-scholes-ito

* Feature Column na stranke Americke] matematicke]
spoloCnosti:

Black and Scholes determined explicitly a
stochastic process model for the evolution of the
price s of certain assets, and, further, developed a
formula for the value V' = V' (s, ) of the European
call option. This is a function of the random
variable s and of the time variable ¢. Once again,
the work of K. 1td supplies the needed chain rule
to differentiate V' as a function of these two
variables .

|
II. Stochastické procesy — p.37/50



I[toova lema

* Pokracovanie:

Differentiation of composition of real valued
functions is studied in freshman calculus. I1t0’s rule
IS similar in spirit, but it is the differentiation rule for
functions of random processes when the random
processes are solutions of SDE’s. Moreover, the
rule looks like the ordinary chain rule studied in
calculus, but with an additional summand called
ItO0’s correction term.  Using this rule Black and
Scholes were able to deduce their formula for V

* Na dalSich prednaskach vysvetlime aj:

As a byproduct of their deduction, they obtained a
ratio for the mix between options and assets so
that the resulting mix is hedged against
fluctuations in the market price of the asset.

|
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I[toova lema

* |tdova lema - ako pocCitat diferencialy nahodnych funkcii:

Prednaska pri prilezitosti 80. narodenin, Kjoto, 1995
http://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/ "kenkyubu/past-director/ito/ito-kiyosi.htmi

o I§Ia obrazku:
Cojedr, ak x

* Vidime: d(w?)

w3, kde w je Wienerov proces?

3w? dw + . .. - o je ten d'alsi ¢len?

II.
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Itoova lema - formulacia

Nech f(z,t) je C? hladka funkcia premennych z,t a nech proces
{x(t),t > 0} vyhovuje stochastickej diferencialnej rovnici

dx = pu(x,t)dt + o(x,t)dw,
Potom

_ of S 0*f
df = a—xdx ((9_+ 50 ?(x, t)8x2) dt

0% f of

0 0
— (8{ + p(x, t)a—f + 5° ’(z, t)3x2) dt + o(z, t)%dw

|
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Itoova lema - intuitivny dokaz

* Rozvoj do druhého radu:

Of ., 9 . (32f 0* f

0 I 4 dt + == (dt) )

df = —-dt+ =

il (dz)” +

3:1:(9 ot?
e Ztoho, ze dw = ®V/dt, kde ® ~ N(0,1), vyplyva, Ze
(dz)? = o*(dw)? + 2uodw dt + p*(dt)?
~ oldt+ O((dt)*?) + O((dt)?)
* Podobne: dz dt = O((dt)%/?) + O((dt)?)
* Cleny radu dt,dw v rozvoji df teda su:

82
df:%da: (a—‘:—l— ~o?(x, )&Bf)dt

|
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Itoova lema - priklady

* Priklad z fotky (K. It6)

* Cena akcie sledujuca geometricky Brownov pohyb
S(t) _ Soe,ut—i—aw(t):

2
ds = (u n %) Sdt + oSdw

* Niekedy sa model piSe v tvare

dS = pSdt + oSdw

- tiez GBP, ale s inymi parametrami:

S(t) = Speli=F)tou®

|
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Momenty GBP: pomocou Itéovej lemy

* Nech Y (t) = zgexp(X(t)), kde X (t) = ut + ocw(t)
* Zoberieme f(t,x) = zge® =

2
dy — (u + %) Ydt + oY duw

* Potom: ;
dE[Y] = (u + %) E[Y]dt + oE[Y duw]

— (u + %2) EY|dt

co je ODR pre EY (¢)

* ZaciatoCna podmienka: EY (0) = z

* RieSenie tejto ODR so zacCiatocnou podmienkou:
ElY] = :Bge(u+§)t

|
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Momenty GBP: pomocou Itéovej lemy

Na vypocet D[Y] potrebujeme E[Y?] = E[z exp(X (t))]:

* Zoberieme f(t,z) = z3(e?)? = x5e®* =

d(Y (t)?) = df = 2(u + o?)Y (t)?dt + 20Y (t)*dw

* Potom
dE[(Y (£)*)] = 2(u + o*)E[(Y (£)*)dt

¢o je ODR pre E[Y?]
* Zacatotna podmienka: E[Y (0)?] = 3
°* DOMACA ULOHA: DokoncCite tento vypocet.
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[toova lema v ocenovani finan¢nych derivatov

* Prvy krok v odvodeni Black-Scholesovho modelu na
ocenovanie financnych derivatov:

° Predpokladajme, ze cena akcie vyhovuje stochastickej
diferencialnej rovnici (GBP) dS = uSdt + o Sdw

© Cena derivatu V' (napr. opcie) zavisi od Casu t a od
ceny akcie S, teda V.=V (S,t)

o Stochasticka diferencialna rovnica pre cenu derivatu sa
potom ziska pouzitim Itdovej lemy

|
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Viacrozmerna Itoova lema - motivacia

* Derivat moéze zavisiet od viacerych podkladovych aktv
* Priklad: spread option - opcia s payoffom

V(Sl, SQ, T) = maX(O, Sl — SQ)

* Potrebujeme dV pre V =V (51, Ss,1)

|
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Viacrozmerna Itoova lema - vSeobecne

* Nahodny proces (pre:=1,...,n)
dr; = pu;(Z,t)dt + Zaik(f, t)dwy,
k=1

kde W = (wq,ws,...,w,)" je vektor Wienerovych procesov

s korelacnou maticou (p;;);';_

E[dwz dwj] = ,Oijdt

* Hladka funkcia

f — f(fat) — f(ajlame"?:Bn?t) : R™ X [O7T] — R

* Pocitame df
|

|
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Viacrozmerna Itoova lema - vSeobecne

* Znovu Taylorov rozvoj:

if = g—{dt Vo f.di
% ((df)Tvif e 2%—{.mefdt + %%(dtﬁ) +o.
* Cleny dt dx;, (dt)? st vy$Sieho radu ako dt
* Cleny dz; dz;:
dr;dr; = z”: ok jidwy, dw, + O((dt)3/?) + O((dt)?)

k=1

Y owojipudt + O((dt)*?) + O((dt)?)
Bl=1

Q

|
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Viacrozmerna Itoova lema - priklad

* Demonstrujeme tento postup na priklade:
PRIKLAD:
Vypocitajte dV, ak V = V' (¢, 51, S2) kde S; a Sy su GBP
dS; = u;S;dt + 0;5;dw; (Z =1, 2)

a Cor(wy,ws) = p.

* Budeme potrebovat pri odvodeni ceny opcie s payoffom
V(Sl, SQ, T) = maX(O, Sl — SQ)

* Dovtedy: Ako odhadnut parametre dvojrozmerneho GBP -
budeme ich dosadzovat do odvodenej ceny opcie

|
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Kijosi It6 (1915-2008)

In precisely built mathematical structures, mathematicians find
the same sort of beauty others find in enchanting pieces of
music, or in magnificent architecture.

Without numerical formulae, | could never communicate the
sweet melody played in my heart. Stochastic differential
equations, called "Ito Formula", are currently in wide use for
describing phenomena of random fluctuations over time. When |
first set forth stochastic differential equations, however, my
paper did not attract attention. It was over ten years after my
paper that other mathematicians began reading my "musical
scores" and playing my "music" with their "instruments".

K. 1t6, abstrakt prednasky
My Sixty Years along the Path of Probability Theory (1998).
Cela prednaska: http://www.inamori-f.or.jp/laureates/k14 b kiyoshi/img/Ict_e.pdf

|
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