Finan¢né derivaty 2016/2017
Teoretické priklady

Vsade w(t) oznacuje hodnotu Wienerovho procesu v ¢ase t. V Black-Scholesovom modeli
uvazujeme - ak nie je povedané inak - akciu, ktora nevyplaca dividendy.

1 Priklady na teoretické cvic¢enie 20.3.2017

1.

Na cvi¢eni sme vypocitali varianciu ndhodnej premennej w(1)+w(2). Teraz vypocitajme
varianciu ndhodnej premennej w(1) + w(2) + w(3).

. Vypocitajte diferencial nahodnych procesov:

(a) z1(t) = 23(t)t?, kde dz = 3xdt + 5xdw
(b) z2(t) = 23(t)y?(t), kde z je rovnaké ako v prvom bode a dy = y2dt + dw
t y(t)

(c) z3(t) = +(0)» kde x,y st rovnaké ako v predchadzajicom bode

Uvazujme Ornstein-Uhlenbeckov proces dany stochastickou diferencidlnou rovnicou dx =
k(0 — x)dt + odw, kde k, 0, o st kladné konstanty. Odvodte (podobne ako pre geomet-
ricky Brownov pohyb na prednéske) obyé¢ajnu diferencidlnu rovnicu pre stredntt hodnotu
procesu v Case t a najdite jej rieSenie. Ako zavisi od parametrov procesu?

Predpokladajme, Ze akcia vyplaca spojité dividendy. Co o¢akdvame pre deltu call opcie
na zéklade jej interpretacie pomocou delta hedzingu? Aké bude mat znamienko a aka
bude v porovnani s deltou v pripade, Ze akcia dividendy nevyplaca? Tieto vlastnosti
dokazte.

. Co o¢akévame od zévislosti ceny chooser opcie od ¢asu volby? Svoje tvrdenie dokazte.

2 Priklady na precvicenie: level 1 (priebezna pisomka)

Okrem prikladov z cviceni napriklad takéto tlohy:

1.

2.

Pre t € [0,1] definujme Brownov most B(t) vztahom B(t) = w(t) — tw(1). Vypodcitajte
jeho disperziu v ¢ase t € [0,1] (ako skusku pouzite hodnoty tohoto procesu v ¢asoch
0 a 1, z ktorych vyplyva aj jeho pomenovanie - Brownov most). V akom ¢ase je jeho
disperzia maximéalna?

Banka modeluje vymenny kurz USD/EUR, ozna¢me ho C, geometrickym Brownovym
pohybom. V§imnime si, ze potom 1/C je vymenny kurz EUR/USD. Poboc¢ka banky v



eurozdne potrebuje pre svoje vypocty ocakavant hodnotu vymenného kurzu USD/EUR
o rok. Pouzitim modelu banka dostane vysledok, ze je to a USD za 1 EUR. Pobocka
v USA zasa pre ocakavant hodnotu vymenného kurzu EUR/USD dostane b EUR za 1
USD. Dokazte, ze sucin ab nemoze byt mensi ako 1.

Predpokladajme, Ze cena akcie sa riadi geometrickym Brownovym pohybom. Stredna
hodnota ceny akcie o rok je 120 USD a jej median je 115 USD. Ak4 je pravdepodobnost,

.....

Uvazujme Black-Scholesovu cenu call opcie V (S, t). Dokézte, ze pre S; > S plati ne-

rovnost “;Eg;g > g—; Ndvod: Pozrite sa na podiel V(S,t)/S ako na funkciu S.

. Predpokladajme, Ze cena akcie S sa riadi geometrickym Brownovym pohybom. Uva-

zujme pravdepodobnost zaporného vynosu v case t ako funkciu ¢asu, teda definujme
funkciu p(t) = Pr{ln (S(¢)/S(0)) < 0]. Ukazte, Ze je mozné, aby stredna hodnota E[S(t)]
bola rasttcou funciou ¢asu t, ale pritom limita lim;_,, p(t) bola rovna 1 (t. j. uvedte kon-
krétny geometricky Brownov pohyb a dokazte, Ze pren platia uvedené tvrdenia). Ako je
mozné, Ze tieto dve vlastnosti - rasttica stredna hodnota ceny akcie a pravdepodobnost
zaporného vynosu iduca k jednej - nie sa v spore?

3 Priklady na precvicenie: level 2 (skuska)

Okrem prikladov z prednésok a cviceni, a prikladov z levelu I napriklad takéto tlohy:

1.

2.

3.

Uvazujme Black-Scholesove predpoklady s tym rozdielom, Ze namiesto geometrického
Brownovho pohybu pre cenu akcie budeme - podobne ako Louis Bachelier na zaciatku
20. storodia - predpokladat klasicky Brownov pohyb. To znamen4, Ze cena akcie sa riadi
stochastickou diferencialnou rovnicou dS = pudt+ odw. Odvodte PDR pre cenu derivatu
a vypocitajte cenu call opcie v pripade, ze irokova miera je nulova.

(a) Dokazte, ze ak je payoff nezdpony a ostro kladny na nejakom intervale, tak Black-
Scholesova cena je kladna pre kazdé S, 7 > 0. Aka je finan¢né interpretacia tohto
tvrdenia?

(b) Dokézte, ze aj V je rieSenim Black-Scholesovej rovnice, tak aj S g—g je rieSenim.
Vyuzite toto pomocné tvrdenie na dokaz toho, ze ak je payoff diferencovatelnou
funkciou, pri¢om jeho derivéicia podla S je nezdporna a na nejakom intervale ostro
kladné, tak derivacia rieSenia podla S je kladn4 pre kazdé S, 7 > 0. Ak4 je finanéné
interpretacia tohto tvrdenia?

(c) Dokazte, ze ak je payoff dvakrat diferencovatelnou funkciou, pricom jeho druhé
derivécia podla S je nezdpornd a na nejakom intervale ostro kladné, tak druhé
derivécia rieSenia podla S je kladna pre kazdé S, 7 > 0. Aka je (geometricka) inter-
pretacia tohto tvrdenia? Ndvod: Treba sformulovat a dokdzat analogické tvrdenie
k pomocnému tvrdeniu z ulohy (b)

Uvazujme call opciu vypisant investorom, ktory ma iba o € (0,1) akcii. To znamena,
Ze ak by payoff call opcie mal byt vyssi ako aS (kde S je cena akcie v Case expirécie),
majitel opcie dostane iba «.S.



(a) Dokéazte, Ze cena takejto opcie je mensia ako cena klasickej call opcie s rovnkymi
parametrami.

(b) Vypocitajte Black-Scholesovu cenu takejto opcie.

(c) Vypocitajte deltu opcie a jej limitu pre S — oo a interpretujte hodnotu tejto
limity:.

4. Uvazujme rovnaké predpoklady ako pri ocetiovani spread opcii. Odvodte Black-Scholesovu
cenu derivéatu, ktory v ¢ase expiracie vyplati payoff max(S7, S2) (teda hodnotu tej akcie,
ktora bude maf v Gase expiracie vyssiu cenu). Navod: Transformujte ulohu tak, aby sa
dala pouzit Margrabeho formula.



