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Urokové miery

* Doteraz sme predpokladali, ze urokova miera je
konStantna , napr. pri ocenované bezrizikového portfélia v

odvodeni Black-Scholesovho modelu: dP = rPdt

* V skutoCnosti:
° urokova miera nie je konstantna

© existuju urokové miery s roznymi splatnostami
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Urokové miery

* Ukazka - aktualny Euribor (European Inter-Bank Offered
Rate):
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Short rate modely

e Short rate - tzv. okamzita urokova miera - Urokova miera na
nekonecne kratky Cas

* Teoreticka veliCina, prakticky sa nahradza urokovou mierou
na kratky Cas (1 mesiac, 3 mesiace)

* Short rate modely:
o Short rate » modelujeme pomocou stochastickej
diferencialnej rovnice
dr = p(r,t)dt + o(r,t)dw

Terminologia: p(r, t) - drift, o(r, t) - volatilita
o QOstatne urokové miery, derivaty - rieSenim parcialne;
diferencialnej rovnice
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Mean-reversion modely

* Mean-reversion - priblizovanie sa k dlhodobo rovnovaznej
hodnote

e Zahrnutie tejto vlastnosti do short rate modelu: drift
zvolime v tvare

M(Ta t) — /{(9 o T)ﬁ{a
kde k, 0 > 0 su konStanty
* ODR pre strednt hodnotu E|r| (pri danom r):

dE[r] = k(0 — E[r])dt + E(o(r,t)dw = (0 — E[r])dt,

jej rieSenim je: E[ry] = roe " + (1 — e )0
°* Platiteda E|r] — 0 pre t — o
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Mean-reversion modely

* Ukazka pre niekolko hodnot r:

Expected value of the process
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Comu sa rovna 6? V akom parametri sa lisia?
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Mean-reversion modely

* Priklad:
dr = k(0 — r)dt + odw

Ornstein-Uhlenbeckov proces, resp. Vasickov model pri
modelovani urokovych mier
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Priklady jednofaktorovych modelov

* Uz spominany VaSickov model

dr = k(0 — r)dt + odw

* Nevyhoda:

o "historicky": pripusta zaporneé urokoveé miery (zatial
Intuitivne: aj pre r velmi blizke nule je volatilita stale
rovnaka) - toto uz ale neplati, dnes mézeme vidiet' aj
zaporné urokové miery

o vyolatilita nezavisi od hodnoty short rate
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Priklady jednofaktorovych modelov

®* Cox-Ingersoll-Ross:

© J.C. Cox., J. E. Ingersoll Jr, S. A. Ross, A theory of the term structure of
interest rates, Econometrica (1985) 385-407.

° Short rate:

dr = k(0 — r)dt + o/rdw

© Nepripusta zaporné urokové miery (intuitivne: pre
r = 0 je volatilita nulova a drift kladny)

o Da sa ukazat, Ze ak 2xB> o, tak aj dosiahnutie r = 0
ma nulovu pravdepodobnost (intuicia: SDR pre
y = In(r) a analyza driftu)
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Priklady jednofaktorovych modelov

* Chan-Karolyi-Longstaff-Sanders:

© C. K. Chan, G. A. Karolyi, F A. Longstaff, A. B. Sanders, An empirical
comparison of alternative models of the short-term interest rate, The
Journal of Finance 47 (1992) 1209-1227.

© Short rate:
dr = k(0 — r)dt + or”dw
° VaSicek a CIR su Specialne pripady (v = 0,7 = 1/2)
© Odhadovali vSeobecny model (optimalna ~ vysla 1.5) a

testovali v = 0,~v = 1/2 ako hypotézy o parametroch —
zamietli sa

© Neskor vela d'alSich studii tohto typu (r6zne data,
rbzne Statistické metody)
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Fokker-Planckova PDR

* Fokker-Planckova PDR - je to parcialna diferencialna
rovnica pre hustotu pravdepodobnostného rozdelenia

hodnoty procesu

®  Pre zaujimavost'

©  Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947) spieval, hral na klavir, organ a
celo, skladal piesne a opery... rozhodol sa vSak Studovat’ fyziku

©  Adriaan Daniél Fokker (1887-1972) sa zaujimal o mikrotonalnu hudbu,
navrhol 31 tébnovy organ, ktory bol vystaveny v Teylers Museum v Haarleme
(najstarSie holandské muzeum, Fokker bol kuratorom fyzikalneho kabinetu)
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Fokker-Planckova PDR

A. D. Fokker a jeho organ:

Tato a d'alSie fotografie: http://www.huygens-fokker.org/instruments/fokkerorgan.html
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Fokker-Planckova PDR

* Uvazujme proces
dr = p(x,t)dt + o(x,t)dw

a definujme funkciu g(x,t) ako podmienenu hustotu
rozdelenia procesu v case t pri danej hodnote z( v Case
t=20

°* TVRDENIE:
Potom funkcia g(x,t) je rieSenim Fokker-Planckovej PDR

dg 1 O? 0
— = — — (19)

107 9
at_28:132( ) Ox

so zacCiatocnou podmienkou g(x,0) = d(x — xg).
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Fokker-Planckova PDR

Poznamka k funkcii 6 zo zacatocnej podmienky - je to tzv.
Diracova funkcia:

* Nie je to funkcia v klasickom zmysle slova

°* |ntuitivne:
o funkcia splfiajuca

d(x—x0) = { 0 prez 7 2 : /OO d(x—xg)dz = 1.

+o00  prex = xg o

° "hustota" nahodnej premennej nadobudajucej danu
hodnotu x( s pravdepodobnostou 1

° Plati: [ d(x — o) f(x)dz = f(z0)

* Da sa matematicky presne definovat (nebudeme to teraz
robit)
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Fokker-Planckova PDR

Intuitivne - funkcie konvergujuce k Diracovej funkcii:
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Fokker-Planckova PDR: dokaz

°* Nech V = V(x,t) je Tubovolna hladka funkcia s
kompaktnym nosicom, teda V' € C§°(R x (0,7))

* Z Itéovej lemy:

oV 20V oV oV

* Nech E; je stredna hodnota vzhlfadom na rozdelenie dané
hustotou g(z, t)

°* Potom

(9_V 0282_V_|_ (9_V dt
Ot 2 922 oz '

dE,(V) = Ey(dV) = E; K i
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Fokker-Planckova PDR: dokaz

* KedzeV e Cg°, tak V(z,0) =V (x,T) =0a V(x,t) =0 pre
lz| > R kde R > 0 je dostatocne velke.

* |ntegraciou per partes dostaneme:
T d av 0?9’V OV
0 = / —Et(V)dt—A Et ( It 9 8$2 —|—,LL%) dt
0 202V oV
= / /( 2 9.2 —|—,uam>g(a:,t)da:dt

- // xt<—_g+%88—;(a2g)—%(ug))dxdt.

* Pretoze V e C§°(R x (0,7")) bolo fTubovolné, pre hustotu
g = g(x,t) dostavame Fokker-Planckovu rovnicu
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Fokker-Planckova PDR: priklady

PRIKLAD 1: Wienerov proces x; = wy
°* Mame teda: u(z,t) =0, o(z,t) =1, 29 =0
* Fokker-Planckova PDR: hustota g(z, t) spliia
Og _10%
ot 2 0x?
so zaciatocnou podmienkou g(x,0) = d(x)
* Rovnica vedenia tepla = rieSenie z Greenovho vzorca:

g(x,t) = /OO G(x — s,t)g(s,0)ds = /OO G(x — s,t)(s)ds

1 22

6_ 27t

\ 27t 7

co je hustota N(O,t) rozdelenia

= G(x,t) =
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Fokker-Planckova PDR: priklady

PRIKLAD 2: Posunuty Brownov pohyb z; = zg + ut + ocw;
* Mame teda: u(z,t) = pu, o(x,t) =0
* Fokker-Planckova PDR: hustota g(z, t) spliia
dg o? 0%g dg

ot 2022 "o
so zaciatocnou podmienkou g(x,0) = d(x — xg)

* Parabolicka PDR, ktora sa exponencialnou transformaciou
g(x,t) = e Py (z, t) transformuje na rovnicu vedenia
tepla
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Fokker-Planckova PDR: priklady

PRIKLAD 3: Nech z; je Ornestein-Uhlenbeckov proces

* Kvoli konstante pri dw mdézeme oCakavat normalne
rozdelenie

* Uz mame vypocitanu strednu hodnotu
* Budeme hladat rovnicu pre disperziu:
%S11) mi(t) . =xQ¥exp(-kappa*t)+theta*(l-exp(-kappa*t)) %

%12) g(x,t):=exp(-(x-mi(t))"2/(2*s2(t)))/sqrt(2*%pi*s2(t));

[- (x - mi (t)jz]
exp

2s2(t)

N2ns2(t)

%13) -diff(g(x,t),t)+
(sigma™2/2)*¥diff(g(x,t),x,2)+
kappa*g(x,t) -
kappa* (theta-x)*diff{gl{x,t),x) %

%02) glx, t):=

(Vypocty v softvéri wx Maxi ma: http://wxmaxima.sourceforge.net)
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Fokker-Planckova PDR: priklady

* Rozlozime na sucin:

factor(%) ;

d
—s2(t)+2k s2(t)- 02| (x0%-2%e* T x x0+2%e* T o x0-20x0+%e2 P x2-2%e? T B x

dt

+2% T Bx+%e? T B2 2%e T 6%+0%- %2 T s2(t))
2 %e'”tﬁxl Bx %e ®1pd e 2KTged g2

(%04) -

%e'z”txﬁzl%e'”txxﬁ %e'”tﬂxﬂl%e'z"tﬁxﬂ X . -
e C 2s2(8) s20t) | s2(t) | s2At) 2s2(t) s20t)  s2At) s20t) | 2s2e)  2s2e) )/
(232 s2(t)°/9)

* PrehladnejSie:

factor(%);

(%04) l

+2%eX T o x+%e?K T 62- 2%eX T 62+ 62- %2 T s2(t))
%e'z"txﬂzl%e"‘txx@ %e'"tﬂxﬂl%e'z"tﬁxﬂ X2 %e'“tﬂxl Bx %e Flpgd me-2Ktgd <

2s2() | s20d) | saE) | sa(f)  2s2(f) =2ty sae) sa(f) | 2s2(f) _zsz(r)_EK

Al x02-2% " T x x0+2%" T O x0-20x0+%e?Xt x2_2%a2KT gy

t

%o

* Tento vyraz sa ma rovnat' nule
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Fokker-Planckova PDR: priklady

* Ziskany vyraz sa ma rovnat nule = to plati, ak
s2'(t) + 2k s2(t) —0° =0

* Disperziav Case t = 0 je nulova = zacCiatocna podmienka
s2(0) =0
* RieSenie:
o’ Ikt
2(t) = — (1 — e 2%
s2(t) o ( e )

* ZAVER:
Rozdelenie Ornstein-Uhlenbeckovho procesu je normalne
rozdelenie so strednou hodnotou rge™" + (1 — e ®)f a s

disperziou s2(t) = Z- (1 — e~ )
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Fokker-Planckova PDR: limitné rozdelenie

* PRIKLAD: Ornestein-Uhlenbeckov proces - hustoty pre
dané xy a niekol'ko casov ¢:
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Fokker-Planckova PDR: limitné rozdelenie

* Hustoty konverguju k urCitému limitnému rozdeleniu

°* Pret — oo plati:

E:Tt

]D):’I“t

’I"():

7“():

roe " 4+ (1 —e )0 — 0

0_2

2K

0_2

=2kt o
(1 e ) — o
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Fokker-Planckova PDR: limitné rozdelenie

* PRIKLAD: Ornestein-Uhlenbeckov proces - hustoty pre
dané z( a niekolko Casov t (z predchadzajuceho obrazka)
a limitna hustota (Cierna Ciara):

400

350
300

250

200
150
100 \

50 -

Modelovanie urokovvch mier I. — p. 25/29



Fokker-Planckova PDR: limitné rozdelenie

* Limitné rozdelenie netreba pocitat z podmieneného
rozdelenia (to je Casto zlozité)

* Priamy vypocet z Fokker-Planckovej rovnice:
° vieme, Ze hustota ¢(z,t) v €ase ¢ spliia PDR
og 10* 0
E_§W(U 9)—%(,“9)
o uvazujme limitu f(x) := limy_,oc g(, t)

o tato limita potom splfia stacionarnu Fokker-Planckovu
rovnicu:
1 d?

0=5-> A G f)——(uf)

s normovacou podmienkou (aby to bola hustota
nahodnej premennej) [~ f(z)dz =1

Modelovanie iirokovvch mier I. — p.

26/29



Fokker-Planckova PDR: limitné rozdelenie

PRIKLAD: CIR model pre urokové miery

* Pripomenme si stochasticku diferencialnu rovnicu pre
urokovd mieru: dx = k(0 — x)dt + o+/xdw

* Nech 2xb> o2 (potom sa nenadobtida nulova hodnota)

* Hustota g(z,t) v ¢ase t spliia PDR

dg 1 0? 9 0,
9 9922 (UXQ) . (k(0 —x)g)

S0 zacCiatocnou podmienkou
g(x,0) = 6(x — o)

* Existuje explicitné vyjadrenie pre g(x,t), ale je pomerne
komplikované (necentralne chi-kvadrat rozdelenie, resp.

modifikovana Besselova funkcia druhého druhu)
|
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Fokker-Planckova PDR: limitné rozdelenie

PRIKLAD - POKRACOVANIE:
* Explicitne riesenie (nebudeme dokazovat):

(V)

o(e.t) = e (1) 1 2v/m),

u

(pre z > 0, inak g(x,t) = 0), pricom I, je modifikovana
Besselova funkcia prveho druhu radu ¢ a

2K
o?(1 — e=*t)

Kt

U = cxpe

U CX

* Limitné rozdelenie sa vSak da najst’ aj bez znalosti tohto
podmieneného rozdelenia
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Fokker-Planckova PDR: limitné rozdelenie

PRIKLAD - POKRACOVANIE:

* Limitna hustota f(z) := lim;_,. g(z,t) spliia stacionarnu
Fokker-Planckovu rovnicu: (pre x > 0, inak je nulova,
ked'ze proces nenadobuda zaporné hodnoty)

* Zintegrovanim dostaneme:

2r 0 2K

flx)=Kao> te 27

* Konstantu K ur¢ime z podmienky [~ f(z)dz =1

* VSimnime si, ze sme dostali hustotu gama rozdelenia
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