Finanéné derivaty 2022/2023

Vzorova skuska

1 Vzorova pisomni ¢éast

Instrukcie:
e Cas na vypracovanie: 90 mintt

e Bez pouzitia poznamok, kalkulacky, notebookov, mobilu a pod. Povoleny je tahak
vo formate A4 (mdze byt popisany z obidvoch strdn)

e Okrem posledného pripaku treba odpovede uvedené v rieseni odvodit, za odpoved bez
zdovodnenia nie su ziadne body. Takisto nie si body za napisanie tvrdeni suvisiacich
so zadanfm, ak neboli nijako vyuzité pri rieseni. Ciastoény pocet bodov sa vsak da
ziskat za netplné riesenie.

Zadanie:
Ak nie je povedané inak, platia Black-Scholesove predpoklady, derivaty st eurépskeho typu
a akcia nevypléca dividendy.

1. (6 bodov) Kupili sme derivét, ktory predstavuje balik 10 call opcii s strikom 50
s rovnakym ¢asom exspirdcie. Ich vypisovatel vSak avizuje, Zze bude mat vo svojom
portféliu len 5 akcii, a Ze ak by nas payoff v ¢ase exspiracie mal byt vyssi ako 5,
tak dostaneme len 5S5. V opa¢nom pripade bude nas payoff rovny klasickému payoffu
call opcii, teda 10 max(S — 50, 0). Vypocitajte cenu takéhoto derivatu a vyjadrite ju
pomocou distribu¢nej funkcie normalizovaného normélneho rozdelenia. Bez dokazu
mozete pouzit vzorec pre cenu call opcie.

2. (6 bodov) Predpokladajme, ze okamzitd tirokovd miera r sa vyvija podla Vasickovho
modelu. Majme derivat, ktory v ¢ase exspiracie vyplati sumu ¢iselne rovnu druhej
mocninej okamzitej irokovej miery vyjadrenej v percentdach. Ak teda napr. r = 0.02
(¢o st dve percentd), tak dostaneme payoff 22 = 4. Rozhodnite, ¢i sa cena takéhoto
derivatu da zapisat v tvare V(r,t) = f(t)r? a svoje tvrdenie dokazte.

3. e (6 bodov) Predpokladajme, 7Ze chceme ocenit derivat s payoffom S?. Z cviceni
vieme, Ze jeho cena ma tvar V(S,t) = «(t)S?, ale funkcia a(t) sa nerovnd
identicky jednej (teda riesenie nie je v kazdom ¢ase rovné S?, o ¢om sa mozeme
predvedcit aj dosadenim do Black-Scholesovej PDR - nebude splnend).
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Predstavme si vsak nasledujuci alternativny postup:
Zavedme substiticiu Y = S2. Potom, ak dS = uSdt + cSdw, tak pre Y mame

1
dY =25dS + 32 (dS)? = 2uS?dt + 205 dw + o> S?dt,
teda aj Y je geometricky Brownov pohyb

dY = (2u+ o*)Ydt + 20Y dw.

PDR pre cenu derivatu v premennej Y potom je (dosadime do Black-Scholesovej
rovnice novui volatilitu)

1 2
%‘t/ + TYg}‘i + 2(20)23/22};2 —rV =0
s koncovou podmienkou V(Y,T) =Y. Jej rieSenim je V(Y,t) = Y, mozeme sa
o tom presvedéif dosadenim. To ale znamend, Ze cena derivatu v povodnych
premennych je S2.
Dostali sme sa k zlému vysledku. Kde je v tomto rieseni chyba? (Ide o logicku
chybu, nie o numericki chybu pri derivovani a pod.)

(6 bodov) Pre urciti specidlnu kombindciu parametrov modelu je vysledok
V(S,t) = S? z predchddzajiceho bodu spravny. Zistite, pre aku a vysvetlite,
preco v tomto pripade predchédzajici postup déva spravny vysledok (na rozdiel
od vseobecného pripadu).

4. (16 bodov) O nasledujicich tvrdeniach rozhodnite, ¢i si pravdivé. Piste len odpo-
vede, za kazdi spravnu odpoved je 1 bod, za kazdi nespravnu je minus 1 bod, za
otazku bez odpovede je 0 bodov.

(a)

Cena opcie, ktora vyplati 1 USD, ak bude cena akcie v ¢ase exspiracie mensia
ako 100 USD (inak nevyplati ni¢), je konvexnou funkciou premennej S.

Limita ceny call opcie, ak volatilita akcie ide k nule, sa vzdy rovnd nule.

Azijské opcie st charakteristické tym, ze ich payoff zavisi od ceny viacerych akcii
v ¢ase exspiracie.

PSOR metéda sa d4 vyuzit pri numerickom ocenovani americkych opcii.

Urokova miera s 10 rocnou maturitou je vo Vasickovom modeli lindrnou funkciou
okamzitej urokovej miery.

PSOR metoda slizi na riesenie stustavy linearnych rovnic.

Uvazujme stustavu rovnic, ktori rieSime pri explicitnej schéme na rieSenie rovnice
vedenia tepla. Ak v SOR algoritme zvolime kladni hodnotu parametra omega,
metéda bude urcite konvergovat.

Gama call a put opcie s rovnakymi parametrami je rovnaka.
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(i) Delta call a put opcie s rovnakymi parametrami mé rovnaki absolitnu hodnotu,
lisia sa len znamienkom.

(j) Delta put opcie je rastiicou funkciou ceny akcie.

(k) Urokova miera s 10 roénou maturitou, ktora bude na trhu o pol roka, ma vo
Vasickovom modeli normélne rozdelenie.

(1) Urokové miera s 10 roénou maturitou, ktord bude na trhu o pol roka, ma v CIR
modeli normalne rozdelenie.

(m) Ak je irokova miera zdporna, Black-Scholesova PDR sa na oceniovanie derivatov
ned4 pouzit.
(n) Black-Scholesove vzorce pre cenu call a put opcie platia aj v pripade, Ze irokova

miera sa riadi Vasickovym modelom - dosadzuje sa aktudlna hodnota urokove;j
miery v ¢ase, v ktorom sa opcia ocenuje.

(o) Ak akcia nevyplaca dividendy, cena americkej put opcie je rovnakd ako cena
europskej opcie s rovnakymi parametrami.

(p) Ak akcia vypldca dividendy, cena americkej put opcie je rovnakd ako cena
europskej opcie s rovnakymi parametrami.

Kostra predmetu

Prva otdzka na tstnej skuske je z nasledujiceho zoznamu, ktory je zostaveny len zo sylabu
statnic. Jej zodpovedanie je nutnou podmienkou tspesného absolvovania skisky. Pod tym
sa okrem jej vypracovania pocas pripravy rozumie aj schopnost reagovat na dopliujice
otazky na ustnej skiske, vysvetlit napisané vypocty a tvrdenia, doplnit pripravu, ak v nej
zostane nieco nezodpovedané. Nestaci naucit sa nie¢o naspaméit a nevediet to zdovodnit.
Takisto nie je mozné vynechat ¢ast otazky.

Black-Scholesov a Mertonov model - odvodenie PDR pre cenu eurépskeho derivatu
postupom Blacka a Scholesa.

Black-Scholesov a Mertonov model - odvodenie PDR pre cenu eurépskeho derivatu
postupom Mertona.

Postup riesenia PDR pre cenu derivdtu (bude zadand, netreba si ju pamiitat) trans-
forméaciou na RVT.

Citlivost ceny call a put opcie na parametre (vzorec pre cenu bude zadany).

Americké derivaty a ich oceniovanie - 1iloha s volnou hranicou, transformécia na 1lohu
linedrnej komplementarity (zadand bude klasicka Black-Scholesova rovnica).

Americké derivaty - numerické riesenie PSOR metédou (zadand bude riesend iloha
a predpis Gauss-Seidelovej metédy pre ststavu rovnic).

3



e Short rate modely trokovych mier - stochasticka diferencialna rovnica pre okamziti
urokovi mieru, zakladné modely a ich pravdepodobnostné vlastnosti.

e Short rate modely tdrokovych mier -odvodenie PDR pre cenu dlhopisu

3 Vzorova ustna c¢ast

Instrukcie:
e Cas na pripravu: 30 mintt

e Cas na odpoved: cca 20 minit (spolu s opravovanim pisomky je na tstnu cast 30
minut)
e Bez pouzitia pozndmok, kalkulacky, notebookov, mobilu a pod. Tahdk z pisomne;j

casti tu nie je povoleny.

e Prva otézka je z kostry, ostatné su struéné otazky so spoloénou témou nevyzadujice
si dlhé vypocty. Ak bude potrebna Black-Scholesova rovnica, jej riesenie a pod., budu
napisané, netreba sa ich uéit naspamit.

Zadanie:

1. (10 bodov) Black-Scholesov a Mertonov model - odvodenie PDR pre cenu eurépskeho
derivatu postupom Blacka a Scholesa.

2. (10 bodov)

e Ukazte, ze ak ide volatilita do nekonecna, cena call opcie konverguje k cene
akcie. Vieme, ze
V(S, T) = SN(dl) — EB_TTN(d2>,

_ log(S/E) + (r + %) log(S/E) 4+ (r — 5)7
o\/T o\T '

e Vysvetlite, preco cena opcie na nemoze prekrocit cenu akcie ani v pripade, Ze
sme neuvazovali Black-Scholesov model, ale lubovolny ndhodny proces pre cenu
akcie.
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d Loy =

e Uvazujme derivat, ktory vyplati 100 USD, ak bude v case exspiracie cena akcie
v intervale (100, 120). Bez konkrétneho vypoétu, len na zdklade interpretéacie,
nacrtnite priebeh vegy takéhoto derivatu ako funkcie ceny akcie (teda kedy je pre
nas vyssia volatilita vihodnd a kedy nie je, kedy je tdto vyhodnost /nevyhodnost
vyraznd a kedy je mald). Zdovodnite nakresleny priebeh.

e Ako sa predchadzajuci priebeh zmeni, ak sa priblizi cas exspirdcie opcie?



