|. Opcie, opCné stratégie, ohranicenia na ich ceny
II. Stochasticky kalkulus

Beata Stehlikovd, FMFI UK v Bratislave

Financné derivaty



Call a put opcia

» Eurdpska call opcia je pravo - ale nie povinnost - kulpit'akciu
za dohodnutl cenu E (exspiraénd cena, strike price, exercise
price) v dohodnutom &ase T (expiration time)

» Eurdpska call opcia je pravo - ale nie povinnost -
predat’akciu za dohodnutd cenu E (exspiratnd cena, strike
price, exercise price) v dohodnutom &ase T (expiration time)

> Americka opcia uvedené pravo mézeme vyuzit nielen v Case
T, ale hocikedy do tohto casu



Payoff

» Payoff = vyplata v Case exspiracie

» Payoff call opcie: max(0,S — E)
» Payoff put opcie: max(0, E — S)
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Kombinované stratégie

» Pri akom ocakavani o vyvoji ceny akcie by sme chceli pouzit
stratégie s nasledovnymi payoffmi (zo stranky
www.theoptionsguide.com)?

» DU: Akou kombinaciou call a put opcif dosiahneme nasledovné
payoffy? (podobné zadania na cviceni)
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Put-call parita

» Uvazujme kombinovan stratégiu: kipime akciu a put s
exspiracnou cenou E s exspiraciou v ¢ase T a vypiseme call s
rovnakymi E a T

» Bez ohladu na vyvoj ceny akcie bude v ¢ase T hodnota
portfélia E

» 7 toho vyplyva put-call parita:

S + (cena putu) - (cena callu) = Ee~"(T—%)

DU: Predpokladajme, 7e tirokova miera je nulova. Call aj put opcia
s exspira¢nou cenou 10 USD stoji 5 USD. Néjdite arbitraz, ak je
dnesna cena akcie rovna 8 USD.

DU: Upravte put-call paritu pre pripad, ze akcia vyplaca spojité
dividendy.



Priklad: Chooser opcia

Pravidla:

» payoff v Case exspiracie T bude payoff call alebo put opcie s
exspiracnou cenou E
» o tom, Ci pdjde o call alebo put opciu, rozhodne drzitel opcie v

Case T, < T
P opcia sa predava v Case t < T,

Ukazeme, ze chooser opcia je ekvivalentnad portféliu call a put opcii
(a teda ak budeme vediet ocenovat call a put opcie, budeme vediet
ocenit aj tato)



» Oznaclenie: call(E, T;t) - cena call opcie s exspira¢nou cenou
E a exspiraciou v ¢ase T, pricom aktualny cas je t
> V Case T. mame

chooser( Tc) = max(call(E, T; Tc), put(E, T; Tc))
» Ak akcia nevyplaca dividendy, tak z put-call parity dostaneme
chooser(Tc) = call(E, T; Tc) + max(0, Ee~(T=7T) — 51

» Vidime, Ze druhy Clen je payoff putu, ¢o ndm umozni dokondit
vypocet

DU: Upravte pre pripad, 7e akcia vyplaca spojité dividendy



Ohranicenia na ceny opcif

» Niektoré ohranicenia nezavisia od modelu pre vyvoj ceny akcie
» Zakladna myslienka: Ak ma jedno portfélio v Case exspiracie
hodnotu mensiu alebo rovnu ako iné portfélio, tak rovnaka
nerovnost musi platit pre ich hodnoty aj v kazdom case pred

exspiraciou.

Literatdra: Kwok: Mathematical Methods of Financial Derivatives,
str. 10-16

Dostupné zo skolskej siete
https://link.springer.com /book/10.1007 /978-3-540-68688-0

DU: Ukazte, 7e cena call aj put opcie musi byt konvexna funkcia
exspiracnej ceny. Uvedte priklad cien, ktoré tito podmienku
nesplnaji a najdite arbitraz.


https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-540-68688-0

Priklad: S > call(S, X, 7) > max(0,S — Xe™"")

Table 1.1. Payoffs at expiry of Portfolios A and B

Asset value at expiry St <X St =X
Portfolio A X Sr-X)+X=357
Portfolio B St St

Result of comparison Va=Vp Va=Vp

o(S5,7; X)
r
V,=§
call price

V... = max(S — XB(1),0)

XB(7)



Stochasticky kalkulus: opakovanie

» Definujte Wienerov proces.

» Odvodte pravdepodobnostné rozdelenie procesu v Case t.

» Odvodte kovarianciu hodnoty procesu v Case t a v Case s > t.

» Sformulujte Itdéovu lemu a pouzite ju na vypocet diferencialu
procesu x; = et kde dy = 3ydt + 2dw



Poznadmka k disperzii Wienerovho procesu

» Ukazeme, ze ak sa disperzia prirastkov v definicii zmeni z At
na (At)? a ostatné vlastnosti ponechame, tak sa dostaneme k
sporu. Takyto proces teda neexistuje.

> Ukazeme, Ze ak sa disperzia prirastkov v definicii zmeni z At
na f(At) a ostatné vlastnosti ponechame, tak funkcia f musi
spifiat f(xy + -+ x,) = f(x1) + - - - + F(xp)

» DU: Dokazte, ze ak od funkcie f navy$e pozadujeme spojitost
alebo monoténnost, tak jedina vyhovujica funkcia je
f(x) = cx, kde c je konstanta.



Geometricky Brownov pohyb

» Definicia:
X¢ = xpeMttoWe,

kde p € (—00,00) a o € (0,00) st konstanty
» V Black-Scholesovom modeli to bude model pre cenu akcie

geometricky Brownov pohyb
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Strednd hodnota x; = xgetttoW:

> Postup 1: Vieme, Ze ut + ow; ~ N(ut,o?t), teda

o 1 _ (x—put)?
E(x) = / Xoexﬁe 0% dx =---
—c0 2mot

» Postup 2: Odvodime distribu¢ni funkciu x;, zderivovanim
dostaneme hustotu f(x), potom

o
E(x:) = / xf(x)dx = ---
0
» Postup 3: Ukazeme si postup pomocou Itéovej lemy.

DU: Spravte vypocty pre postup 1 a postup 2.



> 7 ltéovej lemy:
1 5
dx = | p+ 50 xdt + oxdw

» Pre strednil hodnotu dostaneme:

1

dE(x) = (u + 50 > E(x)dt,

to je ODR pre g(t) = E(x¢)
» Spolu s g(0) = xp dostaneme

E(xt) = Xoe(“+%"2)t
DU: Najdite explicitny predpis pre x, ak dx = puxdt + oxdw a

stredni hodnotu tohto procesu. Je to tiez GBP a v tomto tvare sa
obvykle pouziva v modeloch pre ocenovanie finanénych derivatov.



