
Finančné deriváty 2024/2025

Vzorová skúška

1 Vzorová ṕısomná čast’

Inštrukcie:

• Čas na vypracovanie: 90 minút

• Open book, ale bez kalkulačny, notebookov, mobilu a iných elektronických zariadeńı.

• Okrem posledného pŕıkladu (true/false) treba odpovede uvedené v riešeńı odvodit’,
za odpoved’ bez zdôvodnenia nie sú žiadne body. Takisto nie sú body za naṕısanie
tvrdeńı súvisiacich so zadańım, ak neboli nijako využité pri riešeńı. Čiastočný počet
bodov sa však dá źıskat’ za neúplné riešenie.

Zadanie:
Ak nie je povedané inak, platia Black-Scholesove predpoklady, deriváty sú európskeho typu
a akcia nevypláca dividendy.

1. (6 bodov) Kúpili sme derivát, ktorý predstavuje baĺık 10 opcíı so strikom 50 a s
rovnakým časom exspirácie. Ich vypisovatel’ však avizuje, že bude mat’ vo svojom
portfóliu len 5 akcíı, a že ak by náš payoff v čase exspirácie mal byt’ vyšš́ı ako 5S,
tak dostaneme len 5S. V opačnom pŕıpade bude náš payoff rovný klasickému payoffu
call opcíı, teda 10max(S − 50, 0). Vypoč́ıtajte cenu takéhoto derivátu a vyjadrite ju
pomocou distribučnej funkcie normalizovaného normálneho rozdelenia. Bez dôkazu
môžete použit’ vzorec pre cenu call opcie.

2. (6 bodov) Predpokladajme, že okamžitá úroková miera r sa vyv́ıja podl’a Vaš́ıčkovho
modelu. Majme derivát, ktorý v čase exspirácie vyplat́ı sumu č́ıselne rovnú druhej
mocninej okamžitej úrokovej miery vyjadrenej v percentách. Ak teda napr. r = 0.02
(čo sú dve percentá), tak dostaneme payoff 22 = 4. Rozhodnite, či sa cena takéhoto
derivátu dá zaṕısat’ v tvare V (r, t) = f(t)r2 a svoje tvrdenie dokážte.

3. • (6 bodov) Predpokladajme, že chceme ocenit’ derivát s payoffom S2. Z cvičeńı
vieme, že jeho cena má tvar V (S, t) = α(t)S2, ale funkcia α(t) sa nerovná
identicky jednej (teda riešenie nie je v každom čase rovné S2, o čom sa môžeme
predvedčit’ aj dosadeńım do Black-Scholesovej PDR - vo všeobecnosti nebude
splnená).
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Predstavme si však nasledujúci
”
alternat́ıvny“ postup:

Zaved’me substitúciu Y = S2. Potom, ak dS = µSdt+ σSdw, tak pre Y máme

dY = 2S dS +
1

2
2 (dS)2 = 2µS2dt+ 2σS2dw + σ2S2dt,

teda aj Y je geometrický Brownov pohyb

dY = (2µ+ σ2)Y dt+ 2σY dw.

PDR pre cenu derivátu v premennej Y potom je (dosad́ıme do Black-Scholesovej
rovnice novú volatilitu)

∂V

∂t
+ rY

∂V

∂Y
+

1

2
(2σ)2Y 2∂

2V

∂Y 2
− rV = 0

s koncovou podmienkou V (Y, T ) = Y . Jej riešeńım je V (Y, t) = Y , môžeme sa
o tom presvedčit’ dosadeńım. To ale znamená, že cena derivátu v pôvodných
premenných je S2.

Dostali sme sa k zlému výsledku. Kde je v tomto riešeńı chyba? (Ide o logickú
chybu, nie o numerickú chybu pri derivovańı a pod.)

• (6 bodov) Pre určitú špeciálnu kombináciu parametrov modelu je výsledok
V (S, t) = S2 z predchádzajúceho bodu správny, teda pre určitú špeciálnu kom-
bináciu parametrov funkcia V (S, t) = S2 Black-Scholesovej PDR vyhovuje. Zis-
tite, pre akú a vysvetlite, prečo v tomto pŕıpade predchádzajúci postup dáva
správny výsledok (na rozdiel od všeobecného pŕıpadu).

4. (16 bodov) O nasledujúcich tvrdeniach rozhodnite, či sú pravdivé. Ṕı̌ste len odpo-
vede, za každú správnu odpoved’ je 1 bod, za každú nesprávnu je mı́nus 1 bod, za
otázku bez odpovede je 0 bodov.

(a) Cena opcie, ktorá vyplat́ı 1 USD, ak bude cena akcie v čase exspirácie menšia
ako 100 USD (inak nevyplat́ı nič), je konvexnou funkciou premennej S.

(b) Limita ceny call opcie, ak volatilita akcie ide k nule, sa vždy rovná nule.

(c) Ázijské opcie sú charakteristické tým, že ich payoff záviśı od ceny viacerých akcíı
v čase exspirácie.

(d) PSOR metóda sa dá využit’ pri numerickom oceňovańı amerických opcíı.

(e) Úroková miera s 10 ročnou maturitou je vo Vaš́ıčkovom modeli linárnou funkciou
okamžitej úrokovej miery.

(f) PSOR metóda slúži na riešenie sústavy lineárnych rovńıc.

(g) Uvažujme sústavu rovńıc, ktorú riešime pri explicitnej schéme na riešenie rovnice
vedenia tepla. Ak v SOR algoritme zvoĺıme kladnú hodnotu parametra omega,
metóda bude určite konvergovat’.
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(h) Gama call a put opcie s rovnakými parametrami je rovnaká.

(i) Delta call a put opcie s rovnakými parametrami má rovnakú absolútnu hodnotu,
ĺı̌sia sa len znamienkom.

(j) Delta put opcie je rastúcou funkciou ceny akcie.

(k) Úroková miera s 10 ročnou maturitou, ktorá bude na trhu o pol roka, má vo
Vaš́ıčkovom modeli normálne rozdelenie.

(l) Úroková miera s 10 ročnou maturitou, ktorá bude na trhu o pol roka, má v CIR
modeli normálne rozdelenie.

(m) Ak je úroková miera záporná, Black-Scholesova PDR sa na oceňovanie derivátov
nedá použit’.

(n) Black-Scholesove vzorce pre cenu call a put opcie platia aj v pŕıpade, že úroková
miera sa riadi Vaš́ıčkovým modelom - dosadzuje sa aktuálna hodnota úrokovej
miery v čase, v ktorom sa opcia oceňuje.

(o) Ak akcia nevypláca dividendy, cena americkej put opcie je rovnaká ako cena
európskej opcie s rovnakými parametrami.

(p) Ak akcia vypláca dividendy, cena americkej put opcie je rovnaká ako cena
európskej opcie s rovnakými parametrami.

2 Kostra predmetu

Prvá otázka na ústnej skúške je z nasledujúceho zoznamu, ktorý je zostavený len zo
štátnicových otázok (v štátnicových otázkach je niekol’ko týchto otázok zhrnutých do jed-
nej). Jej zodpovedanie je nutnou podmienkou úspešného absolvovania skúšky. Pod tým
sa okrem jej vypracovania počas pŕıpravy rozumie aj schopnost’ reagovat’ na doplňujúce
otázky na ústnej skúške, vysvetlit’ naṕısané výpočty a tvrdenia, doplnit’ pŕıpravu, ak v nej
zostane niečo nezodpovedané. Nestač́ı naučit’ sa niečo naspamät’ a nevediet’ to zdôvodnit’.
Takisto nie je možné vynechat’ čast’ otázky.

• Black-Scholesov a Mertonov model - odvodenie PDR pre cenu európskeho derivátu
postupom Blacka a Scholesa.

• Black-Scholesov a Mertonov model - odvodenie PDR pre cenu európskeho derivátu
postupom Mertona.

• Postup riešenia PDR pre cenu derivátu (bude zadaná, netreba si ju pamätat’) trans-
formáciou na RVT.

• Citlivost’ ceny call a put opcie na cenu akcie (vzorec pre cenu bude zadaný) - para-
metre delta a gama, delta hedžing
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• Citlivost’ ceny call a put opcie na volatilitu (vzorec pre cenu bude zadaný) - parameter
vega, priebeh ceny opcie ako funkcie volatility, súvislost’ s výpočtom implikovanej
volatility

• Americké deriváty a ich oceňovanie - úloha s vol’nou hranicou, transformácia na úlohu
lineárnej komplementarity (zadaná bude klasická Black-Scholesova rovnica).

• Americké deriváty - numerické riešenie PSOR metódou (zadaná bude riešená úloha
a predpis Gauss-Seidelovej metódy pre sústavu rovńıc).

• Short rate modely úrokových mier - stochastická diferenciálna rovnica pre okamžitú
úrokovú mieru, odvodenie strednej hodnoty mean-reversion procesu, základné modely
a ich vlastnosti.

• Short rate modely úrokových mier -odvodenie PDR pre cenu dlhopisu, prinćıp jej
riešenia vo Vaš́ıčkovom a CIR modeli.

3 Vzorová ústna čast’

Inštrukcie:

• Čas na pŕıpravu: 30 minút

• Čas na odpoved’: cca 20 minút (spolu s opravovańım ṕısomky je na ústnu čast’ 30
minút)

• Closed book, potrebné vzorce (Black-Scholesova PDR, cena a pod.) budú v zadańı,
netreba sa ich učit’ naspamät’.

• Prvá otázka je z kostry, ostatné sú stručné otázky so spoločnou témou, pri ktorých
nie sú potrebné dlhé výpočty.

Zadanie:

1. (10 bodov) Black-Scholesov a Mertonov model - odvodenie PDR pre cenu európskeho
derivátu postupom Blacka a Scholesa.

2. (10 bodov)

• Ukážte, že ak by sa cena call opcie rovnala dvojnásobku aktuálnej ceny akcie,
tak neexistuje implikovaná volatilita.

V (S, τ) = SN(d1)− Ee−rτN(d2),

d1 =
log(S/E) + (r + σ2
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• Vysvetlite, prečo cena opcie na nemôže prekročit’ cenu akcie ani v pŕıpade, že
sme neuvažovali Black-Scholesov model, ale l’ubovol’ný náhodný proces pre cenu
akcie.

• Uvažujme derivát, ktorý vyplat́ı 100 USD, ak bude v čase exspirácie cena akcie
v intervale (100, 120). Bez konkrétneho výpočtu, len na základe interpretácie,
načrtnite priebeh delty takéhoto derivátu ako funkcie ceny akcie. Zdôvodnite
nakreslený priebeh.

• Ako sa predchádzajúci priebeh zmeńı, ak sa pribĺıži čas exspirácie opcie?
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