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~ Chi kvadrat test dobrej zhody

* Chceme overit, €i nase data pochadzaju z konkrétneho
pravdepodobnostného rozdelenia.

* Napriklad:

* Je kocka pravidelna? Padaju na nejcisla 1, 2, 3, 4, 5, 6 rovnako Casto?

Je pravdepodbnost vyhry jednotlivych hracov hry mang kung z domacej
Ulohy rovnaka?

* Dostavame simulaciami v domacej Ulohe ndhodné Cisla z
exponencialneho rozdelenia s parametrom 1?



* Priklad: M6Zeme kocku povazovat za pravidelni?

* \lysledky 600 hodov: |padnuté Eislo] pocetnost
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* OCakavané pocetnosti su vSetky 100 - nakolko velké su
rozdiely?



* Pozorované a ocakavané

pocetnosti:

A B c 5
1 |padnuté Cislo| pocetnost tenretickapravd.|uEakEivanEipuéemnsl‘
B | 1 85 0,1667 | =+C2*$B$9|
3 2 99 0,1667 100
4 3 91 0,1667 100
5 4 108 0,1667 100
6 5 119 0,1667 100
7 6 98 0,1667 100
8
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* Rozdiely:
pocCetnost | teoreticka pravd. | oCakavana pocetnost | pocetnost — oCakavana

85 0,1667 100 -15
99 0,1667 100 -1
91 0,1667 100 -9
108 0,1667 100 8

119 0,1667 100 19
98 0,1667 100 -2

* Na o treba mysliet:
* Kladné a zaporné odchylky sa nemozu navzajom zrusit
* Rozdiel -15 nema rovnaku vahu, ked je o¢akavany pocet 100 a

ked je 1000




D E T S
1 | otakavana pocetnost | pocetnost — otakavana |(pocetnost — otakavana)'2/(otakavanad)
: 100 ] -15 ] =+(E2"2)/D2
3 100 -1 0,01
4 100 -9 0,81
5 100 8 0,64
6 100 19 3,61
7 100 -2 0,04

* ,Mierou rozdielu“ medzi datami a testovanym
rozdelenim bude sucet tychto rozdielov

* Ak bude velky, hypotézu zamietneme



 Co znamena ,velky rozdiel:

statistika <- function(){
data <- sample(1l:6, size = 600, replace = TRUE)
stat <- sum((table(factor(data, levels = 1:6)) - 100)A2,/100)

returnistat)
¥
hodnoty <- replicate(1045, statistika())
Histogram of hodnoty > quantile(hodnoty, 0.95)
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 Co znamena ,velky rozdiel“:

* VAcsi ako kvantil chi kvadrat rozdelenia s g-1 stupnami volnosti,
kde q je pocet skupin, do ktorych su data zaradené (teraz je teda
q=6)

* Chi kvadrat rozdelenie je aproximacie, ktora sa da pouzit, ak je

oCakavany pocet dat v kazdej skupine aspon 5

! hustota chi kvadratu plocha = zvolena hladina

vyznamnosti (pravd., ze
zamietneme testovanu
hypotézu, hoci je pravdiva,

f standardne 0,05 > gchisq(0.95, df = 5)
[1] 11.0705
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*V nasom pripa de: |[(potetnost - ocakavana)'2/(osakavans)
2,25
0,01
0,81
0,64
3,61
0.04

* Pripomenme si: > qchisq(0.95, df = 35)
[1] 11.0705

* Zaver: Pravidelnost nasej kocky nezamietame.




Priklad 1: Vyhry v hre mang kung

¢ DESCRIPTION OF THE GAME #

We first describe the game with three players. Each
player contributes 7 units of stake into a “pool”. Thus,
the total initial amount in the pool is 21 units. A player
is randomly selected to start the first game. Each time
six Mang Kung Dice are thrown simultaneously. The
total face value of these dice is counted. This total face
value (F) is then compared with the total amount in the
pool (P). The possible outcomes and the corresponding
player's actions are listed in Table 1.
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Naprogramujte priebeh hry a odhadnite pravdepodobnost” vyhry prvého, druhého a tretieho hraca.

Table 1. The three possible situations in the Mang Kung

Dice Game.

Outcomes

Player's Actions

FepP

F=P

F=p

The Player can take the amount F from the
pool. He then passes the dice 1o the next
player on his left to continue the game.

The Player has to top up the pool by the
difference, (F - P). He then passes the dice
to the next player to continue the game.

The Player wins the game. He receives the
amount P from the pool. Moreover, each
of the other players has to pay him an
amount F as “bonus”, He is also the starter
of the nexi new game.

Uved'te aj pocet simulacii a presné pocty vitazstiev jednotlivych hracov (vyuzijeme neskor).

=~ table(vitazi)

vitazi
1 2 3
3335 3359 3306



* Spocitame najskor test rucne.
*VV R-ku funkcia chisq.test:
= chisq.test(table(vitazi), p = c(1/3, 1/3, 1/3))
Chi-squared test for given probabilities

data: table(vitazi)
X-squared = 0.4226, df = 2, p-value = 0.8095

* Rovnaké pravdepodobnosti su defaultné, takze staci:

> chisqg.test(table(vitazi))
Chi-squared test for given probabilities

data: table(vitazi)
X-squared = 0.4226, df = 2, p-value = 0.8095



Priklad 2: Hypotéza o Exp(1) rozdeleni

Histogram of x

Priklad 5 (20 bodov)

Pomocou simulacii odhadnite, aké znidme rozdelenie (teda typ rozdelenia a jeho parameter, resp.
parametre) ma nidhodnd premennd X, ktord vznika nasledujiicim algoritmom, pricom Y sii nezdvislé
nahodné premenné s rovnomernym rozdelenim na (0, 1):

Select a random number Y;, then another one Y,, etc., continuing as long as the
numbers so far chosen form a decreasing sequence, 1.¢.,

Ty o g s Gl NG iy

As soon as a random number is drawn that exceeds its immediate predecessor, the
process halts.

If n is even, forget the entire sequence of random numbers, call this experiment a
failure, and repeat from the beginning.

If, however, n is odd then we're ready for output. The number X that will be
output is just this: the integer part of X is the number of failures so far seen, and
the fractional part of X is Y}, the largest (and first) member of the last decreasing
sequence chosen.

For example, if we choose random numbers .63, .19, .37 we would record a failure
and start again. If the second sequence is .44, 91 then we are ready for output, and
the number that is selected by these events is X = 1.44,

300

0 100

| 1
| | | |
1 2 3 4
= mean(x)
[1] 1.042542
= var(x)

[1] 1.086234



* Pozorované pocetnosti hodn6t v jednotlivych
intervaloch (spolu 1000):

> pozorovane <- table(cut(x, breaks = c(0:4, Inf)))
> pozZorovane

(0,1] (1,2] (2,3] (3,4] (4,Inf]
b17 230 87 46 20

* Teoretické pravdepodobnosti prob z domacej ulohy:

> ocakavane <- prob * 1000
= ocakavane
[1] 632.12056 232.54416 85.54821 31.47143 18.31564



* Chi kvadrat test:

> chisg.test(pozorovane, p = prob)
Chi-squared test for given probabilities

data: pozorovane
X-squared = 7.2761, df = 4, p-value = 0.122



~ Priklad 3: Testovanie kocky |!.

* Walter F. L. Weldon (1860 - 1906)

* Hodil 12 kockami, zopakoval to 26 306 krat
* Uspech - padnutie 5 alebo 6
* Teoreticka pravdepodobnost 1/3

* Prakticky vyssia pocetnost, pripisoval to
konstrukcii bodiek, ktora mala podla nehovplyv
na vahu stien

* Budeme testovat hypotézu, Ze pocet Uspechov
ma rozdelenie Bin(12, 1/3)




* Weldonove vysledky v tabulke aspechov

pocetnost

185

1149

3265

* Niekolko znamych mien zo Statistiky:

5475

* Weldon poslal data v liste Galtonovi

6114

5194

* Analyzoval ich aj Pearson, ktory je autorom

3067

aj tohto chi kvadrat testu dobrej zhody

1331

403

105

14

SlolojoNjoloslwin=|o

4

12

0

spolu

26306



* Poziadavka na ocakavané pocty:

uspechov |pocetnost | ofakavana potetnost

0 185 202,75

1 1149 1216,5

2 3265 3345,37

3 5475 5575,61

4 6114 6272,56

5 5194 5018,05

6 3067 2927.2

7 1331 1254,51

8 403 392,04

10 14 13,07 | R L

1 s 1,10 [ e

12 0 0,05 |oéakavany pocet
&R TRIANA

* Dokoncime testovanie



Priklad 4: Bertrandov paradox

 Bakalarska praca, Katarina Kocsisova, 2017:

Nazov:

Ciel’:

Don't just solve 1t; fight it! Priklady z pravdepodobnosti
Don't just solve it; fight it! Probability problems

Téma prace je malou obmenou citatu Paula Halmosa o dokazoch: "Don't just
read 1it; fight it! Ask your own questions, look for your own examples, ..."
Jeho mySienka sa da vztahovat’ aj na rieSenie prikladov. To sa nemusi skon¢it’
vyriedenim ur¢itého prikladu, mnohé priklady davaji moznost’ zamyslat’ sa
nad nimi d'alej, klast' si otazky a hladat’ na ne odpovede. Ciel'om prace je
venovat’ sa takymto sposobom niekolkym tloham z oblasti pravdepodobnosti:
(a) Priklad 293 zo zbierky [1] a suavislost' ziskanych pravdepodobnosti
s pravdepodobnostami ziskanymi z ratingov typu [3]

(b) Znamy Bertrandov paradox - porovnanie s experimentom popisanym
v ¢lanku [4]

() 1Tlnha o snoieniach kariet 7 [31 - vimnéet nravdenadohnostinéhn rozdelenia



* Bertrand (1889):

Majme kruh, v ktorom nahodne
zvolime tetivu. Akad je pp., Ze
zvolena tetiva bude dlhsia ako
strana rovnostranného
trojuholnika vpisaného do
daného kruhu?




e \/ zavislosti od toho, Co znamena ,nahodna tetiva“,
dostaneme tri r6zne vysledky (1/2, 1/3, 1/4)

<4 | > y\

/

Obrazok: http://utenti.quipo.it/base5/probabil/bertrand.htm




Jaynes (1973)

» Rozdelenie dizky tetivy
musi byt invariantné na
polohu a velkost kruhu.

* Odvodil hustotu rozdelenia:

b H

plz) = T

pricom z predstavuje dlzku normalizovanej tetivy, teda r = ﬂ{l‘ je dlzka tetivy, R

(4.1.2)

je polomer kruhu a 0 <z < 1).

Obrazok:

https://en.wikipedia.org/wiki/Bertrand_paradox_(probability)#/media/File:Bertrand3-translate_ru.svg
B £ £



* Pravdepodobnosti zdomacej tlohy:

Priklad 2 (20 bodov)
Vypoditajte pravdepodobnosti, Ze nahodna premenna nadobida hodnoty uvedené v tabulke, ak jej
hustota je nasledovnd (mimo intervalu (0,1) je hustota nulova):

hodnota pravdepodobnost’ o
medzi 0 a 0,5 T
medzi 0,5 a 0,6 ° - P(z) = ==
medzi 0,6 a 0,7
medzi 0,7 a 0,8 )
medzi 0,8 a 0,85
medzi 0,85 a 0,9 |
medzi 0,9 a 0,925 —
medzi 0,925 a 0,95
medzi 0,95 a 0,975 ™
medzi 0,975a 1
l.'!!ﬂ ‘.'IIE '.‘Ir-l Dlﬁ ﬂ.rﬂ 11.ﬂ



* Experiment v bakalarke:

model. My sme sa rozhodli realizovat experiment popisany v [15]. teda hddzat slamku
(v nasom pripade spajdl'u) na kruh s priemerom 5 palcov = 12.7em. Vysledky podla
informadcii z éldnku potvrdili nizkymi testovymi Statistikami (v tomto pripade s velkou
jednoznaénostou) rozdelenie tetiv podla T. Jaynesa, ¢o si teraz overime realizaciou
rovnakého experimentu. Tohto experimentu sa zicastnili 3 Iudia, ktori hadzali slamku
zostoja na kruh nakreslenv na papieri a polozenv na zemi. Vysledkom boli 4 pokusy
s0 128 meraniami. Ziskané merania sme nasledne normalizovali., teda predelili ich prie-

merom kruhu a rozdelili sme ich do 10 skupin.



* \lysledky:

Histogram 1. pokusu podia di2ok normalzovanych tetiv Histogram 2. pokusu podia difok nomaitzovanych et
LI [ -
— Teoretices husiots = Teomtcka usiota
—  Empincka hustota — Empincka husiol
W W -
T = o W oW o
: {
! o ! -
i i
E L E -~ o=
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Obr. 4.2.1: Histogramy vykreslené z dat spolu s funkciou ocakdvanej (teoretickej) a
vypoéitane] (empirickej) hustoty. Na osi x s11 rovnomerne rozdelené skupiny tetiv a na osi y

poéetnost.




* Testovanie chi kvadrat testom:

Cislo skupiny Skupina tetiv Ocak. pocet
1 (L/2R < 0.5) 17.1487
2 (0.5 < L/2R < 0.6) 8.45125
3 (0.6 < L/2R < 0.7) 10.9897
4 (0.7 < L/2R < 0.8) 14.6103
5 (0.8 < L/2R < 0.85) 0.37182
6 (0.85 < L/2R < 0.9) 11.6343
7 (0.9 < L/2R < 0.925) 7.15812
8 (0.925 < L/2R < 0.95) 8.6678
9 (0.95 < L/2R < 0.975) 11.5258
10 (0.975 < L/2R < 1) 28.4422

Tabulka 4.2.1: Druhé rozdelenie normalizovanych tetiv do skupin na testovanie s ich

ofakdvanymi pofetnostami (fervenou) podla hustoty 4.1.4.



e Testovanie chi kvadrat testom:

* \lypocitame kriticki hodnotu
a dokoncime testovanie

Pokus ¢.1 Pokus &.2
Skupiny || Poéetnost TS Poéetnost TS
1 15 0.2692 0.0012
2 (| 0.2492 5.0745
3 10 0.0891 0.0891
4 13 0.1774 0.0254
51 10 0.0421 2.0393
i} 11 0.0345 0.0345
T i 01873 0.0034
.} G 0.8211 0.0127
9 10 0.2019 0.2019
10 10 46906 0.0853
Sticet 128 |67688 | 128 | 7.5679 |




	Snímek 1
	Snímek 2
	Snímek 3
	Snímek 4
	Snímek 5
	Snímek 6
	Snímek 7
	Snímek 8
	Snímek 9
	Snímek 10
	Snímek 11
	Snímek 12
	Snímek 13
	Snímek 14
	Snímek 15
	Snímek 16
	Snímek 17
	Snímek 18
	Snímek 19
	Snímek 20
	Snímek 21
	Snímek 22
	Snímek 23
	Snímek 24
	Snímek 25
	Snímek 26

