Chi kvadrat test dobrej zhody

Diskrétne nahodné premenné

Priklad 1: Budeme sa zaoberat vysledkami, ktoré pri hadzani kockou ziskal Walter F. L.
Weldon (1860 — 1906). Ten tvrdil, Ze vacSim poctom bodiek pri tychto hodnotach je
spOsobena jej nepravidelnost. Tato nepravidelnost by mohla byt taka vyrazna, ze hodnoty 5
a 6 nebudu padat rovnako Casto ako ostatné.

Pri svojich pokusoch hadzal dvanastimi kockami. Ako “Uspech” oznacil padnutie patky alebo
Sestky a zaznamenaval pocet uspechov v jednotlivych pokusoch. Tych spravil spolu 26 306
s nasledujucimi vysledkami:

uspechov |pocetnost

0 185
1 1149
2 3265
3 5475
4 6114
5 5194
6 3067
7 1331
8 403
9 105
10 14

11 4

12 0

spolu 26306

Ak je minca pravidelna, tak pocet Uspechov v pokuse ma binomické rozdelenie. Otestujeme
chi kvadrat testom dobrej zhody, Ze hodnoty v tabufke pochadzaju z tohto rozdelenia.

Poznamky:
e Kvbli poziadavke na minimalny pocCet o€akavanych uspechov bude potrebné zlugit
niekofko poslednych riadkov.
Pravdepodobnosti binomického rozdelenia v R sa daju vypodcitat funkciou dbinom.
Pre zaujimavost: Tieto data analyzoval aj Peason, podla ktorého je tento test dobrej
zhody pomenovany.

Chi kvadrat test dobrej zhody v R

Takéto ruéné podcitanie Statistiky je uZzitocné kvoli pochopeniu jej principu, prakticky ale
uzito€né poznat funkciu, ktora tento test spravi.



Pre priklad o kocke zo slajdov (&i je pravdepodobnost hodnét 1, 2, 3, 4, 5, 6) rovnaka:

ich pravdepodobnosti pri

pozorované pocetnosti platnosti testovane;j
jednotlivych moznosti hypotézy

> chisq.test{c(85, 99, 91, 108, 119, 98), |p = rep(1/6, 6))

Chi-squared test for given probabilities

data: c¢(85, 99, 91, 108, 119, 98)
X-squared =/ 7.36, df =5, p-value =|0.1952

Vhod'norta pocet p-hodnota
statistiky stupnov
volnosti

VSimnime si rovnaku hodnotu Statistiky ako vysla “ru¢ne”.

P-hodnota je pravdepodobnost, Ze za platnosti testovanej hypotézy (tzv. nulovej hypotézy)
“takato zIa” hodnota Statistiky. Ak je tato pravdepodobnost’ mala, tak to nasvedZuje tomu, ze
hypotéza neplati. Porovnat p-hodnotu napriklad s 5 percentami je to isté, ako porovnat
Statistiku s kritickou hodnotou ziskamou pre pravdepodobnost 0,05.

Poznamka:
V tomto pripade je p-hodnota vacsia ako 0,05, takZe na tejto hladine vyznamnosti hypotézu
nezamietame.

Defaultné pravdepodobnosti, ktoré chisq.test testuje, su rovnaké pre vSetky hodnoty. Takze
v tomto pripade staci spravit’

> chisqg.test(c(85, 99, 91, 108, 119, 98))
Chi-squared test for given probabilities

data: <¢(85, 99, 91, 108, 119, 98)
X-squared = 7.36, df = 5, p-value = 0.1952

Spojité nahodné premenné

Potrebujeme dve veci:
e Spravit tabulku s pocetnostami hodnét zo zvolenych intervalov.
e Pravdepodobnosti pri zadanom rozdeleni, ktoré testujeme.
o Ak ide o zname rozdelenie, ktoré je implementované v R, mbézeme ich
vypocitat pomocou distribuénej funkcie (funkcie typu pnorm, pexp a pod.).
o Ak mame len zadanu hustotu, pravdepodobnost ziskame pomocou integralu,
R vie numericky integrovat.



Tabulka s poéetnostami - napriklad:

> set.seed(1l23)
> X <- rexp(1000, rate = 1)
> table(cut(x, breaks = ¢(0, 0.5, 1, 1.5, 2, 2.5, 3, Inf)))

(0,0.5] (0.5,1] (1,1.5] (1.5,2] (2,2.5] (2.5,3] (3,Inf]
376 231 162 94 51 29 57

Pravdepodobnost

Vypocitame pravdepodobnost, Ze exponencialne rozdelenie s parametrom 1 (teda aj so
strednou hodnotou 1) nadobudne hodnotu z intervalu (1.5, 2), resp. z intervalu, do ktorého
patri niektory z krajnych bodov, alebo aj obidva:

> pexp(2, rate = 1) - pexp(l.5, rate = 1) # P(Exp(1l) \in (1.5, 2))
[1] 0.08779488

Integrovanie:

> integrate(function(x) exp(-x), lower = 1.5, upper = 2)
0.08779488 with absolute error < 9.7e-16
> integrate(function(x) exp(-x), lower = 1.5, upper = 2)[[1]]
[1] 0.08779488
Priklad 2: Bertrandov paradox.
Z bakalarskej prace Katariny Koscisovej, ktort som viedla v roku 2017:
Nizov: Don't just solve it; fight it! Priklady z pravdepodobnosti
Don't just solve it; fight it! Probability problems
Ciel: Téma préce je malou obmenou cititu Paula Halmosa o dokazoch: "Don't just

read it; fight it! Ask your own questions, look for your own examples, ...
Jeho mySienka sa da vztahovat aj na nieSenie prikladov. To sa nemusi skonéit’
vyrieSenim ur€ité¢ho prikladu, mnohé priklady davaji moznost’ zamyslat’ sa
nad nimi d’ale), klast’ si1 otizky a hl'adat’ na ne odpovede. Cielom prace je
venovat sa takymto sposobom niekol'kym aloham z oblasti pravdepodobnosti:
(a) Priklad 293 zo zbierky [1] a savislost’ ziskanych pravdepodobnosti
s pravdepodobnostami ziskanymi z ratingov typu [3]

(b) Znamy Bertrandov paradox - porovnanie s experimentom popisanym
v ¢lanku [4)

() laha o snnieniach kariet 7 [31 - vimndet nravdenadohnosinéhn ronzdelenia

Paradox spociva v rieSeni ulohy, ktora Bertrand sformuloval v roku 1889:
Majme kruh, v ktorom nahodne zvolime tetivu. Aka je pravdepodobnost, Ze zvolena tetiva
bude dlhSia ako strana rovnostranného trojuholnika vpisaného do daného kruhu?

Kedze “nahodne zvolime tetivu” nie je jednoznaéne popisané, mdézeme ju volit réznym
spbsobom, pricom mbZzeme dostat’ rézne pravdepodobnosti. MéZeme si vSak predstavit’ aj



to, Ze fyzicky hadzeme $pajdlu na kruznicu nakreslend na zemi a zaznamenavame dizku
tetivy, ktora takto vznikne. Otazka je, aka volba “nahodného vyberu tetivy” tomu zodpoveda.
Napriklad takato simulacia z wikipédie zrejme nevyhovuje, ¢akali by sme urcitu pravidelnost:

V ¢&lanku Jaynesa (1973) sa ako podmienka dava, Ze rozdelenie dizky tetivy (relativne k
polomeru kruhu) musi byt invariantné na polohu a velkost kruhu. V bakalarskej praci sa
uvadza hustota, ktoru odvodil:

I

pe)= T

; L ;
pricom r predstavuje dlzku normalizovanej tetivy, teda r = n{L je dlzka tetivy, R

(4.1.2)

je polomer kruhu a0 <z <1).
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a tiez vysledky experimentoy, v ktorych ludia realne hadzali na kruznicu Spajdlu:



model. My sme sa rozhodli realizovat experiment popisany v [15], teda hddzat slamku
(v nasom pripade $pajdi'u) na kruh s priemerom 5 palcov = 12.7cm. Vysledky podla
informécif z ¢lanku potvrdili nizkymi testovymi statistikami (v tomto pripade s velkou
jednoznaénostou) rozdelenie tetiv podla T. Jaynesa, ¢o si teraz overime realizdciou
rovnakého experimentu. Tohto experimentu sa zi¢astnili 3 Tudia, ktori hiadzali slamku
zostoja na kruh nakresleny na papieri a polozeny na zemi. Vysledkom boli 4 pokusy
s0 128 meraniami. Ziskané merania sme nasledne normalizovali. teda predelili ich prie-

merom kruhu a rozdelili sme ich do 10 skupin.

Namerané hodnoty:

Pokus ¢€.1 Pokus ¢.2

Cislo skupiny Skupina tetiv Poéetnost Poeetnosf
1 (L/2R < 0.5) 15 17
2 (0.5 < L/2R < 0.6) 7 15
3 (0.6 < L/2R <0.7) 10 10
4 (0.7 < L/2R < 0.8) 13 14
5 (0.8 < L/2R < 0.85) 10 5
6 (0.85 < L/2R < 0.9) 11 11
7 (0.9 < L/2R < 0.925) 6 7
8 (0.925 < L/2R < 0.95) 6 9
9 (0.95 < L/2R < 0.975) 10 10
10 (0.975 < L/2R < 1) 10 30

Testom dobrej zhody otestujeme hypotézu, Ze vysledky pokusu pochadzaju z rozdelenia s
horeuvedenou hustotou.

Cvicenia

Cvicenie 1.

Naprogramujte jedno kolo nasledovnej hry (to znamena, Ze ignorujeme instrukciu “he is also
the starter of the new game” — vzdy sa odohra len jedna hra). Spravte simulacie hry a
zaznamenavajte, ktory hra¢ vyhral (prvy, druhy alebo treti). Testom dobrej zhody testujte
hypotézu, Ze pravdepodobnosti vitazstva vSetkych troch hracov su rovnake.

Poznamka: Ak je pocet dat velfmi velky, aj mala odchylka od teoretickych pravdepodobnosti
spbsobi, ze sa hypotéza zamietne. Preto sa pri obrovskych poétoch dat pouzivaju iné



metody, ako je tento test dobrej zhody. Pri simulaciach je preto tieZz dobré neist’ do “prili§”
velkého poctu simulacii (typu 100 000 alebo 1 000 000).

Table 1. The three possible situations in the Mang Kung

€ DESCRIPTION OF THE CAME ¢ Dice Game.
We first describe the game with three players. Each Ouoomm | Fiayw's Actioss
player contributes 7 units of stake into a “pool”. Thus, F<P The Player can take the amount F from the
the total initial amount in the pool is 21 units. A player pool. He then passes the dice 10 the next
is randomly selected to start the first game. Each time player on his left to continue the game.
six Mang Kung Dice are thrown simultaneously. The F>P The Player has to top up the pool by the
total face value of these dice is counted. This total face difference, (F - P). He then passes the dice
value (F) is then compared with the total amount in the to the next player to continue the game.
pool ”.’)' Thg poaslblc_outcopwsand the corresponding FaPpP The Player wins the game. He receives the
player's actions are listed in Table 1. amount P from the pool. Moreover, each
of the other players has 1o pay him an
amount F as “bonus™, He is also the starter
of the next new game.

PP
005

Cvicenie 2. Spravte simulacie nasledovnej ulohy a do histogramu dopliite ponukané
hustoty. Vyberte si tu, ktora sa vam zda najblizsia k ziskanym datam zo simulacie a otestujte
zhodu dat s tymto rozdelenim pomocou chi kvadrat testu dobrej zhody:

A company offers earthquake insurance. Annual premiums are modeled by an exponential
random variable with mean 2. Annual claims are modeled by an exponential random
variable with mean 1. Premiums and claims are independent. Let X denote the ratio of
claims to premiums. What is the density function of X7

(A) g5t (B) (ﬁi (C) e " (D) 2e—27 (E) ze—=



