
 

(03) Diskrétne náhodné premenné 
 

1.​ Distribučná funkcia: dve vlastnosti 
 

Na zopakovanie definícia: 

 
 
VLASTNOSŤ I. 

 
 
Je to analógia toho, čo vieme povedať o počtoch prvkov množín: Ak je A podmnožinou 
B, tak A nemôže mať viac prvkov ako B.  
 
V reči pravdepodobnosti: 
Ak nastala udalosť X≤3, tak nastala aj udalosť X≤2. Ak doba čakania nebude viac ako 3 
minúty, tak nebude ani viac ako 2 minúty. Takže pravdepodobnosť toho, že nebudeme 
čakať viac ako 2 minúty nemôže byť väčšia ako pravdepodobnosť toho, že nebudeme 
čakať viac ako 3 minúty. 
 
VLASTNOSŤ II. 
Najskôr si pozrime naše dva špeciálne prípady z príkladu: 

 

 



 

Ak hádžeme kockou a X je počet padnutých bodov, tak napríklad pre každé záporné x je 
pravdepodobnosť toho, že X≤x, rovná nule, lebo takáto situácia nemôže nastať (platí to 
aj pre kladné čísla menšie ako 1). Takisto pre x väčšie alebo rovné ako 6 je 
pravdepodobnosť toho, že X≤x, rovná jednej, lebo táto udalosť určite nastane. 

 
 
Podobne v prípade čakania Romea a Júlie, keďže čas čakania nemôže byť záporný a je 
zhora ohraničený na základe informácie o tom, kedy na miesto stretnutia prichádzajú 
hodnotou 120. Distribučná funkcia je vľavo od tejto dolnej hranice 0 nulová a vpravo od 
hornej hranice 120 rovná jednej. 
 

 
Nemusí to tak byť vždy. Môžeme mať náhodnú premennú, ktorá nie je zdola ohraničená. 
Hodnota  F(x) nemôže byť  záporná, lebo je to pravdepodobnosť. Ale ak počítame 
P(X≤x) a hodnotu x stále zmenšujeme, tak sa dostaneme hocijako blízko k nule. Nie je 
možné, aby sa nedala nájsť hranica, pod ktorou je napríklad len 1 percento hodnôt. To by 
znamenalo, že pod hocijakým x je viac ako 1 percento hodnôt, čo nie je možné. Toto, 
samozrejme, nie je matematický dôkaz, ale argumentácia, ktorá by mala presvedčiť, že tá 
vlastnosť “logicky musí” platiť. 
 
Analogicky, ak náhodná premenná nemá zhora ohraničené hodnoty. Je jasné, že F(x) 
nemôže byť viac ako 1, lebo je to pravdepodobnosť. Avšak platí, že ak počítame P(X≤x) 

 



 

a hodnotu x stále zväčšujeme, po čase budeme ľubovoľne blízko jednotky (bez ohľadu 
na to, ako blízko k jednotke sme si hranicu stanovili). Nemôže sa stať, že hocijako veľké 
x zvolíme, vždy bude pod ním menej ako 99 percent hodnôt. 
 
Distribučná funkcia náhodnej premennej, ktorá nadobúda ľubovoľne veľké kladné aj 
ľubovoľne veľké záporné hodnoty (chápeme to v absolútnej hodnote), môže vyzerať 
napríklad takto: 

 
Nikde sa nerovná nule ani jednotke, ale limitne sa k týmto hodnotám približuje – k nule 
smerom do mínus nekonečna a k jednotke smerom do plus nekonečna. 

2.​ Distribučná funkcia: príklady 
PRÍKLAD 1: 

 

 



 

●​ Platí F(0)=0, teda P(X≤0)=0. To znamená, že distribučná funkcia zodpovedá 
náhodnej premennej, ktorá nadobúda iba kladné hodnoty. 

●​ Na druhej strane, hodnoty tejto náhodnej premennej nie sú zhora ohraničené, 
distribučná funkcia sa nikde nerovná jednej, iba sa k jednotke približuje. 

 
PRÍKLAD 2: 

 
●​ Analogicky ako v predchádzajúcom príklad platí F(3)=0, teda P(X≤3)=0. 
●​ Na druhej strane,  F(5)=0, teda P(X≤5)=1.Nerovnosť X≤5 je istá udalosť. 
●​ Takže táto náhodná premenná nadobúda iba hodnoty medzi 3 a 5.​

 
3.​ Distribučná funkcia: ďalšia vlastnosť 

 
Pripomeňme si distribučnú funkciu počtu bodov pri hode kockou: 

 

 



 

“Spojitosť sprava” znamená, že ak sa graf sprava približuje k nejakému bodu, tak ten bod 
je súčasťou grafu funkcie. Tam, kde je funkcia spojitá, je to jasné. Zaujímavé je to v 
bodoch, kde spojitá nie je, teda tam, kde sú skoky. 
 
Všimnime si, že v bodoch, v ktorých je skok, sa nadobúda tá vyššia hodnota. Toto platí 
aj vo všeobecnosti. Ak distribučná funkcia nie je v nejakom bode spojitá, vzhľadnom na 
neklesajúcosť musí byť v tomto bode skok. Pozrime sa, čo to znamená.  
 
Ukážeme si dva príklady. V prvom príklade bude distribučná funkcia podobná tej 
predchádzajúcej, pred aj po skoku bude na nejakom intervale konštantná. V druhom 
príklade bude pred aj po skoku rásť. Spoločné majú to, že v nule skočí funkcia z hodnoty 
0,1 na 0,3. 

 
Vidíme, že v tomto prípade sa musí tá nula nadobúdať s pravdpepodobnosťou 0,3 - 0,1 = 
0,2. Súčasne to znamená, že funkčná hodnota v nule bude P(X≤0)=0,3, lebo udalosť X≤0 
v seba zahŕňa aj X=0 (na rozdiel od napríklad X≤-0,00001, čo nulu nezahŕňa). 
 
Podobne to bude v prípade, ak distribučná funkcia pred skokom aj po skoku rastie: 

 



 

 
 
V oboch prípadoch je teda “plný krúžok”, teda nadobúdaná hodnota tá vyššia: 

 

4.​ Diskrétne náhodné premenné 
 

 
 
 

 



 

PRÍKLAD: 

 
 

5.​ Stredná hodnota a disperzia diskrétnej náhodnej premennej 
 

Ide o analógiu aritmetického priemeru (stredná hodnota) a výberovej disperzie 
(disperzia), ktoré poznáme z popisu dátového súboru. 
 

 
 
 

 



 

 
 
Matematická poznámka: 

 
Dôvod je ten, že z matematickej analýzy známa nasledujúca vlastnosť: Ak by rad 
konvergoval, ale nie absolútne, tak preusporiadaním jeho členov do iného poradia by sme 
vedeli dosiahnuť iný súčet (nezávislosť súčtu od poradia sčitovania platí len pre konečný 
počet sčítancov). To by ale znamenalo, že stredná hodnota náhodnej premennej by 
závisela od toho, v akom poradí vypíšeme jej hodnoty – čo nedáva zmysel. Aby sme sa 
vyhli takejto situácii, požaduje sa absolútna konvergencia radu. V tom prípade (to je znovu 
tvrdenie z matematickej analýzy) súčet nezávisí od poradia členov. 

6.​ Stredná hodnota a disperzia: vlastnosti I. + definícia štandardnej 
odchýlky 

 

 



 

 
Keďže v definícii disperzie vystupuje stredná hodnota nejakej druhej mocniny, samotná 
disperzia je nezáporná. To umožňuje definovať štandardnú odchýlku ako odmocninu z 
disperzie (rovnako, ako to bolo v prípade výberovej disperzie a štandardnej odchýlky). 

 

7.​ Stredná hodnota a disperzia: vlastnosti II. 

 
●​ Konštantu a si môžeme predstaviť ako náhodnú premennú, ktorá nadobúda 

hodnotu a  s pravdepodobnosťou 1. Výpočtom strednej hodnoty z definície 
potom dostaneme, že jej stredná hodnota je a.  

●​ Potom je však a - E(a) konštantne rovné nule, a teda pri výpočte disperzie 
počítame strednú hodnotu nuly, čo je nula. Takže disperzia konštantnej náhodnej 
premennej je nulová.​
 

8.​ Stredná hodnota a disperzia: vlastnosti III. 
 
Nasledovná vlastnosť nám môže zjednodušiť výpočty. 
 

 
 
Dá sa jednoducho odvodiť z toho, o čom sme už hovorili: 
 
 

 



 

 
 

9.​ Stredná hodnota a disperzia: výpočet I. 

 
 
RIEŠENIE: 
 

 
Pozrime sa, ako vyzerá druhá mocnina tejto náhodnej premennej a jej stredná hodnota: 
 

 

 



 

To nám umožní vypočítať disperziu: 

 
 

10.​ Stredná hodnota a disperzia: výpočet II. 
 

 
 
Na kontrolu našich výsledkov si spravíme simulácie, výsledky by im mali byť podobné 
(ak sa príliš líšia, treba si hľadať chybu): 

 
(“Stredná hodnota” a “disperzia” tu označuje ich odhad pomocou aritmetického 
priemeru a výberovej disperzie.) 

 



 

Pomôcka k určovaniu pravdepodobností: 

 
 
RIEŠENIE PRE X: 

 
 

 

 



 

RIEŠENIE PRE Y: 

 

 
 
 
RIEŠENIE PRE Z: 
 

 

 



 

 

11.​ Stredná hodnota a disperzia: výpočet II. 

 
 
RIEŠENIE: 
Ak budeme pokračovať v druhom kole, naša očakávaná výhra je 3,5 (stredná hodnota 
počtu bodov, ktoré padnú pri hode kockou). Stratégia teda spočíva v tom, že: 

●​ ak padne 1, 2 alebo 3, tak hážeme ďalej, 
●​ ak padne 4, 5 alebo 6, tak si zoberieme príslušnú výhru. 

 
Pravdepodobnostný strom je na nasledujúcej strane. Z neho spočítame, s akou 
pravdepodobnosťou nastanú jednotlivé možnosti výhry: 

 

 



 

A z toho strednú hodnotu: 

 
 
Pravdepodobnostný strom: 

 

 



 

12.​ Stredná hodnota a disperzia: vlastnosti IV. 

 
Ukážeme, prečo platí prvé a tretie tvrdenie: 
 
Prvé tvrdenie: 

 
Tretie tvrdenie: 

 
POZNÁMKA: Indukciou dostaneme, že druhé tvrdenie platí aj pre súčet n premenných. 

 



 

PRÍKLAD: V časti 10 sme pre náhodnú premennú X (súčet bodov na dvoch kockách) 
našli strednú hodnotu tak, že sme našli jej pravdepodobnostné rozdelenie – možné 
hodnoty a ich pravdepodobnosti. Pomocou tohto tvrdenia však vieme nájsť strednú 
hodnotu jednoduchšie – spočítať stredné hodnoty pre jednotlivé kocky. 

13.​ Nezávislé náhodné premenné 

 

14.​ Stredná hodnota a disperzia: vlastnosti V. 
 

 
POZNÁMKA: Indukciou dostaneme, že tvrdenia platia aj pre n náhodných premenných. 
 
PRÍKLAD: V časti 10 sme pre náhodnú premennú X (súčet bodov na dvoch kockách) 
našli disperziu tak, že sme našli jej pravdepodobnostné rozdelenie – možné hodnoty a 
ich pravdepodobnosti, a následne aj pre jej druhú mocninu. Pomocou tohto tvrdenia 
však vieme nájsť disperziu jednoduchšie – spočítať disperzie pre jednotlivé kocky, 
keďže hody kockami sú nezávislé. 
 
V nasledujúcich častiach si ukážeme niektoré špeciálne typy distrétnych náhodných 
premenných a ich použitie. 
 
 
 

 



 

15.​ Bermoulliho rozdelenie (iný názov: alternatívne) 

 
Odvodenie strednej hodnoty a disperzie: 

 

16.​ Bermoulliho rozdelenie: príklad 

 
 

 



 

RIEŠENIE: 

 

17.​ Bermoulliho rozdelenie: ďalší príklad 
 

 
 
RIEŠENIE: 
 

 
 
 
 

 



 

 

18.​ Binomické rozdelenie 

 
Odvodenie strednej hodnoty a disperzie: 

 

 



 

19.​ Binomické rozdelenie: príklad, výpočet v Pythone 
 

 
 
Grafické znázornenie: 

 
 
 

 



 

 

20.​ Binomické rozdelenie: príklad 

 
 
RIEŠENIE: 

 
 
 

 



 

 

21.​ Binomické rozdelenie: ďalší príklad 

 
RIEŠENIE: 

   
Musí teda strieľať aspoň 11 krát. 

 



 

22.​ Poissonovo rozdelenie: motivácia, modelovanie zriedkavých 
udalostí 

 

 
 
Základná myšlienka pri výpočte limity: 

 
 
 
 
 
 

 



 

 
Podrobnejšie: 

 
 

23.​ Poissonovo rozdelenie 

 
 

●​ Stredná hodnota je rovnaká ako pre každé binomické rozdelenie, z ktorých sme 
počítali  limitu pravdepodobností. 

●​ Disperzia je limita disperzií týchto binomických rozdelení. 
●​ Dajú sa spočítať aj priamo z predpisu pre P(X=k) Poissonovho rozdelenia. 

 



 

24.​ Binomické a Poissonovo rozdelenie - porovnanie kvality 
aproximácie 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 



 

25.​ Poissonovo rozdelenie: príklad 

 
 
RIEŠENIE: 

 
 
 

 



 

26.​ Poissonovo rozdelenie: porovnanie dát s Poissonovým rozdelením 

 
Parameter Poissonovho rozdelenia sa tu určil tak, aby sa stredná hodnota Poissonovho 
rozdelenia zhodovala s aritmetickým priemerom z dát. Takémuto spôsobu odhadovania 
parametrov rozdelenia sa hovorí momentová metóda (lebo stredná hodnota je tzv. prvý 
moment rozdelenia, disperzia druhý moment, dajú sa definovať aj momenty vyššieho 
rádu). 
 

 

 



 

27.​ Hypergeometrické rozdelenie: motivácia 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 



 

 
 

 
 
 
 

 



 

28.​ Hypergeometrické rozdelenie (výber bez návratu) 

 

29.​ Geometrické rozdelenie (čakanie na úspech) 
 

 
 
Vzťah pre strednú hodnotu je intuitívne logický: Ak hádžeme kockou, pravdepodobnosť 
šestky je ⅙ a zdá sa byť logické, že na padnutie šestky by sme mali v priemere 
potrebovať šesť pokusov. 

 



 

30.​ Geometrické rozdelenie: príklad 

 
RIEŠENIE: 

 
Pri výpočte pravdepodobností vychádzame zo základných princípov, je zbytočné 
pamätať si vzorec. Pri strednej hodnote si spomenieme na logické zdôvodnenie z 
geometrického rozdelenia. 

 



 

31.​ Geometrické rozdelenie (iná parametrizácia) 
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