pravdepodobnost

(05) Sucet nezavislych rovnako rozdelenych nahodnych
premennych, centralna limitna veta

1. Priklad: Binomické rozdelenie

Majme postupnost N nezavislych pokusov v s pravdepodobnostou Uspechu p, pocet
uspechov ma binomickeé rozdelenie. Ak toto zopakujeme nezavisle n krat, dostaneme
nahodné premenné X,,X,, ..., X, 0znacujuce pocty uspechov. Na ich sucet sa vSak
mobzeme pozerat aj ako na pocet Uspechov v postupnosti n*N nezavislych pokusoch,
takZze ma znovu binomické rozdelenie, a to Bin(n*N, p).

llustrécia pre N=10, p=% (hadZeme desatkrat kockou, chceme hodit sestku), opakujeme to n krat.
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2. Priklad: Geometrické rozdelenie

Majme znovu postupnost nezavislych pokusov v s pravdepodobnostou Gspechu p. Ak
definujeme X;,X,, ..., X, ako nezavislé nahodné premenné s geometrickym rozdelenim,
tak kazda reprezentuje pocet pokusov potrebnych na dosiahnutie jedného uspechu. Ich
sucet X potom vyjadruje pocet pokusov potrebnych na dosiahnutie n-tého uspechu.
Pravdepodobnosti ziskame kombinatorickou uvahou ako

k 1 T —TL
PX=k)=|_ . )r"(1 p)*

pricom mozné hodnoty su prirodzené Cisla vacsie alebo rovné n.

llustracia pre p='% (hadZeme desatkrat kockou, chceme hodit Sestku), opakujeme to n krat.

n=1 (geometrické)
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3. Priklad: rovhomerné rozdelenie

Uvazujme rovnomerné rozdelenie na (-1, 1) a nezavislé ndhodné premenné X,,X,, ..., X,
s tymto rozdelenim.

Pre n=2 je odvodenie hustoty suctu dobré cvicenie na geometrickl pravdepodobnost,
vypocet distribu¢nej funkcie a hustoty:
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Pre n=3 zoberieme vysledok z knihy:
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Je znama aj vSeobecna hustota pre n sc¢itancov:

1 [(n+x)/2] Ik n :
— - + x = 2k)*" ; ,
i) = 2(n = 1)! &, (U )(+x 267" pro x| <n

0 pro ostatni x .

Ale jednoduchsie bude spravit si simuldciu a sucty X, + ... + X, si vygenerovat:

import numpy as np

from scipy.stats import uniform

def sucet rovnomernych (loc, scale, n):
X i = uniform.rvs (loc=loc, scale=scale, size=n)

return np.sum(X 1)

n = 20

sucty = [sucet rovnomernych(-1, 2, n) for  in range(10**5)]
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4. Priklad: exponencidlne rozdelenie (simulaéne)

Sucet X, + ... + X, nezavislych exponencialnych nahodnych premennych s rovhakym
parametrom ma tiez zndme rozdelenie (tzv. gama rozdelenie), ale tiez si ho pre
nazornost vygenerujeme:

n=1 (pévodné rozdelenie Exp(1)) n=2
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5. Centralna limitna veta

Tvrdenie:

Technicky predpoklad: uvazované rozdelenie ma strednu hodnotu a disperziu.
Majme sucet X, + ... + X, nezavislych nahodnych premennych s rovhakym
rozdelenim.

Normalizujme ho, teda odpocitajme strednu hodnotu a vydel'me Standardnou
odchylkou. Ziskana nahodna premenna ma nulovu strednu hodnotu a jednotkovu
disperziu.

Tieto normalizované nahodné premenné konverguju pre n idice do nekonecna k
normalnemu rozdeleniu N(0,1).
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Prakticky:

e Sucet X, + ... + X, nezavislych nahodnych premennych s rovhakym rozdelenim
ma pre velké n priblizne normalne rozdelenie. Za strednu hodnotu a disperziu
tohto aproximativneho rozdelenia zoberieme strednu hodnotu a disperziu suctu.

Ako dosledok:

e Priemer nezavislych nahodnych premennych s rovhakym rozdelenim ma pre
velké n priblizne normalne rozdelenie. Za strednu hodnotu a disperziu tohto
aproximativneho rozdelenia zoberieme strednu hodnotu a disperziu priemeru.

Stredna hodnota a disperzia suctu a priemeru:
E(X)=py P{.«‘())W“Zf. X nezovicle”
$=X4+.. +Yy s
EIS) = E[y)+ — +E(Xa) = np ; DI3)= DPIX)+.. #Dly) 2nr?
X= ';%'5 . . el
E(T)=7El5) =& | DIY) = D[£S) = = 0ls) = =

6. Priklad 1

Poistoviia vydala 1250 poistiek, tykajicich sa starostlivosti o zrak. Pocet narokov,
ktoré poistenec uplatni poéas roka, ma Poissonovo rozdelenie so strednou hod-
notou 2. Predpokladajte, Zze naroky jednotlivych poistencov sii nezavislé. Aka
je priblizna pravdepodobnost, ze celkovy pocet ndrokov poéas roka bude medzi
2450 a 26007

(A) 068 (B)082 (C)087 (D)0,95 (E) 1,00
Zdroj: Society of Actuaries
Riesenie:
Ai~ Fo[2), 2= E1X;) =2 z Dli)=2

S=Mt ..+ Xy, n=4257
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APy z
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P2450 < 8 £ 2400) = P (2450 £ W (2500, 2505) < Zoo ) =
= F(2600) = F[2447)

F je tu distribu¢na funkcia normalneho rozdelenia N(2500, 2500). Python chce
Standardnu odchylku, nie disperziu, preto:

from scipy.stats import norm

pri = norm.cdf(2608, loc=25@8, scale=58) - norm.cdf(2450, loc=2500, scale=58)
print(f"{pri:.4f}")

©.8186

Ak potrebujeme vysledok vyjadrit pomocou distribu¢nej funkcie normalizovaného
normalneho rozdelenia N(0, 1):
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pri_inak = norm.cdf(2) - norm.cdf(-1)
print(f"{pr1_inak:.af}")

©.8186



7. Priklad 2

Pri analyze udajov o zdravotne] starostlivosti bol vek pacientov zaokrihleny
na najblizsi nasobok 5 rokov. Rozdiel medzi skutoénym a zaokrihlenym ve-
kom ma rovnomerne rozdelenie od -2.5 do 2.5 rokov. Nahodne sme vybrali 48
pacientov. Ak4 je priblizna pravdepodobnost, Ze priemer zaokriithlenych vekov
je od priemeru skutoénych vekov vzdialeny nie viac ako stvrt roka?

(A)0,14 (B)0,38 (C)057 (D)o0,77 (E) 0,88

Zdroj: Society of Actuaries

Vysledok vyjadrime pomocou distribu¢nej funkcie normalizovaného normalneho
rozdelenia N(0, 1).

RieSenie:
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pr2 = norm.cdf(1.2) - norm.cdf(-1.2)
print(f"{pr2:.4f}")

@.7699



8. Symetria distribuénej funkcie N(0, 1)

Pre distribu¢nu funkciu normalizovaného normalneho rozdelenia N(0, 1) plati:
O(—z)=1—®(z)

Preco:
e akje x kladné:

0.40 ~ ' —— hustota N(0,1)
0 o(—x)=P(X= —Xx)

0.35 0 1-0(x)=P(X>x) |
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R ; ; ;
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e akje x zaporné:
d(—x)=P(X= —x) 1-0(x)=PX>x)
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-5.0 : -5.0
X X

e V bode x=0 je hodnota distribucnej funkcie rovna % a tvrdenie tiez plati.



Toto mézeme vyuzit na taky zapis, Ze vo vysledku bude distribuéna funkcia N(0, 1) len s
kladnymi argumentami.

Takze v predchadzajucom priklade:

pr2_inak = 2*norm.cdf(1.2) - 1
print(f"{pr2_inak:.af}")

0.7699
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