(06) Testovanie hypotéz, testovanie hypotéz o pravdepodobnostnych
rozdeleniach

1. Princip testovania hypotéz: priklad o cukrikoch

Priklad 1: rozoznavanie Lentiliek a M&M'’s (Katarina Kocsisovd, bakaldrska praca Experimenty a
vlastné ddta pri vyucovani pravdepodobnosti a Statistiky, 2015)

Clovek tvrdi, Ze dokaze na zaklade chute rozlisit
Lentilky a M&M's. Nie stopercentne, ale tvrdi, ze s
pravdepodobnostou 0,85 to dokaze. My pochybujeme,
Ze to dokaze az tak presne. Chceme preto zrealizovat
experiment, na zaklade ktorého budeme vediet (s
urcitou presnostou) rozhodnut, ¢i jeho tvrdenie o
schopnosti rozliSovat cukriky s uvedenou
pravdepodobnostou 0,85 zamietnut alebo nie.

Intuicia: Nechdme ho urc¢ovat druh cukrikov (so zaviazanymi o¢ami, cukriky podavame na
lyZicke, aby nemohol hmatom zistit ich velkost, moZnost napit sa medzi pokusmi kvoli
neutralizacii chute) viackrat a ak bude mat spravnych odpovedi prili§ malo, jeho tvrdenie o
presnosti 0,85 zamietneme. Povedzme, Ze spravime 20 pokusov. Kam dat hranicu - kolko
spravnych odpovedi bude “prilis§ malo”?

Prvy ndpad: Oakavany pocet spravnych odpovedi je 20*0,85 = 17. Co sa stane, ak nas test bude
vyzerat tak, Ze jeho tvrdenie zamietneme, ak spravne uréi menej ako 17 cukrikov (teda “menej
ako by v priemere mal”)?



Spocitajme, s akou pravdepodobnostou jeho tvrdenie zamietneme v pripade, Ze by bolo v
skutocnosti pravdivé. Pocet spravnych odpovedi ma binomické rozdelenie, zaujima nas
pravdepodobnost toho, Ze ich bude menej ako 17.

0.25 4

Il pocet Uspechov menej ako 17
M pocet Gspechov aspon 17

0.20 A

o

s

w
L

pravdepodobnost
o

0.05

0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 O. 0010L05
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
pocet Uspechov

0.00

from scipy.stats import binom

print(f"Pravdepodobnost zamietnutia pravdivého tvrdenia: {binom.cdf(16, 20, ©.85):.4f}")

Pravdepodobnost zamietnutia pravdive] hypotézy: 0.3523

Ak by sme tento postup opakovali s viacerymi ochutnavacmi a kazdy z nich by mal
pravdepodobnost spravnej odpovede 0,85, tak s viac ako 35 percentnou pravdepodobnostou by
sme ich pravdivé tvrdenie o ich schopnostiach zamietli. To je prili$ vela.

Uplne sa takejto chybe nemézeme vyhnut. Ak by sme sa jej cheeli zaruene vyhnut, nemohli by
sme uvazované tvrdenie zamietnut nikdy. Takyto test by vSak nemal Ziadny zmysel.

Co sa teda robi: Stanovi sa hranica, s akou maximalnou pravdepodobnostou sme ochotni
zamietnut hypotézu, ktora je v skutocnosti pravdiva. Standardnou volbou je 0,05. V nasom
pripade:
e Ak je naSe kritérium “tvrdenie o 85 percentnej Uspesnosti zamietame, ak je pocCet
spravnych odpovedi menej ako k”, tak pravdepodobnost zamietnutia pravdivého tvrdenia
je binom.cdf(k - 1, 20, 0.85).
e Na zaklade grafu vieme odhadnut, aké maximalne k uvazovat:
Kritérium zamietnutia: menej ako 14 spravnych odpovedi
Pravdepodobnost zamietnutia pravdivého tvrdenia: ©.62194

Kritérium zamietnutia: menej ako 15 spravnych odpovedi
Pravdepodobnost zamietnutia pravdivého tvrdenia: 0.06731



e Preco chceme maximalne mozné k: lebo chceme ¢o najlepsie identifikovat nespravne
tvrdenie a ak je skutocna pravdepodobnost mensia ako 0,85, chceme s ¢o najva¢sou
pravdepodobnostou tvrdenie o hodnote 0,85 zamietnut. To by sa nestalo, ak by sme
zvolili napriklad k=12. Stéle by platilo, Ze pravdivé tvrdenie zamietneme s
pravdepodobnostou nie vac¢sou ako 0,05. Ale ¢asto by sme robili opaénu chybu:
testované tvrdenie by neplatilo, ale my by sme ho nezamietli.

e Zaver: k=14, ateda

o Ak je pocet spravnych odpovedi 0-13, tak tvrdenie o presnosti 0,85 zamietneme.
o Ak je pocet spravnych odpovedi aspon 14, tak tvrdenie o presnosti 0,85
nezamietneme.

Realny vysledok: V experimente z bakalarskej prace sa dosiahlo 18 spravnych odpovedi, takze
hypotéza sa nezamietla.

Otézka: Predpokladajme, ze skuto¢na pravdepodobnost je mensia ako 0,85. S akou
pravdepodobnostou to odhalime v pripade, Ze zvolime nas test s hranicou 14 a v pripade, Ze
zvolime test s hranicou 12, ak
e skutocnd pravdepodobnost je 0,5 (¢lovek iba hada),
e skutocna pravdepodobnost je 0,65 (Clovek nehada, ale precenil svoje schopnosti, ked
povedal, Ze s 85 percentnou pravdepodobnostou urci druh cukrika).

Odpoved:
e Odhalit nespravne tvrdenie znameng, zZe hypotézu 0,85 zamietneme.

e Ak je hranica testu k, tak zamietame pre pocet Uspechov od 0 do k -1 (vratane).
e Pocet uspechov ma binomické rozdelenie, pricom n je 20 (poc¢et pokusov) a parameter
p je skuto¢na pravdepodobnost.

i def pravdepodobnost nezamietnutia(hranica testu, skutocne p, pocet pokusov=20): i
+ return(1l - binom.cdf(hranica_testu - 1, pocet pokusov, skutocne_p)) ;

_________________________________________________________________________________________________________

Pre interval pravdepodobnosti medzi 0,5 (mensiu neuvazujeme, ak by si niekto odsledoval, Ze
ma presnost mensiu ako %, stacilo by mu povedat opak toho, ¢o sa mu zda ako spravna
odpoved a pravdepodobnost si zvysit nad %) a 0,85 (to, ¢o testujeme):

hranica testu: 12, skutocné p: 8.5
pravdepodobnost chyby, 7e nezamietneme tvrdenie "p=0.85": ©.25172

hranica testu: 14, skutocné p: 8.5
pravdepodobnost chyby, Ze nezamietneme tvrdenie "p=0.85": ©.05766

hranica testu: 12, skutolné p: ©.65
pravdepodobnost chyby, Ze nezamietneme tvrdenie "p=0.85": ©.76238

hranica testu: 14, skutolné p: ©.65
pravdepodobnost chyby, Ze nezamietneme tvrdenie "p=0.85": ©.41663
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3. Priklad o eurovej minci

Priklad 2: Euro coin accused of unfair flipping (NewScientist, 2002)
https://www.newscientist.com/article/dn1748-euro-coin-accused-of-unfair-flipping/
e Hadzanie eurovou mincou, 250 pokusov, 140-krat padla hlava
e Pri pravidelnej minci ocakavame 125 hlav — je tento rozdiel “prilis velky” alebo ho
mdbzeme pripisat nahode?

Spravme to isté ako v priklade o cukrikoch:
e Hy: minca je pravidelna, teda p=%
e H;:minca nie je pravideln3, teda p nie je 1/2
e Testovacia Statistika: pocet hlav
e Hypotézu zamietneme, ak sa bude skutocny pocet hlav prilis lisit od o¢akavaného -
bude prilis velky alebo prili§ maly (hranice nastavime tak, aby pravdepodobnost
zamietnutia pravdivej H, nebola viac ako 5 percent)

Postup 1:
Kritérium pre zamietnutie bude mat tvar “pocet hlav je viac ako 125+K alebo menej ako 125-K".

Predpokladajme, ze H, plati, teda minca je pravidelna. Akd je pravdepodobnost, Ze ju
zamietneme:

from scipy.stats import binom

def pravd_zamietnutia_pravdivej_He(K):
viac_ako 125plusK = 1 - binom.cdf(125 + K, 250, 0.5)
menej_ako_125minusK = binom.cdf(125 - K, 250, ©.5) - binom.pmf(125 - K,
250, 0.5)
return viac_ako_125plusK + menej_ako_125minusK
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https://www.newscientist.com/article/dn1748-euro-coin-accused-of-unfair-flipping/

Znovu:
e Pravdepodobnost zamietnutia pravdivej H, nemo6ze byt viac ako 0,05.
e Na druhej strane nechceme “zbytocne malud” mnozinu vysledkoy, pri ktorych H,
zamietame, lebo to sucasne znamen4, Ze klesa pravdepodobnost odhalenia
nepravidelnej mince.

Zoberieme teda K=15, kedy prvykrat klesla pravdepodobnost zamietnutia pravdivej H, pod 0,05
— hypotézu o pravidelnej minci zamietneme, ak je hlav viac ako 125+15 = 140 alebo menej
ako 125-15=110.

V nasom pripade je hlac 140, teda hypotézu nezamietame. (Ale vidime, Ze je to tesné.)

V ¢lanku:

Howard Grubb, an applied statistician at the University of Reading, notes that, “with a sample of
only 250, anything between 43.8 per cent and 56.2 per cent on one side or the other cannot be said
to be biased”. The range of 6.2 per cent on either side of 50 per cent is expected to cover the
results, even with a fair coin, in 95 of every 100 experiments.

43,8% z 250 je 109,5 a 56,2% z 250 je 140,5.

Postup 2:
Nebudeme pracovat s binomickym rozdelenim, ale na zaklade centralnej limitnej vety ho
aproximujeme normalnym rozdelenim.

Pocet hlav X ma za platnosti H, binomické rozdelenie Bin(250, '), aproximujeme ho normalnym
rozdelenim N(125, 250 * % * (1 - %2)). Nahodnu premennu X normalizujeme a vytvorime
nahodnud premennd s N(0, 1) rozdelenim:

Z = (X - 125)/sqrt(250 * %2 * (1 - ¥2))

Najdeme teraz mnozinu extrémne velkych a extrémne malych hodnét (zodpoveda to extrémne
velkym a extrémne malym hodnotam X), ktoré maju spolu pravdepodobnost 0,05.

Kvantily:
q_ 98825 = norm.ppf(0.025)
q_0975 = norm.ppf(0.975)

print(f"2.5% kvantil: {q_@@25:.5f}")
print(f"97.5% kvantil: {q_@975:.5f}")

2.5% kvantil: -1.95996
97.5% kvantil: 1.95996



normalizovana statistika = (14@ - 250%9.5)/np.sqrt(250%0.5%0.5)
print(f"Normalizovana statistika: {normalizovana statistika:.5f}")

Normalizovana statistika: 1.89737

cevve

1,95996. To v nasom pripade neplati, takze hypotézu o pravidelnej minci nezamietame.

Vsimnime si, Ze tieto hodnoty kvantilov su univerzalne, nezavisia od testovanych dat, poctu
pozorovani, ani testovanej pravdepodobnosti. Vyuzivaju len to, ze testovacia Statistika ma pri
platnosti nulovej hypotézy (v tomto pripade priblizne) N(0, 1) rozdelenie.

4. P-hodnota testu

Motivacia. V ¢lanku sa pise:

Nonetheless, Grubb cautions, the Polish result is at the outside of this range, and would be
expected in only about 7 of every 100 experiments with a fair coin, leaving a glimmer of hope for
their hypothesis. Clearly, more research is needed.

Pocitali teda pravdepodobnost dosiahnutého vysledku (“the Polish result”) v pripade, Ze minca
je pravidelna. Nejde o konkrétne 140 hlav ale o to, Ze pri pravidelnej minci nastane “takyto
extrémny vysledok”, ako sme pozorovali. Teda 140 a viac hlay, alebo tiez 140 a viac znakov.
PrecCo nés to zaujima:

e Ak je tato pravdepodobnost pri platnosti nulovej hypotézy “prilis mald”, znamena to, Ze
pozorovany vysledok hovori v neprospech jej platnosti. Hypotézu v takom pripade
zamietneme.

e Ak je pravdepodobnost “dostatoc¢ne velka”, znamena to, Ze pozorovany vysledok nie je
“velmi vynimocny” a pri platnosti nulovej hypotézy “bezne nastava”. Takze hypotézu
nezamietneme.

Co znamena “prili$ mald pravdepodobnost”? Aby bol tento postup ekvivalentny s
predchadzajucim postupom, kde sme porovnavali Statistiku s kvantilom, hranicou, s ktorou sa
vypocitand pravdepodobnost porovnava, je kriticka hodnota testu, Standardne 0,05. Ak je teda
pravdepodobnost mensia ako 0,05 (resp. ina hladina vyznamnosti, ktori chceme pouzit), tak sa
nulova hypotéza zamieta. Ak je vacsia ako 0,05, tak sa nulova hypotéza nezamieta.

Vypocitana pravdepodobnost sa nazyva p-hodnota (p-value). Predchadzajlice pravidlo teda
mozeme sformulovat:



e Ak je p-hodnota mensia ako hladina vyznamnosti, nulovi hypotézu zamietame.
e Ak je p-hodnota vacsia ako hladina vyznamnosti, nulovid hypotézu nezamietame.

Postup 1 (binomické rozdelenie):
“Takyto extrémny vysledok” znamena 0-105 hlav alebo 140-250 hlav. Pravdepodobnost
takéhoto vysledku je:

p_odchylka 15aviac = 1 - binom.cdf(129, 250, ©.5) + binom.cdf(11®, 250, ©.5)
print(f"Pravdepodobnost odchylky 15 a viac: {p_odchylka 15aviac:.5f}")

Pravdepodobnost odchylky 15 a viac: ©.06642

Je to viac ako 0,05, takze hypotézu H, o pravidelnej minci nezamietame.

VsSimnime si: 0,06642 je po zaokruhleni na celé percenta 7 percent (hodnota spominand v
¢lanku)

P 2 (aproximdcia normdlnym rozdelenim):

Hodnota Z Statistiky vysla 1,89737. Ak plati nulova hypotéza, tato Statistika ma N(0, 1)
rozdelenie. Ak je pri tomto rozdeleni pravdepodobnost, Ze Statistika bude vacsia ako 1,89737
alebo mensia ako -1,89737:

0.40 1 —— hustota N(0,1)

I P(N(0,1) > statistika)
0.35 17 B P(N(0,1) < -statistika)
---- hodnota Statistiky
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plocha vpravo = 1 - norm.cdf(normalizovana statistika)
plocha vlavo = norm.cdf(-normalizovana_statistika)
p_hodnota = plocha vlavo + plocha vpravo

# ekvivaletne: 2*plocha _vpravo alebo 2*plocha_vlavo

P-hodnota je vacsia ako
0,05, takze hypotézu
nezamietame.

print(f"Dosiahnuta p-hodnota: {p hodnota:.sf}")

Dosiahnuta p-hodnota: 9.05778

5. Testovanie hypotézy o parametre p binomického rozdelenia

Vypocet v Pythone:
https://www.statsmodels.org/stable/generated/statsmodels.stats.proportion.proportions_ztest.html

ifrom statsmodels.stats.proportion import proportions_ztest '
'pocet_pokusov = 250 :
‘pocet_uspechov = 140 :

testovane p = 1/2 :

'statistika, p_hodnota = proportions_ztest(pocet_uspechov, E

pocet_pokusov,

: testovane_p, :

. prop_var=testovane_p) .
iprint(f"Z Statistika: {statistika:.5f}") :
Eprint(f"p—hodnota: {p_hodnota:.5f}")

'Z Statistika: 1.89737 ;
]
'p-hodnota: 0.05778 :

Parameter prop_var s hodnotou rovnou pravdepodobnosti z nulovej hypotézy je potrebny kvoli
tomu, aby sa pri vypocCte menovatela statistiky pouzila hodnota p z nulovej hypotézy tak, ako
sme to odvaodili.

Zaver: Vidime tu hodnotu Statistiky aj p-hodnotu (rovnaké, ako vysli pri “ru¢nom” vypocte).
P-hodnota je vacsia ako 0,05, takze na 5% hladine vyznamnosti nezamietame hypotézu, ze
minca je pravidelna.


https://www.statsmodels.org/stable/generated/statsmodels.stats.proportion.proportions_ztest.html

Priklad 3: Padnutie Sestky na kocke
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kockou Vypocitame statistiku a p-hodnotu.
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_________________________________________________________________________________________________________

from statsmodels.stats.proportion import proportions ztest

pocet pokusov = 1824
pocet uspechov = 180
testovane p = 1/6

statistika, p_hodnota = proportions_ztest(pocet uspechov,
pocet pokusov,
testovane p,
prop_var=testovane p)

print(f"Z Statistika: {statistika:.5f}")

print(f"p-hodnota: {p hodnota:.5f}")

Z Statistika: @.78262
p-hodnota: ©.43385

_________________________________________________________________________________________________________

P-hodnota je vacsia ako 0,05, takze hypotézu o pravdepodobnosti % nezamietame.
6. Chi-kvadrat test dobrej zhody

Motivacia 1.
Namiesto testovania Sestky by sme chceli testovat naraz pravdepodobnosti vSetkych ¢isel, teda
Ci je kocka pravidelna.



Motivéacia 2.

Pri Poissonovom rozdeleni sme si ukazovali data o pocte gélov vo futbalovych zapasoch na
majstrovstvach sveta, ktoré sa velmi podobali na Poissonovo rozdelenie. Mézeme toto
otestovat pomocou Statistického testu?

Zakladna myslienka chi-kvadrat testu dobrej zhody: porovnaju sa pozorované a o¢akavané
pocty hodnét v zadanych mnozinach. Mnoziny mézu byt hodnoty, ktoré nadobuda diskrétna
nahodna premenna alebo intervaly hodnét pre spojiti nahodnu premenna.

Predpoklad v zékladnej verzii testu: parametre rozdelenia s dané, nie odhadované z dat

Najskor si takymto spésobom prepiseme predchadzajuci test, potom to zovSeobecnime. Pri
testovani parametra p binomického rozdelenia sa robilo n pokusov, v nich nastalo A Uspechov a
B neudspechov. Z toho sa vypocitala Z-Statistika, ktora ma za platnosti nulovej hypotézy priblizne
normalne N(0O, 1) rozdelenie. To znamen4, Ze jej druha mocnina ma priblizne chi-kvadrat
rozdelenie s jednym stupfiom volnosti

7t - (A-np)*  _ (A-np)* h-nip ;
z* = . _(Ap) e, g
hp (1) . ’7’) Salvas 7

- (A—*MP)Z’J’._ / 'Hp)l f}*mP = (N- 5)~;4F {4-9);? B = }

i A ¢ = = (8- (4pn)
- {4~.;ifflE,)-&}__ (8-Ca-pn)* _ (poit U me,w;w) (#M @m,m.,m
vp) w!'f?) ) (oenkavany #0 Lﬁﬁk{:mmy N

ZovSeobecnenie pre k mnozin, do ktorych zaradujeme data:
e 0i = pozorované pocty (observed)
e Ei=ocakavané pocty (expected)

Testovacia Statistika:

(0 - Ey)?
-G B)

i=1 !
Hodnota Statistiky je vzdy nezaporna, nulova hodnota by znamenala dokonalu zhodu. Velka

hodnota znamen3, ze sa o¢akavané a pozorované hodnoty vyrazne liSia. Nulovu hypotézu teda
zamietneme pre “velmi velké” hodnoty testovacej Statistiky.



Iny pohl'ad na testovaciu Statistiku:

pozorovana | oCakavana druha mocnina

hodnota pocetnost pocetnost rozdiel rozdielu

1 186 170.67 15.33 23511

2 168 170.67 -2.67 7.1

3 172 170.67 1.33 1.78

4 161 170.67 -9.67 93.44

5 157 170.67 -13.67 186.78

6 180 170.67 9.33 87.11

Pocitame rozdiely medzi pozorovanymi a o¢akavanymi pocetnostami.
Aby sa kladné a zaporné odchylky navzajom nezrusili, umocnime ich na druhd.

Rozdiel napriklad 10 (resp. druhd mocnina 100) neznamena to isté v pripade, ak je
ocakdvany pocet 20 (vtedy pozorujeme len polovicu o¢akavaného poctu) a 200 00 (vtedy

je to zanedbatelny rozdiel). Preto druhé mocniny preskalujeme o¢akavanymi
pocetnostami a tieto sc¢itame.

Co znamena “prilis velkd hodnota” tejto Statistiky?

import numpy as np

def sim_kocka(pocet_pokusov=1024):
kocky = np.random.randint(1, 7, size=pocet_pokusov)

(druha mocnina

ocakavana druh& mocnina|rozdielu) / (o&akavana
poéetnost rozdiel rozdielu pocetnost)

170.67 15.33 235.1 1.38

170.67 -2.67 7.1 0.04

170.67 1.33 1.78 0.01

170.67 -9.67 93.44 0.55

170.67 -13.67 186.78 1.09

170.67 9.33 87.11 0.51

SPOLU

pozorovane = np.bincount(kocky, minlength=7)[1:7]

ocakavane = pocet_pokusov/6

# pocet nul nechceme




chi2_stat = np.sum((pozorovane - ocakavane)**2/ocakavane)

return chi2_stat

simulacie_statistiky = [sim_kocka() for _ in range(10**5)]

Histogram chi-kvadrat statistiky

0.16

0 5 10 15 20 25 30
print(np.mean(simulacie statistiky))
4.9996691796875

Histogram porovname s hustotou chi-kvadrat rozdelenia s 5 stuprfiami volnosti:

0.16 A . .
I histogram statistiky

hustota chi-kvadrat rozdelenia
s 5 stupnami volnosti)

0.14 A

0.12 1

0.10 1

0.08 4

0.06 1

0.04 1




Vo vSeobecnosti:
e Testovacia Statistika ma za platnosti nulovej hypotézy priblizne k-1 stupnov volnosti,
kde k je pocet mnozin, do ktorych zaradujeme data.
e Aby to bola dobra aproximacia, pozaduje sa, aby o¢akavany pocet hodno6t v kazdej
mnozine bol aspon 5

Pre nase kocky:
e Hypotéza o pravidelnej kocke sa zamietne, ak testovacia Statistika prekroci kriticku
hodnotu, ktorou je 95-percentny kvantil chi-kvadrat rozdelenia s 5 stupfiami volnosti.

kriticka hodnota = chi2.ppf(©.95, 5)
print (f"kriticka hodnota: {kriticka hodnota:.5f}")

kriticka hodnota: 11.87058

e V nasom pripade je Statistika menSia, takze hypotézu nezamietame.

e Vypocet p-hodnoty: Hfaddme pravdepodobnst, s akou nastane hodnota za platnosti
nulovej hypotézy Statistika “taka extrémna®, ako vysla nam. Vtedy ma Statistika
chi-kvadréat rozdelenie s 5 stupnami volnosti a nas zaujima, ze bude mat hodnotu aspon
taku, ako v naSom vypocte (lebo teraz “extrémna hodnota”, pri ktorej H, zrejme neplati, je
velkd hodnota statistiky).

pocet pokusov = 1824

pozorovane = np.array([186, 168, 172, 161, 157, 188])
ocakavane = pocet pokusov/6

chi2 stat = np.sum((pozorovane - ocakavane)**2/ocakavane)
print(chi2_stat)

3.58203125

p _hodnota = 1 - chi2.cdf(chi2 stat, 5)
print(p_hodnota)

©.6110132241946511

Funkcia v Pythone:
https://docs.scipy.ora/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.chisquare.html



https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.chisquare.html

from scipy.stats import chisquare

statistika, p hodnota =

Pre nas priklad s kockami:

chisquare (pozorovane,

print(f"statistika: {statistika:.5f}")
print(f"p-hodnota: {p hodnota:.5f}")

statistika:
p-hodnota: ©.61101

3.58283

Co v pripade, ak sa parametre rozdelenia odhaduju:

e Pocet stupnov volnosti sa zmensi o pocet odhadovanych parametrov

e Aké odhady parametrov zobrat:
NajCastejSie sa stretneme s tym, ze sa vezmu “Standardné odhady”, napriklad sa
parameter urci tak, aby sa stredna hodnota zhodovala s priemerom, alebo sa
pouzije tzv. metéda maximalnej vierohodnosti (budeme robit neskor pocas

semestra).
Nie je to celkom presné, teoreticky vysledok o pravdepodobnostnom rozdeleni
Statistiky je pre tzv. modifikovani metédu minimalneho chi-kvadratu (postup,

O

o

Priklad 3:
goly vo
futbalovych
zapasoch

Chceme
testovat'
Poissonovo
rozdelenie.

Z kapitoly o
diskrétnych
nahodnych

premennych:

ktory vznikne z myslienky minimalizovat chi-kvadrat statistiku, ale nie je to presne

jej minimalizacia).
Zostaneme pri prvom postupe.

26. Poissonovo rozdelenie: porovnanie dat s Poissonovym rozdelenim

ocakavane)

= How random was the 1998 World Cup?
Getting the Best from Teaching Statistics

The average number of goals per game scored by the 32 teams in the group matches was 1.3125 (1.e. 4

matches yielded 126 goals: 126/96 = 1.3125).

The actual distribution was as follows

soals  Frequency

0 26

1 34

- : Goals
2 24 0

3 8 1

4 1 5

5 2 3
6 1 >3

NOT ABAD FIT!!!

Frequency

W 2

O W

S

(F¥]

-~ WD

Priklad 10

A Poisson distribution with m = 1.3125 gives
expected frequencies:

o



Parameter lambda je strednou hodnotou Poissonovho rozdelenia, preto ma zmysel odhadndt ho
ako aritmeticky priemer dat.

hodnoty = np.array(range(e, 7))
pozorovane = np.array([26, 34, 24, 8, 1, 2, 1])

lambda® = np.sum(hodnoty*pozorovane)/np.sum(pozorovane)
print(lambda®)

1.3125

Co budeme teraz robit:

e Najskor spravime chi-kvadarat test pre moznosti 0, 1, 2, 3, 4+ tak, ako je to v tabulke.
Uvidime, Ze aj takyto odhad parametra nam bude stacit na to, aby sme hypotézu o
Poissonovom rozdeleni nezamietli.

e Potom to zopakujeme pre 0, 1, 2, 3+. V predchadzajucom bode sme tesne pod hranicou
5 pre o¢akavané pocetnosti. Rovnako sa Poissonovo rozdelenie nezamietne

(1) Chi-kvadrat test pre triedy 0, 1, 2, 3, 4+ :

from scipy.stats import poisson

pozorovane upravene = np.r_[pozorovane[:4], sum(pozorovane[4:])]
print(f"pozorované pocetnosti: {pozorovane upravene}"

n = np.sum(pozorovane_upravene)
ocakavane = np.r_[poisson.pmf(range(0,4), lambda®), 1 - poisson.cdf(3, lambda@)]*n
print(f"ocakavaneé pocetnosti: {ocakavane}™)

pozorované pocetnosti: [26 34 24 8 4]
ocakavané pocCetnosti: [25.83804948 33.91243994 22.25503871 9.73657944 4.25789244]

Na vypocet testovacej Statistiky méZzeme pouzit funkciu chisquare. V tomto pripade vsak je
pocet stupnov volnosti rovny 3, lebo odhadujeme jeden parameter. Bez odhadovaného
parametra by pri 5 triedach pre data boli 4 stupne volnosti (0 1 menej ako pocet tried). Takto sa
znizuje eSte o pocet odhadovanych parametrov, teda v naSom pripade o 1. V Pythone to
zadame ako parameter ddof (delta degrees of freedom), vyjadrujlci, o kolko sa musi znizit pocet
stupnov volnosti kvoli odhadovanym parametrom.



from scipy.stats import chisquare
from scipy.stats import chi2

statistika, p_hodnota = chisquare(pozorovane upravene, ocakavane, ddof=1)
print(f"statistika: {statistika:.5f}")
print(f"p hodnota: {p hodnota:.5f}")

statistika: ©.46341
p hodnota: ©.92685

Porovname s ru¢nym vypoctom p-hodnoty pomocou distribu¢nej funkcie:

print(f"p-hodnota pomocou distribuénej funkcie: {(1 - chi2.cdf(statistika, df=3)):.5f}")

p-hodnota pomocou distribucnej funkcie: ©.92685

Hypotéza o Poissonovom rozdeleni sa znovu nezamieta.

Ak nas zaujima kritickd hodnota (hypotéza sa zamieta pre hodnoty Statistiky vacsie ako je tato
kritickd hodnota):

print(f"kriticka hodnota: {chi2.ppf(©.95, df=3):.5f}")

kriticka hodnota: 7.81473

(2) Chi-kvadrat test pre triedy 0, 1, 2, 3+:

pozorovane_upravene = np.r_[pozorovane[:3], sum(pozorovane[3:])]
print(f"pozorované pocetnosti: {pozorovane upravene}")

n = np.sum{pozorovane upravene)
ocakavane = np.r_[poisson.pmf(range(©,3), lambda@), 1 - poisson.cdf(2, lambdae)]*n
print(f"ocakavané pocetnosti: {ocakavane}")

pozorované pocetnosti: [26 34 24 12]
ocakavané pocetnosti: [25.83804948 33.91243994 22.25503871 13.99447187)

Testovanie:
Zmenil sa pocet stupnov volnosti. Mame 4 triedy pre data, 1 odhadovany parameter, teda pocet

stupnov volnosti je 4-1-1=2.



statistika, p_hodnota = chisquare(pozorovane upravene, ocakavane, ddof=1)
print(f"statistika: {statistika:.s5f}")
print(f"p-hodnota: {p _hodnota:.5f}")

statistika: @.42231
p-hodnota: ©.80965

Hypotéza o Poissonovom rozdeleni sa znovu nezamieta.

7. Kolmogorovov-Smirnovov test - jednovyberovy

Predpoklady:
e testujeme zhodu dat s danym spojitym rozdelenim
e parametre sa neodhaduju.

Priklad 4
Mame nasledovny algoritmus, v ktorom sa generuju nezavislé nahodné premenné Y z
rovhomerného rozdelenia na (0, 1) a potom sa postupuje nasledovne:

Select a random number Y|, then another one Y,, etc., continuing as long as the
numbers so far chosen form a decreasing sequence, i.e.,

HBO>BR> o » L€

As soon as a random number is drawn that exceeds its immediate predecessor, the
process halts.

If n is even, forget the entire sequence of random numbers, call this experiment a
failure, and repeat from the beginning.

If, however, n is odd then we're ready for output. The number X that will be
output is just this: the integer part of X is the number of failures so far seen, and
the fractional part of X is Y|, the largest (and first) member of the last decreasing
sequence chosen.

For example, if we choose random numbers .63, .19, .37 we would record a failure
and start again. If the second sequence is .44, 91 then we are ready for output, and
the number that is selected by these events is X = 1.44,

Naprogramovali sme algoritmus, nechali ho dostato¢ne veflakrat zbehnut a analyzujeme
vysledky. Histogram pripomina exponencialne rozdelenie, priemer aj vyberova disperzia je
“podozrivo” blizko k jednotke. To nasvedc€uje tomu, ze by mohlo ist 0 exponencialne rozdelenie
so strednou hodnotou 1.



Mohli by sme to otestovat chi-kvadrat testom dobrej zhody, daju sa vytvorit intervaly a ich
oCakavané pocetnosti. Inou moznostou je pouzit Kolmogorovov-Smirnovov test.

Jeho zakladnou myslienkou je zostrojenie empirickej distribuénej funkcie z dat a jej
porovnanie s distribuénou funkciou testovaného rozdelenia. Testovacou $tatistikou je
maximum z absolutnej hodnoty ich rozdielu, teda ich maximalna vzdialenost.

1.0
0.8 4
0.6
£
[re
0.4 1
0.2 - —— expiricka distribu¢na funkcia
—— teoreticka distribucna funkcia Exp(A = 1)
maximalna absolttna hodnota rozdielu
0.0 4 ~77 (testovacia statistika)

T T T T T T T T

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

Pravdepodobnostné rozdelenie testovacej Statistiky (pre velké n) nie je Uplne jednoduché, ale
podstatné je, Ze nezavisi od testovaného rozdelenia. TakZe sa daju pocitat’ p-hodnoty.

V Pythone:
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.ks 1samp.html

from scipy.stats import ks_1samp, expon

statistika, p_hodnota = ks 1samp(data, cdf=expon.cdf)
print(f"statistika: {statistika:.5f}")
print(f"p-hodnota: {p_hodnota:.5f}")

statistika: ©.12317
p-hodnota: ©.48155


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.ks_1samp.html

Vidime, Ze v tomto pripade hypotézu o exponencialnom rozdeleni so strednou hodnotou 1
nezamietame.

Viac o vystupe z testu:

vystup = ks_1samp(data, cdf=expon.cdf)

print(f"statistika: {vystup.statistic:.5f}")

print(f"p-hodnota: {vystup.pvalue:.5f}")

print (f"poloha maximalnej odchylky: {vystup.statistic location:.5f}")
print(f"znamienko maximalnej odchylky: {vystup.statistic sign}")

Statistika: ©.12317

p-hodnota: @.48155

poloha maximalnej odchylky: ©.68683
znamienko maximalnej odchylky: 1

8. Lillieforsov test

Kolmogorovov-Smirnovov test predpokladd, ze sa parametre rozdelenia neodhaduju z dat, ale su
presne dané. Napriklad v nasom priklade sme testovali exponencialne rozdelenie s parametrom
rovnym jednej, nie s parametrom lambda rovnym prevratenej hodnote priemeru.

Lilieforsov test je modifikaciou Kolmogorovovho-Smirnovovho test, ktory testuje, ¢i data
pochadzaju z normalneho rozdelenia. Vyuziva podobnu myslienku ako pévodny KS test, ale

nevyzaduje dopredu znalost parametrov.

Priklad S Mame vygenerované dve sady dat. Zobrazime:
e pomocou Q-Q plotu ich porovnanie s normalnym rozdelenim

from scipy.stats import probplot

probplot (datal, dist="norm", plot=plt)
plt.grid(True)
plt.show ()

e vysledky Lillieforsovho testu

from statsmodels.stats.diagnostic import lilliefors



statistika, p_ hodnota = lilliefors(datal)
print (f"statistika: {statistika:.5f}")
print (f"p-hodnota: {p hodnota:.5f}")

Kvoli vystiznosti nechame teraz defaultné popisy osi v Q-Q grafe.

Probability Plot

Lillieforsov test:

statistika: ©.04333
p-hodnota: ©.92201
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9. Iné testy normalneho rozdelenia

Uvedme aspon niektoré:
e Shapiro-Wilkov test

o Narozdiel od predchadzajucich testov sa da pouzit aj v pripade malého rozsahu

dat.

o https://docs.scipyv.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.shapiro.html

e D’Agostinov-Pearsonov test

o Zalozeny je na Sikmosti a Spicatosti (treti a Stvrty moment), ktoré porovnava s
hodnotami pre normalne rozdelenie.
o https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.normaltest.ht

ml

Pojem Sikmosti sa ¢asto pouziva
na popis rozdelenia — hovori sa
napriklad, Ze data su zoSikmené
doprava.

Na obrazku su data vygenerované
z lognormalneho rozdelenia.
Nahodna premenna ma
lognormalne rozdelenie, ak jej
logaritmus ma normalne
rozdelenie.
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10. Kolmogorovov-Smirnovov test - dvojvyberovy

Testujeme, ¢i dve sady dat pochadzaju z toho istého rozdelenia.
Pritom sa predpoklad3, ze ide o spojité pravdepodobnostné rozdelenie.

Zakladna myslienka testu je analogicka ako v pripade jednovyberového testu — zostroja sa
empirické distribu¢né funkcie a testovacou Statistikou je maximalna absolutna hodnota ich

rozdielu.


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.shapiro.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.normaltest.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.normaltest.html

Priklady:

e V priklade s programovanim algoritmu a zistovani pravdepodobnostného rozdelenia si
chcu dvaja Studenti skontrolovat vypocet. Nechcu pritom zdiel'at kod, a tak sa rozhodnd,
Ze si poslu len vygenerovany vystup. Ak budu oba vystupy z toho istého rozdelenia,
zrejme to maju naprogramované spravne — pravdepodobnost, Ze nezavisle spravia
chybu, ktora vedie k rovhakému nespravnemu rozdeleniu, je mala.

e Katarina Kocsisova, bakalarska praca Experimenty a vlastné data pri vyucovani
pravdepodobnosti a Statistiky, 2015: porovnavanie ¢asu Cakania na obed v dvoch
jedalnach na internatoch.
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Obr. 6: Distribucné funkcie 1. jedalne (modrou farbou) a 2. jedalne (¢ervenou farbou)

Hypotéza o zhode pravdepodobnostnych rozdeleni sa v tomto pripade nezamietla.

V Pythone: https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.ks_2samp.html



https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.ks_2samp.html
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