(07) Nahodné vektory .

Plan predndsok o ndhodnych vektoroch:
e vSeobecné vlastnosti
e koreldcia zloZiek ndhodného vektora
e diskrétne nahodné vektory
e spojité ndhodné vektory

1. Uvod

Ak X;, X5, ..., X, st ndhodné premenné, tak vektor (X;, X,, ..., X;) nazyvame nahodnym vektorom.

S ndahodnymi vektormi sme uz pracovali aj bez toho, aby sme ich takto pomenovali. Napriklad
ked sme sledovali Cisla, ktoré padli na dvoch kockach, mali sme vlastne nahodny vektor (X, Y),
kde X je pocCet bodov na prvej kocke a Y je pocet bodov na druhej kocke.

Dolezité typy ndhodnych vektorov (podobne ako pri ndhodnych premennych):
e Diskrétne nahodné vektory
o nadobudaju konecne alebo spocitatelne vel'a hodnot
o to je ekvivalentné s tym, ze ich zloZzky su diskrétne nahodné premenné
e Spojité nahodné vektory
o maju hustotu, bude to analégia hustoty nahodnej premennej — bude tomu
venovana samostatnd téma, zatial’ sa tym nebudeme zaoberat
kazda zlozka je spojitou nahodnou premennou
uvidime, Ze naopak to neplati — ak ddme do vektora spojité nahodné premenné,
nemusi vzniknut spojity nahodny vektor (ale plati to, ak su tieto nahodné
premenné nezavislé) — toto bude davat, samozrejme, vacsi zmysel po prebrani
danej témy

Spolocné pre vSetky nahodné vektory:
e Stredna hodnota nahodného vektora — vektor, ktorého zlozky st E(Xi)
e Distribu¢na funkcia nahodného vektora je funkcia n premennych definovana prepisom
F(Xq, -, Xo) = P(X; = Xq, oy Xp S X,)
o Vidime, ze ak su zlozky nahodného vektora nezavislé, tak distribu¢na funkcia
nahodného vektora je suc¢inom distribu¢nych funkcii jeho zloziek.
o Plati to ak naopak, ak je distribu¢na funkcia nahodného vektora je sucinom
distribu¢nych funkcii jeho zloziek, tak tieto nahodné premenné su nezavislé.



M (maximum)

2. Distribu¢na funkcia ndhodného vektora: definicia

Priklad 1
Majme n nezdvislych nahodnych premennych s rovhomernym rozdelenim na intervale (0, 1).
Definujme nahodny vektor (m, M), kde m je minimum tychto ndhodnych premennych a M je ich

maximum.
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Niektoré hodnoty su zrejmé, kedze nahodné premenné X, z ktorych poc¢itame maximum
nadobudaju hodnoty z intervalu (0, 1):
e Ak jex ajy vacsie alebo rovné ako 1, tak podmienka “minimum je = x a maximum je s y”
je urcite splnen4, takZze ma pravdepodobnost rovnu 1. Distribu¢na funkcia sa v takychto
bodoch (x,y) rovna 1.

e Ak je niektora z hodn6t x, y mensia alebo rovna ako nula, tak podmienka “minimum je s x
a maximum je = y” nemoze byt splnen4, takZze ma pravdepodobnost rovnu 0. Distribu¢na
funkcia sa v takychto bodoch (x,y) rovna .

Vypocitame teraz F(x, y) pre (x, y) vnutri sivého trojuholnika:
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Na zaklade simulacii o¢akavame, Ze napriklad hodnota F(0,2; 0,5) bude vacsia v pripade
distribu¢nej funkcie pocitanej s n=3 (minimum a maximum z troch ndhodnych Cisel) ako v
pripade n=5.
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Vycislime tieto hodnoty:
F = lambda x, y, n: y**n - (y - x)**n # pre 0 <= x <y <=1
n_vektor = range(2, 8)
X, ¥y =0.2, 8.5
for n in n_vektor:
print(f"Pre n={n} je F({x}, {y}) = {F(x, y, n):.5f}")

Pre n=2 je F(08.2, 0.5) = 0.16000
Pre n=3 je F(@8.2, 0.5) = ©.09800
Pre n=4 je F(0.2, 0.5) = 0.05440
Pre n=5 je F(@.2, 0.5) = 0.02882
Pre n=6 je F(08.2, 0.5) = ©.01490
Pre n=7 je F(8.2, 0.5) = 0.00759
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3. Distribu¢na funkcia nahodného vektora: vypocty, vlastnosti

(1) Vypoéet pravdepodobnosti hodnét z obdiznika pomocou F(x, y)

Priklad 2
Aka je pravdepodobnost, Ze ndhodny vektor (m, M) nadobudne hodnotu z vyznaceného Stvorca?

Zd4 sa, Ze s rastucim n tato pravdepodobnost rastie a intuitivne to tiez vyzera logicky.
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Teda pravdepodobnost, Ze sa nadobudne hodnota z &erveného obdiZnika na obrazku 4 je
P@<Xsb,c<Y=d)=F(bd)-F(a, d)-F(b,c)+F(a, d)

Numericky pre nas priklad (m, M), pri¢om predpokladame, Ze cely obdiZnik, pre ktory sa pogita
pravdepodobnost, lezi v trojuholniku, v ktorom sa nadobudaju hodnoty nahodného vektora. (Ak
to neplati, treba definovat funkciu F poriadne, aby vrétila spravnu hodnotu pre fubovolny
argument). Nas §tvorec to spifia.

p_obdlznika = lambda a, b, ¢, d, n: F(b, d, n) - F(a, d, n) - F(b, ¢, n) + F(a, c, n)
n_vektor = range(2, 8)
a, b, c,d=90, 9.2, 9.8, 1
for n in n_vektor:
print(f"Pre n={n} je pravdepodobnost = {p obdlznika(a, b, c, d, n):.5F}")

Pre n=2 je pravdepodobnost = ©.08000
Pre n=3 je pravdepodobnost = ©8.19280
Pre n=4 je pravdepodobnost = @.31640
Pre n=5 je pravdepodobnost = @.42240
Pre n=6 je pravdepodobnost = 0.52237
Pre n=7 je pravdepodobnost = @.68856

(2) Priebeh distribucnej funkcie v 2D v bodoch

nespojitosti 0667 § -
2 0.500 —
Ako to vyzeralo v 1D: o
Na obrézku vidime €ast nespojitej distribuénej funkcie 0333 1 —

nahodnej premennej. Je taka, Ze v bode nespojitosti
sa nadobuda ta vyssia hodnota. Vyplyva to z toho, Zze v
definicii distribucnej funkcie je neostra nerovnost 0.000 {
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F(x)=P(X<=x). ’ ' .



Priklad 3

Hadzeme dvoma kockami v tvare Stvorstenu
na ich stenach su Cisla 1-4. Vytvorime
nahodny vektor (X, Y), ktorého prva zlozka je
sucet padnutych Cisel a druha zlozka je ich
rozdiel (prva kocka minus druha kocka).
Zaujima nas distribu¢na funkcia tohto
nahodného vektora.

Ak si vypiSeme dvojice Cisel, ktoré padnu na
kockach (kazda ma pravdepodobnost 1/16)
a prislusné hodnoty X, Y, dostaneme, ze v
kazdom zo 16 pripadov sa nadobuda ina
dvojica hodnét (x,y). Mdme ich zndzornené
na obrazku vpravo.
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Takto m6zeme pokracovat, zaciatok vypoctu
na obrazku. Bez hrani¢nych bodov, vo vnutri
oblasti:

e /It4 farba zodpoveda F(x,y)=0
e Cervena farba zodpovedd F(x,y)=1/16
e Modra farba zodpoveda F(x,y)=2/16
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Ak hladame hodnotu distribuénej funkcie v
nejakom bode, spoc¢itame pravdepodobnosti tych
moznosti, ktoré su viavo a dolu od daného bodu
(vratane polpriamok vychdadzajucich z tohto bodu).

Takze napriklad:

F(3,3; -1,4) = 0 (zelena ¢iara vyznacéuje
oblast, v ktorej sledujeme vysledky pokusu a
sCitavame ich pravdepodobnosti)

F(4,6; 1,5) = 5/16 (modra Ciara)

V Zltej oblasti je distribu¢na funkcia nulova
(bez hraniénych bodov).
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Pozrime sa teraz na body nespojitosti, niektoré su
vyznacené na obrazku. Pocitame z definicie, staci si
uvedomit, Ze body leziace na hrani¢nej Ciare patria
medzi tie, ktoré sa zaratavaju ako “body vlavo dolu od
sledovaného bodu”.
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Usecky medzi konstantnymi oblastami (bez krajnych bodov, hodnota &itatela, menovatel je 16):

Ak spravime rez, vidime, ze
pri prechode od mensej k
vacsej hodnote premennej sa
funkcia sprava ako
jednorozmerna distribu¢na
funkcia - v pripade skoku sa
v bode nespojitosti nadobuda

=2 1

=3

-4

Krajné body

vacsia hodnota. Napriklad na tomto reze: najskér nula zo zltej oblasti, potom skok na 1/16 z
Cervenej, pricom v bode skoku je hodnota 1/16. Potom skok na hodnotu 2/16 z modrej oblasti,

pricom v bode skoku je hodnota 2/16.
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Priklad 4

Nech X je nahodna premenna s Bernoulliho rozdelenim s parametrom p a Y je ndhodna
premenna s Bernoulliho rozdelenim s parametrom q. Predpokladajme, Ze su nezavislé.Chceme
ndjst distribu¢nu funkciu nahodného vektora (X, Y).

Tento priklad sa na stranke https://www.probabilitycourse.com/chapter5/5_1_2_joint_cdf.php
(online u¢ebnica pravdepodobnosti, odporic¢am (=) je graficky zndzorny vysledok. Doplfime
donho hodnoty v bodoch nespojitosti. (V texte u¢ebnice to spravené je.)

Y A
Fxy(z,y) =
1—gp Fxy(z,y) =1
il
Fxy(z,y) =0 Fxy(z,y) = | Fxy(z,y) =
(1-p)(1-4q) 1—q
r'y >
1 xr
Fxy(z,y) =0 Fxy(z,y) =0

4. Marginalne rozdelenia

Marginalnym rozdeleniami nahodného vektora sa nazyvaju rozdelenia jeho zloziek.
Priklad 5
Uvazujme nahodny vektor (X, Y) z prikladu 3, teda sucet a rozdiel €isel na kockach v tvare

Stvorstenu. Najdeme marginalne rozdelenie jeho druhej zlozZky.

RieSenie:

Y -3 -2 -1 0 1 2 3
4 3 2 I

— T 2 3
P(Y - y) 16 16 16 16 16 16 16



https://www.probabilitycourse.com/chapter5/5_1_2_joint_cdf.php

5. Podmienené rozdelenia

Priklad 6
UvazZujme nahodny vektor (X, Y) z prikladu 3, teda sucet a rozdiel isel na kockach v tvare
Stvorstenu. Najdeme podmienené rozdelenie suctu X, ak vieme, Ze rozdiel Y sa rovna 1.

Riesenie:
‘ Mozné hodnoty X pri tejto podmienke su 3, 5
3 PR a 11 aich pravdepodobnosti su podmienené
pravdepodobnosti:
5 o2 062 ( |
P(X=z,Y =1
(3,1) (5,1) (7.1) P X=z|Y=1)= ’

_ 1 ® L L ( | ) P(Y — 1)
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E V tomto pripade su v3etky rovnaké, rovné V.
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