(08) Nahodné vektory II.

Plan predndsok o ndhodnych vektoroch:
vSeobecné vlastnosti

koreldcia zloziek nahodného vektora
diskrétne nahodné vektory

spojité nahodné vektory

1. Kovariancia: definicia

Priklad: Nasiel sa odtlacok topanky v pode, chceme na zéaklade toho odhadnut, ako vysoky bol
¢lovek, ktory tade presiel (napriklad kvoli lepSiemu popisu pachatela nejakého trestného ¢inu).
Najskor by nas ale zaujimalo, nakolko dobre sa to d4, aka silna je zavislost medzi tymito dvoma
velicinami.

Data:
https://sebastiansauer.github.io/pradadata/reference/wo men.html
https://osf.io/66fvm

time sex height shoe_size
0 04.10.2016 17:58:51 woman  160.0 40.0
1 04.10.2016 17:58:59 woman  171.0 39.0
2 04.10.2016 18:00:15 woman  174.0 39.0
3 04.10.2016 18:01:17 woman  176.0 40.0
4 04.10.2016 18:01:22 man  195.0 46.0

Po Uprave dat (jedna zjavne nespravne zadand hodnota a niekolkokrat vyska uvedena v
metroch namiesto centimetrov) si data vykreslime:

import seaborn as sns

import matplotlib.pyplot as plt

sns.scatterplot (x="'shoe size', y='height', data=df)
plt.show ()

(Preco seaborn, uvidime o chvilu + bude v tohtotyzdinovom spolo¢nom bonuse na Datacampe.)


https://sebastiansauer.github.io/pradadata/reference/wo_men.html
https://osf.io/66fvm
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sns.regplot (x="shoe size", y="height", data=df,
scatter kws={"alpha": 0.6},
line kws={"color": "red"})

plt.show ()

Respektive bez tej vyznacenej plochy (na neskorsich prednaskach si ju vysvetlime) pomocou
parametra ci=None
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Chceli by sme nejako Ciselne popisat tuto vlastnost dat, kedZe nie vzdy to takto musi byt.
Zavislost moze byt klesajlca, alebo tiez nemusi byt viditelna Ziadna, resp. velmi slaba (regplot
nejaku priamku nakresli, ale vidime, Ze déta nijako nevystihuje).
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Aby sme mohli spravit podobnu analyzu pre data o velkosti topanok a vyske, posunieme ich tak,
aby sme dostali d4ta s nulovym priemerom. Tym sa nezmeni vztah medzi nimi. Pracujeme teda
s datami shoe_size - mean(shoe_size), height - mean(height).
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Ak mame nahodné premenné, nie data, namiesto priemeru sa berie stredna hodnota a definuje
sa kovariancia nahodnych premennych X, Y ako:



2. Kovariancia: vlastnosti

Kovariamein nahodue prewienvie)” so sebou Je e) dlisperzia.
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3. Pre nezavislé ndhodné premenné sme (bez dokazu) uvadzali vlastnost E(XY)=E(X)E(Y).
Preto z bodu 2 vyplyva doélezita vlastnost: kovariancia nezavislych nahodnych
premennych je nulova.

4. Naopak to neplati: ndhodné premenné s nulovou kovarianciou nemusia byt nezavislé.

Priklad 1. Nech X je ndhodna premennd s rovhomernym rozdelenim na intervale (-1,1) a Y je jej
druha mocnina. Potom X, Y nie su nezavislé. Ukazeme vsak, ze maju nulovu kovarianciu.
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Vlastnosti - pokraCovanie:
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Priklad 4.
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Disperzia suc¢tu nahodnych premennych

e Uz sme pouzivali vlastnost disperzie, podla ktorej sa disperzia st¢tu nezavislych
nahodny premennych rovna suctu disperzii.

e Takyto vysledok plati nielen pre nezavislé, ale aj pre nekorelované nahodné premenné.

e Vo vSeobecnosti plati:
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Priklad 5.

Let X and Y be the number of hours that a randomly selected person watches movies and
sporting events, respectively, during a three-month period. The following information is

known about X and Y:
E(X)=50, E(Y)=20, Var(X)=50, Var(Y)=30, Cov(X,Y)=10.

One hundred people are randomly selected and observed for these three months. Let T be
the total number of hours that these one hundred people watch movies or sporting events
during this three-month period. Approximate the value of P(T < 7100).

(A) 0.62 (B) 0.84 (C) 0.87 (D) 0.92 (E) 0.97
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3. Kovarian¢na matica nahodného vektora

Ak X je n-rozmerny nahodny vektor, tak jeho kovarianéna matica je definovana ako

COV(Xl,Xl) COV(Xl,Xg) e COV(Xl,Xn)

COV(XQ,Xl) COV(XQ,XQ) v COV(XQ,XH)
Cov(X) = ) ) ' )

COV()&H, Xl) COV(JX;,“ Xz) R COV(;&;m Xn)

Vsimnime si, Ze na diagonale su disperzie zloziek nahodného vektora.

Odhadovanie z dat:
https://numpy.org/devdocs/reference/generated/numpy.cov.html

Poznamka:
Rovnako ako pri odhadovani disperzie sa rozliSuje pripad, Ze ide o ndhodny vyber (menovatel
N-1) a Ze ide o disperziu spocitanu z celej populdcie (menovatel N)

bias : bool, optional

Default normalization (False) is by (n - 1) , where n is the number of
observations given (unbiased estimate). If bias is True, then normalization is by n .

Priklad vypoctu:

import numpy as np

cov_red = np.cov(X_red, Y_red)
cov_blue = np.cov(X blue, ¥ blue)
cov_df = np.cov(df["shoe_size"], df["height"])


https://numpy.org/devdocs/reference/generated/numpy.cov.html
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Alebo:

import pandas as pd

kovariancna matica = df[["shoe size", "height"]].cov()
print(kovariancna matica)

shoe size height
shoe size 7.21475@ 21.520176
height 21.520176 87.532004

4. Korelacia a korelacnha matica

Nevyhodou kovariancie je, Ze zavisi od jednotiek. Ak v naSom uvodnom priklade ponechame
premennu vyjadrujucu velkost topanok bez zmeny a vysku ¢loveka vyjadrime namiesto
centimetrov v metroch, kovariancia sa zmen§i stokrat. Pritom zavislost dat zostava rovnaka, na
povodnom grafe by stacilo doplnit desatinné Ciarky na y-ovu os. Preto sa definuje korelacia, pri
ktorej tento problém nevznikd. Korelacia nahodnych premennych (tiez sa nazyva korelaény
koeficient) sa definuje ako kovariancia normalizovanych ndhodnych premennych (teda
odpocitame strednd hodnotu a vydelime standardnou odchylkou):
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Vypocet:
import numpy as np

korelacna matica 1 = np.corrcoef(df|["shoe size"], df["height"])
print(korelacna matica 1)

[[1. 0.8563509]
[0.8563509 1. 11



Alebo:

import pandas as pd

korelacna matica 2 = df[["shoe size"”, "height"]].corr()
print(korelacna matica 2)

shoe size height
shoe size 1.000000 ©.856351
height ©.856351 1.060000

Ak nas zaujima len jedna korelacia:

import pandas as pd

korelacia = df["shoe size"].corr(df["height"”])
print(f"{korelacia:.5f}")

8.85635

Vlastnosti korelacie:
e Korelacia nadobuda hodnoty medzi -1 a +1 (vratane).
e Je mierou lineanej zavislosti.
o Znamienko uréuje rastucost’ (+), resp. klesajucost’ (-)
o Absolutna hodnota urcéuje silu zavislosti

vyberova korelacia z dat: 0.9421

vyberova korelacia z dat: -0.9311
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vyberova korelacia z dat: 0.6540

vyberova korelacia z dat: -0.7266
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Takze ked nam seaborn nakresli priamku do dat, korelacia hovori o tom, ako dobre tato priamka
vystihuje data.

Vlastnosti korelacie - pokrac¢ovanie:
Z vlastnosti kovariancie vyplyva:
e Ak sU nahodné premenné nezavislé, tak maju nulovu korelaciu.
e Z nulovej korelacie eSte nevyplyva, Ze su nadhodné premenné nezavislé.
Plati vSak (zdévodnit' to budeme vediet, ked budeme hovorit o nahodnych vektoroch s
normalnym rozdelenim) :
e Ak maju nahodné premenné normalne rozdelenie, tak z nulovej korelacie vyplyva, Ze su
nahodné premenné nezavislé.

5. Testovanieg, Ci je korelacia nulova (normalne rozdelené data)

https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.pearsonr.html

korelacia blue = np.corrcoef(X blue, Y blue)[@, 1] # prvok korelacnej matice
print(f"{korelacia blue:.5f}")

8.12148
o ® = - Nazov funkcie znamena “Pearson r”, o je Pearsonov
- korelaény koeficient — ta korelacia, s ktorou sme doteraz
o v, g pracovali.
oy
- }i." ;' ¢ . Nulova hypotéza je, ze korelacia sa rovna nule.
* :"" ."_ ® | Testovacia Statistika hodnota odhadnutej korelacie dat,
s = . p-hodnota sa pocita z pravdepodobnostného rozdelenia
L V.: ke odhadnutej korelacie, ak je skuto¢na hodnota nulova.
. 0%
& . Vidime, Ze v tomto pripade sa nulova hypotéza nezamieta
. (na Standardnej hladine vyznamnosti 0,05).
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from scipy.stats import pearsonr

corr, p_value = pearsonr(X_blue, Y blue)
print(f"Pearson r = {corr:.4f}, p = {p_value:.4f}")

Pearson r = ©.1215, p = 09.22386


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.pearsonr.html

Korelacia meria mieru linearnej zavislosti. Teda:

e Nemeria hocijaku zavislost (videli sme priklad, ked rovnomerné rozdelenie a jeho druha
mocnina mali nulovu korelaciu).

e Nemeria ani hocijaku monotdnnu zavislost' (na to existuju modifikacie korelatného
koeficientu, to je aj dovod, preco pri testovani hypotézy v predchadzajucom priklade je
Pearsonov korelacny koeficient — na odliSenie od korelaéného koeficientu, ktory meria
silu lubovolnej monoténnej zavislosti.

6. Korelacia neznamena kauzalitu

Popularity of the first name Alanna
correlates with

The distance between Uranus and Venus

691 20.21
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Viac prikladov na https://www.tylervigen.com/spurious-correlations



https://www.tylervigen.com/spurious-correlations
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