(09) Nahodné vektory llI.

Plan predndsok o ndhodnych vektoroch:
vSeobecné vlastnosti

koreldcia zloziek nahodného vektora
diskrétne nahodné vektory

spojité nahodné vektory

1. Diskrétne ndhodné vektory

S diskrétnymi nahodnymi vektormi sme uz prakticky pracovali, ked sme mali viac nahodnych
premennych. Napriklad: hadzeme dvakrat pravidelnou kockou a definujeme M ako maximum z
Cisel, ktoré padli a S ako sucet. Potom vieme pocitat napriklad P( S<10, M=5) tym, Ze si
vypiSeme vSetky moznosti, ako tie podmienky mézu nastat’. V skutoanosti tak uz pracujeme s
pravdepodobnostami nahodného vektora (S, M).

Priklad 1.
e P(S<10, M=5) = 8/36
e Pravdepodobnostné rozdelenie nahodného vektora (S, M):

b

a 1 2 3 4 5 6
2 1/3 0 0 0 0 0
3 0 2/3 0 0 0 0
1 0 1/36 2/36 0 0 0
5 0 0 2/36 2/36 0 0
6 0 0 1/36 2/36 2/36 0
7 0 0 0 2/36 2/36 2/36
8 0 0 0 1/36 2/36 2/36
9 0 0 0 0 2/36 2/36
10 0 0 0 0 1/36 2/36
11 o 0 0 0 0 2/36
12 o 0 0 0 0 1/36

Marginalne rozdelenie nahodného vektora je pravdepodobnostné rozdelenie jeho zloziek. V
pripade diskrétneho nahodného vektora, ktorého hodnoty mame dané v tabulke, s€itame
pravdepodobnosti v jednotlivych riadkoch, resp. stipcoch



Priklad 1 - pokrac¢ovanie.

b
a | 2 3 4 5 6 ps(a)
2 1/36 0 0 0 0 0 1/36
3 0 2/36 0 0 0 0 2/36
4 0 1/36 2/36 0 0 0 3/36
5 0 0 2/36 2/36 0 0 4/36
6 0 0 1/36 2/36 2/36 0 5/36
7 0 0 0 2/36 2/36 2/36 6/36
8 0 0 0 1/36 2/36  2/36 5/36
9 0O 0 0 0 2/36 2/36  4/36
10 0 0 0 0 1/36 2/36 3/36
11 0 0 0 0 0 2/36 2/36
12 0 0 0 0 0 1/36 1/36

pa(b)  1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36

Opakovanie — nezavislost’ diskrétnych nahodnych premennych:

Matematické vyjadrenie nezavislosti diskrétnych nahodnych premennych X, Y:

]P(X — $@',Y — yj) = P(X — .."'.3,;) ]I’D(Y — yj) Vmi,yj

Priklad 2. (Zdroj: A Modern Introduction to Probability and Statistics)

9.2 H The joint probability distribution of two discrete random variables X
and Y is partly given in the following table.

a
b 0 1 2 P(Y=b
—1 . 1/2
1 12 1/2
P(X=a) 1/6 2/3 1/6 1

a. Complete the table.
b. Are X and Y dependent or independent?



RieSenie:

a V prvom kroku sme doplnili modré &isla, v

b 0 1 9 P(Y =b) druhom kroku ¢ervené.
1 1/6 1/6 1/6  1/2 X v nie st nezavislé, napriklad P(X=0, Y=1)
l 0 1/2 0. 1/2 jenula, ale P(X=0)P(Y=1) nula nie je.
P(X=a) 1/6 2/3 1/6 I

Priklad 2 — pokracovanie.
Vypocitajte kovarianciu nahodnych premennych X a Y.

RieSenie:
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Priklad 3 (Zdroj: A Modern Introduction to Probability and Statistics)
9.7 To investigate the relation between hair color and eye color, the hair color

and eye color of 5383 persons was recorded. The data are given in the following
table:

Hair color

Eye color  Fair/red Medium Dark/black

Light 1168 825 305
Dark 573 1312 1200

Source: B. Everitt and G. Dunn. Applied multivariate data analysis. Second
edition Hodder Arnold, 2001; Table 4.12. Reproduced by permission of Hodder
& Stoughton.



Eye color is encoded by the values 1 (Light) and 2 (Dark), and hair color by
1 (Fair/red), 2 (Medium), and 3 (Dark/black). By dividing the numbers in
the table by 5383, the table is turned into a joint probability distribution for
random variables X (hair color) taking values 1 to 3 and Y (eye color) taking
values 1 and 2

a. Determine the joint and marginal probability distributions of X and Y.

b. Find out whether X and Y are dependent or independent.

RieSenie:
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Vidime, Ze su zavislé.
2. Testovanie nezavislosti

Je prirodzené predpokladat, ze hodnoty v tabulkach, ako je ta v priklade 3, nepredstavuju
vSetky hodnoty, ale vysledky nahodného vyberu. Vyberieme nahodnu skupinu fudi, u ktorych
zaznamename farbu vlasov a farbu oci. Preto ani v pripade skutocnej nezavislosti nedostaneme
po zapisani do tabulky nezavislé nahodné premenné - mozu tam byt malé odchylky.
Statistickymi metédami vieme testovat, &i si odchylky vyznamné alebo ich mézeme pripisat
nahodnosti. Ako to spravit' v tomto konkrétnom pripade — pouzijeme chi-kvadrat test dobrej
zhody, o ktorom sme uz hovorili v suvislosti s testovanim pravdepodobnostnych rozdeleni. V
tomto pripade:

Nulova hypotéza: nezavislost

Pozorované hodnoty: mame

Oc¢akavané hodnoty: vyplnime analogicku tabulku pri predpoklade nezavislosti
Standardnym spdsobom sa spodita testovacia $tatistika.

Poget stupriov volnosti: (m-1)x(n-1), kde m je po&et riadkov tabulky a n je po&et stipcov



e Tak ako v pripade vSeobecného chi-kvadrat testu potrebujeme ofakavané pocetnosti
aspon 5.

V Pythone:
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.chi2_contingency.html

import numpy as np

from scipy.stats import chi2 contingency

tabulka = np.array([[1168, 825, 305], [573, 1312, 1200]11)
test nezavislosti = chi2 contingency (tabulka)

test nezavislosti

Chi2ContingencyResult(statistic=np.float64(747.4876816489442),

pvalue=np.floate4(4.842975659882979%e-163), dof=2,

expected freg=array([[ 743.23282675, 912.28422813, 642.48374512],
[ 997.76797325, 1224.71577187, 862.51625488]]))

Ako vznikli tie o€akavané podty:

Mame dané marginalne rozdelenia spocCitané z dat a predpoklad nezavislosti. Potom napriklad:
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Analogicky ostatné.

Statistika a p-hodnota:

print(f"statistika: {test nezavislosti.statistic:.5f}")
print(f"p-hodnota: {test nezavislosti.pvalue:.5f}")

Statistika: 747.48768
p-hodnota: ©.00000

Hypotézu o nezavislosti teda zamietame.

Poznamka: V pripade 2x2 tabulky zodpoveda tomuto postupu nastavenie parametra
correction=False. Defaultne sa v tomto pripade robi urcita korekcia, ¢o zodpoveda
correction=True


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.chi2_contingency.html

3. Spojité nahodné vektory

Ide o analdgiu spojitej nahodnej premenne;j:

e Plocha pod hustotou nahodnej premennej na urcitej mnozine sa rovna
pravdepodobnosti, Ze nahodna premenna nadobudne hodnotu z tej mnoziny. Da sa
vypocitat pomocou integralu.

e Objem pod hustotou dvojrozmerného nahodného vektora na urcitej mnozine sa rovna
pravdepodobnosti, Ze nahodny vektor nadobudne hodnotu z tej mnoZiny. Da sa
vypocitat pomocou tzv. dvojrozmerného integralu.

e Pravdepodobnost, Ze n-rozmerny nahodny vektor nadobudne hodnotu z urcitej mnoziny
je hodnota n-rozmerného integralu z hustoty na danej mnozine.

llustraény obrazok:
Zdroj: A Modern Introduction to Probability and Statistics
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Fig. 9.1. Volume under a joint probability density function f on the rectangle
[—0.5,1] x [-1.5,1].

Terminoldgia:
e Hustota ndhodného vektora sa nazyva zruzena hustota.
e Hustota jeho zloZky sa nazyva marginalna hustota

V pripade diskrétneho nahodného vektora sme pravdepodobnostné rozdelenie jeho zloziek
ziskali s€itanim hodnét v tabulke. Spojité ndhodné premenné a vektory nadobudaju
nespocitatelne vela hodnét, analdgiou scitovania je v tomto pripade integrovanie.



Priklad 4 (Zdroj: A Modern Introduction to Probability and Statistics)

density function

2 . ..
flz,y) = —(‘2;’1‘23; - ;z‘yz) for0<ax<3and 1 <y<2,

75

and f(x,y) = 0 otherwise; see Figure 9.3.
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Fig. 9.3. The probability density function f(z,y) = 7% (QI-Q-y + 'IyQ)‘
Marginalna hustota X je:
= s : 2 = Lr
fx(x) = flx,y)dy = — (2;1‘2y + xy”) dy = = (9:1‘2 + (:1‘)
e D Jq 225

pre x z intervalu [0, 3], inde je nulova.
(Ak integrujeme podla y, na premennu x sa pozerame ako na konS$tantu.)

Ako dostat’ z distribu€nej funkcie spojitého nahodného vektora jeho hustotu:
e V pripade nahodnej premennej: Hustotu f(x) ziskame zderivovanim distribu¢nej funkcie
F(x).



e V pripade dvojrozmerného nahodného vektora: Hustotu f(x,y) ziskame tak, Ze
distribu¢nu funkciu F(x,y) zderivujeme podla x a potom podla y (alebo v opaénom
poradi).

e V pripade n-rozmerného nahodného vektora ziskame hustotu tak, ze distribuénu funkciu
postupne zderivujeme podfa jednotlivych premennych.

Désledok:
e \Vieme, Ze nezavislost zloZiek nahodného vektora znamena, Ze jeho distribu¢na funkcia
je sucin distribu¢nych funkcii jeho zloziek.
e Z vypoctu hustoty vyplyva, ze zlozky spojitého nahodného vektora su nezavislé
prave vtedy, ked’ je zdruzena hustota sui€inom marginalnych hustét.

Priklad 5
Majme distribu¢nu funkciu spojitého nahodného vektora, ktora sa pre kladné x, y rovna

Flr,y)=1—e2* — ¢V 4 ¢ (22+y)
a inde je nulova.
a. Najdeme:
o hustotu nahodného vektora
o marginalne hustoty jeho zloZiek
b. Zistime, €i su zlozZky nahodného vektora nezavislé.
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4. Zdruzena a marginalna distribu¢na funkcia

Majme distribu¢nu funkciu nahodného vektora, chceme z nej ziskat’ distribuénu funkciu jeho
Zloziek.

V dvojrozmernom pripade:

Fxy(z,y) =P(X <z, Y <y)
Fx(z)=P(X <z)=1lmP(X <z Y <y) = 11111 Fxy(z,y)
y—>00

Teda ako keby sme povedali, Zze “Y ma byt menSie alebo rovné nekone¢nu” v zmysle “méze byt
hocijaké”.

Rovnakou uvahou dostaneme, Ze v n-rozmernom pripade idu do nekonecna vSetky premenné
okrem tej, ktorej distribu¢nu funkciu chceme ziskat.

Priklad 6
Majme distribu¢nu funkciu spojitého nahodného vektora z predchadzajuceho prikladu , ktora sa
pre kladné x, y rovna

Flr,y)=1—e 2% — e ¥ 4 o~ (2z+y)
a inde je nulova. Najdeme marginalne distribuéné funkcie.

RieSenie:
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5. Dolezité rozdelenia: multinomické (diskrétne)

Pripomerime si binomické rozdelenie (predpona bi = dva):

e Robime N nezavislych pokusov.

e Kazdy pokus skonéi uspechov alebo neuspechom.

e Pravdepodobnost uspechu je v kazdom pokuse rovna p.

e Nahodna premenna vyjadruje pocet uspechov v uskuto¢nenych pokusoch.
Napriklad: HadZeme mincou a za Uspech ozna¢ime padnutie hlavy.

Teraz definujeme zovSeobecnenie — multinomické rozdelenie (predpona multi = vela):
Robime N nezavislych pokusov.

Kazdy pokus skonci jednou z k moznosti

Pravdepodobnost i-tej moznosti je v kazdom pokuse rovna p_i.

Nahodny vektor ma k zloZiek, i-ta zloZka vyjadruje pocet pokusov, v ktorych nastala i-ta
moznost.

Napriklad: HadZeme kockou a zapisujeme pocet jednotiek, dvojek, ... atd.

Pravdepodobnosti (ak je suCet x_i rovny n, teda poctu zrealizovanych pokusov):

n!

T
]P(X1=$la°--ng=$k}= ! : !p:{flpg2.__pk1
Ly:Lg. ~=+ L

Z kombinatorickej interpretacie tychto pravdepodobnosti vyplyva, ze marginalne rozdelenia
jednotlivych zloZiek su binomické (pocet pokusov N, pravdepodobnost uspechu p_i).

6. Dolezité rozdelenia: viacrozmerné normalne (spojité)

Nahodny vektor, ktorého zloZky su nezavislé nahodné premenné s normalnym rozdelenim ma
hustotu (pripomenme si, Zze hustota je vdaka nezavislosti su¢inom marginalnych hustét):

( ”)2 1 - (:Iii—p,t')z
Hen.. ”"}‘Hme*p{‘Trf} PR T EXP{_igT}




Specialne v 2D:

1 (z —px)®  (y—py)
f($,y)== 2 eXp - -
mToxoy

ZovSeobecnenie:

1 exp _l 1 ‘ T — X 2 y T — X Yy — py + Y — [ty
Iravava/l — p2 2 (1= p2?) TX TX oy oy
IMTXTY \/ 1 [ f X X ¥ }

e Marginalne rozdelenia zloziek X a Y su normalne, stredna hodnota a Standardna
odchylka maju prislusné indexy.

e Korelacia p musi byt z intervalu (-1, 1), teda neméze byt rovna +1 alebo -1. Inak
povedané, jedna zlozka vektora nemdze byt linearnou funkciou druhej.

Vyjadrenie kovariancie (potrebujeme do kovarianénej matice) pomocou korelacie a
Standardnych odchyliek (tie maju lepSiu interpretaciu):
cov(X,Y)

pxy =————" = cov(X,Y)=pxvoxoy
Oxoy

Simulovanie v Pythone:

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

mu X, mu Y = 2, 5

sigma X, sigma Y = 2, 1

rho = 0.8

mu = [mu X, mu Y]

Sigma = [[sigma X**2, rho*sigma X*sigma Y],

[rho*sigma X*sigma Y, sigma Y**2]]

data = np.random.multivariate normal (mu, Sigma, size=1000)

plt.scatter (*data.T, s=5)
plt.grid(True)
plt.axis('equal')
plt.show ()

)}



10

Hustota:



https://web.stanford.edu/class/archive/cs/cs109/cs109.1218/files/student_drive/5.9.pdf

Generované body (stredna hodnota je vzdy (0, 0)):

4 4 4
2 2
0 0
-2 4 -2
—a -4 4

T T T T T T T T T
-5.0 =25 0.0 2.5 50 =50 =25 0.0 2.5 50 -50 =25 0.0 2.5 5.0

I= [0.125 D'f 5] L= [0.15 OiS] L= [o.;s Of 5.
44 44 44
2] 2]
04 04
2]
o] ]

-5.0 -2.5 0.0 2.5 50 -50 -25 0.0 2.5 50 -50 -25 0.0 2.5 5.0

r= —01.25 _OiZS] r= [—;.5 _(1)'5] E=[—01.75 _OiTS]

-

T T T T T T

=50 =25 00 2.5 50 =50 =25 0.0 2.5 5.0 =50 =25 00 2.5 5.0

. [—01.75 _01'75] E=[—02.75 _Ui?S] . [—01.75 _07:75]



ZovSeobecnenie: n-rozmerné normalne rozdelenie
e Marginalne rozdelenia su normaine.
e Je dany vektor strednych hodnét g kovarianéna matica Z.
e Podmienka: Ziadna zloZka nahodného vektora sa neda napisat ako linearna kombinacia
ostatnych.
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