(10) Testy o strednej hodnote

1. Priebezna pisomka (normalne rozdelené data + otazka, ¢i je stredna
hodnota rovna danej konstante)

Pred pisomkou vznikli po otazke o oCakavanom priemere hypotézy, ze to bude 10 bodov, iny tip
bol, Ze to bude 20 bodov.

Anonymné vysledky:

body 8.5 1.0 2.0 2.5 4.0 5.9 5.5 6.0 6.5 7.9 7.5 8.9 \
count 1 2 4 1 2 2 1 1 1 2 4 1

body 9.0 10.9 1.5 11.e¢ 11.5 12.¢ 13.8 14.5 15.8 16.8 16.5 17.9 \
count 2 2 3 4 1 2 1 2 2 1 1 2

body 17.5 18.6 18.5 19.0 206.5 21.6 21.5 24.8@ 24.5 25.5 26.0 27.90 320.0
count 2 2 1 2 2 3 2 1 1 1 3 1 2

Vizualizacia (sns.stripplot):
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Uvidime, Ze bude uzitoCny vysledok testu normality - normalne rozdelenie nezamietame:
from statsmodels.stats.diagnostic import lilliefors

statistika, p hodnota = lilliefors(body)
print(f"statistika: {statistika:.5f}")
print (f"p-hodnota: {p hodnota:.5f}")

Statistika: ©.09818
p-hodnota: ©.14754



Nahodnu premennu vyjadrujucu pocéet bodov z pisomky teda méZzeme modelovat normalnym
rozdelenim. Chceme testovat’ hypotézu o strednej hodnote tohto normalneho rozdelenia.

Nulova hypotéza: stredna hodnota sa rovna 10
Alternativna hypotéza: nerovna sa 10

Pripomenme si princip testovania hypotéz na priklade, v ktorom sme testovali schopnost’

Cloveka rozlisit dva druhy cukrikov:

Clovek tvrdi, Ze dokéze na zaklade chute rozlisit’ Lentilky a M&M’s. Nie stopercentne, ale
tvrdi, Ze s pravdepodobnostou 0,85 to dokaze. My pochybujeme, Ze to dokaze az tak
presne. Chceme preto zrealizovat experiment, na zéklade ktorého budeme vediet’ (s
urcitou presnostou) rozhodnut, ¢i jeho tvrdenie o schopnosti rozliSovat cukriky s
uvedenou pravdepodobnostou 0,85 zamietnut’ alebo nie.

Intuicia: Nechame ho urcovat druh cukrikov (so zaviazanymi ocami, cukriky podavame
na lyZi¢ke, aby nemohol hmatom zistit ich velkost, moznost napit' sa medzi pokusmi
kvéli neutralizacii chute) viackrat a ak bude mat spravnych odpovedi prili§ malo, jeho
tvrdenie o presnosti 0,85 zamietneme. Povedzme, Ze spravime 20 pokusov. Kam dat’
hranicu - kolko spravnych odpovedi bude “prilis malo”?

Co sme nakoniec spravili:

Hypotézu o pravdepodobnosti 0,85 (v prospech alternativy) sme zamietli, ak bol pocet
spravnych odpovedi prili§ maly.

To “prilis maly” sme urcili tak, aby pravdepodobnost zamietnutia pravdivej hypotézy
neprekrocila 5 percent (alebo inu stanovenu hranicu).

Pritom sa snazime €o najviac priblizit k tym 5 percentam, aby sme na druhej strane
maximalizovali pravdepodobnost’ odhalenia neplatnej hypotézy.

Co by sme mohli spravit analogicky v priklade s pisomkou:

"

Hypotézu o strednej hodnote 10 zamietneme, ak sa bude priemer “prilis liSit” od 10.

Ak by sme poznali disperziu tohto rozdelenia, tak by sme vedeli urcit, ¢o to znamena
“prili$ 1isit” tak, aby pravdepodobnost zamietnutia pravdivej hypotézy bola 5 percent:
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Kedze uz mame rozdelenie N(0,1), v ktorom nie s nezname parametre, tak mézeme pouzit
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Ciselné hodnoty:

from scipy.stats import norm

print(f"2.5% kvantil: {norm.ppf(0.025):.5f}")

print(f"97.5% kvantil: {norm.ppf(0.975):.5T}")

2.5% kvantil: -1.95996
97.5% kvantil: 1.95996

Postup — v pripade znamej disperzie - teda je:
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Prakticky ale disperziu nepozname (v pripade nasich pisomiek a tieZz vo vaésine inych
situacii). Prirodzenou myslienkou je nahradit’ disperziu vyberovou disperziou z dat.
Normalne rozdelenie sa zrejme nezachova, kedZe nedelime konstantou, ale nahodnou

premennou. To ale nemusi byt problém, ak sa nam podari zistit, aké rozdelenie ma podiel, ktory
takto vznikne.

Pozrime sa najskor na rozdelenie stuc¢tu druhych mocnin dat od ich priemeru:

e Najskér ndhodné premenné aj ich priemer vyjadrime pomocou normalizovanych
nahodnych premennych:
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e Vo vSeobecnosti je v sume n sc€itancov, ale nie su nezavislé. Ak pozname n-1 odchyliek
od priemeru, posledna je uz jednoznacne dana (sucet odchyliek od priemeru je nulovy).
V pripade n=2 sme videli, Ze sa pocet stupfiov volnosti chi-kvadrat rozdelenie zmensil o
jednotku v porovnani so s€itovanim nezavislych nahodnych premennych. Vyskusajme
simulagne, &i to nebude platit’ aj vSeobecne:

import numpy as np

from scipy.stats import chi2, kstest

def suma stvorcov odchyliek(n):
X = np.random.randn(n) # IID N(©,1)
X_priemer = np.mean(x)
return np.sum((x - x_priemer)**2)

n =10 # pocet Xi

N = 18**4 # pocet

simulacii

simulacie = [suma_stvorcov_odchyliek(n) for _ in range(N) ]

ks stat, p hodnota

print(f"statistika:

print(f"p-hodnota:

statistika: ©.8963
p-hodnota: ©.6000

= kstest(simulacie, chi2(n).cdf) # chi”2(n)
{ks stat:.af}")
{p_hodnota:.af}")

ks stat, p hodnota

print(f"statistika:

print(f"p-hodnota:

statistika: ©.0e85
p-hodnota: 0.4636

= kstest(simulacie, chi2(n-1).cdf) # chi*2(n-1)
{ks_stat:.af}")
{p_hodnota:.af}")

e Simulacia bola pre n=10, ale da sa dokazat, Ze to plati aj vSeobecne — takymto
postupom vznikne chi-kvadrat rozdelenie s n-1 stupfnami volnosti.



Teda mame:
Za platnosti Hy : 1 = pq je:
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Pri pouziti stratégie, Ze namiesto Standardnej odchylky pouZijeme vyberovu Standardnu
odchylku, dostaneme:
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Navy$e sa da dokazat, Ze priemer a vyberova disperzia su nezavislé nahodné premenné. Nie je
to zrejmé — pri vypocte vyberovej disperzie sa priemer priamo pouziva. Dokazovat' to
nebudeme, ukaZeme si ale simulaciu:

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

20
1000

n
N

priemer = []
disperzia = []

for _ in range(N):
X = np.random.randn(n)
priemer.append(np.mean(x))
disperzia.append(np.var(x, ddof=1))

plt.figure(figsize=(4, 4))
plt.scatter(priemer, disperzia, s=5)
plt.xlabel("priemer™)
plt.ylabel("disperzia™)

plt.show()
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Tym padom dostdvame nahodnu premennu so znamym rozdelenim — Studentovym (resp. t)
rozdelenim:

Nech X je ndhodna premennd s rozdelenim N(0,1) a Y je ndhodné premenna
s x2 rozdelenim s k stupiiami volnosti, pricom X a Y st nezivislé. Potom

nahodna premenna
X
Y
k

mé Studentovo rozdelenie s k stupnami volnosti, ¢o zapisujeme ako T ~ t;..
Schematicky:

T =

N(0,1)
\/%

https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.t.html

172

Hustota sa podoba na hustotu N(0, 1) rozdelenia, ale ma “tazSie chvosty” — vacsiu
pravdepodobnost’ vyraznejSich odchyliek od strednej hodnoty (ktora je nulova — okrem pripadu
jedného stupna volnosti, kedy prislusny integral nekonverguije).


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.t.html

0.40 - P — t(df=1)
t (df=3)
0.35 7 N — t (df=5)
— t(df=10)
0.30 - —-—- N(0,1)

0.25 1

0.20

0.15 4

0.10 A

0.05

0.00 { —Sw————T - ~====

Pre momenty plati:

k
E(ty) =0 pre k > 1, D(tx) = g bre k> 2

Zaver — ako testovat’ hypotézu o strednej hodnote bez znalosti disperzie:
e Predpoklad: Xi su nezavislé nahodné premenné s rovnakym normalnym rozdelenim,
parametre nepozname
Nulova hypotéza: stredna hodnota sa rovna zadanej konstane.
Alternativna hypotéza: stredna hodnota sa danej konstante nerovna
Testovacia Statistika:

X —po X — o
£ [EILE X

e Ak plati nulova hypotéza, tato Statistika ma Studentovo rozdelenie s n-1 stupriami
volnosti.
e Na zaklade tohto rozdelenia vypocCitame:
o pomocou vypocitanej Statistiky p-hodnotu
o porovname S$tatistiku s kvantilom Studentovho rozdelenia
Obidva postupy si ukazeme na priklade s bodmi z pisomky.
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Vratime sa k vysledkom pisomky a testovaniu hypotézy, ze stredna hodnota je rovna 10.

Postup 1 - postup, ktory sme odvodili:



import numpy as np
from scipy.stats import t

mu @ = 10.0

n = len(body)
priemer = np.mean(body)
odhad _sigma2 = np.var(body, ddof=1)

Otazka teda je, Ci je priemer signifikantne rézny od testovanej hodnoty 10:

print(f"priemer bodov: {priemer:.5f}")

priemer bodov: 13.26471

Odbocka - odhadovanie disperzie, parameter ddof:

# ako skuska

scitance = [(x - priemer)**2 for x in body]
odhad_sigma2 rucne = sum(scitance)/(n - 1)
odhad _sigma2 bez ddof = np.var(body)

print(f"odhad sigma~2: {odhad sigma2 rucne:.5f}")
print(f"odhad sigma~2 s parametrom ddof=1: {odhad_sigma2:.5f}")
print(f"odhad sigma~2 bez ddof: {odhad sigma2 bez ddof:.5f}")

odhad sigma~2: 62.33187
odhad sigma”2 s parametrom ddof=1: 62.33187
odhad sigma~2 bez ddof: 61.41522

Pokradujeme v teste:

t stat = (priemer - mu_©)*np.sqrt(n)/np.sqrt(odhad_sigma2)
print(f"t-statistika: {t_stat:.5f}")

kriticka hodnota_zaporna, kriticka hodnota kladna = t.ppf(e.e25, df=n-1), t.ppf(©.975, df=n-1)
print(f"kritické hodnoty: {kriticka_hodnota_zaporna:.5f}, {kriticka_hodnota_kladna:.5f}")

t-statistika: 3.40991
kritické hodnoty: -1.996@01, 1.99601

Nulovu hypotézu zamietame, ak je
e Statistika mensia ako zaporna kriticka hodnota
e alebo vacsia ako kladna kriticka hodnota
V tomto pripade nastava druhy pripad, a teda hypotézu zamietame.



Vypocet p-hodnoty:
p_hodnota = t.cdf(-t stat, df=n-1) + (1 - t.cdf(t _stat, df=n-1))
print(f"p-hodnota: {p_hodnota:.5f}")

p-hodnota: ©.00110

p_hodnota univerzalne = 2*(1 - t.cdf(abs(t_stat), df=n-1))
p_hodnota_univerzalne_inak = 2*t.sft(abs(t_stat), df=n-1) # sf = survival function = 1 - cdf

print(f"p-hodnota (2. vypocet): {p hodnota univerzalne:.5f}")
print(f"p-hodnota (3. vypocet): {p_hodnota univerzalne inak:.5f}")

p-hodnota (2. vypocet): 0.00110
p-hodnota (3. vypocet): ©.00110

Postup 2: zabudovana funkcia v Pythone

from scipy.stats import ttest 1samp

mu & = 109.0

statistika, p hodnota = ttest 1samp(body, popmean=mu @, alternative='two-sided")
print(f"sciPy ttest - Statistika: {statistika:.5T}")

print(f"sciPy ttest - p-hodnota: {p_hodnota:.s5f}")

SciPy ttest - 3tatistika: 3.40991
SciPy ttest - p-hodnota: ©.00110

e t-test — nazov pochadza z toho, Ze Statistika ma pri platnosti nulovej hypotézy
Studentovo rozdelenie, t-testov je viac, ako budeme o chvilu vidiet.

e Toto je jednovyberovy t-test (one sample t-test), pretoze mame len jeden vyber (v
nasom pripade body z pisomky) a testujeme hypotézu o strednej hodnote rozdelenia, z
ktorého pochadza

e Parameter popmean je skratka pre “population mean”, teda pre strednu hodnotu
rozdelenia. PiSeme sem hodnotu, ktori chceme testovat.

e Obojstranna alternativa (two-sided alternative) znamena, Ze alternativna hypotéza
ma tvar “stredna hodnota sa nerovna danej konstante”, a nie napriklad “je od nej
mensia”.


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.ttest_1samp.html

Druhy tip pred pisomkou bol, Ze priemer bude 20. Otestujme. i je stedna hodnota rovna 20:

mu e = 20.0

statistika, p hodnota =

ttest 1samp(body, popmean=mu @, alternative='two-sided')
print(f"sciPy ttest - Statistika: {statistika:.5f}")

print(f"sciPy ttest - p-hodnota: {p hodnota:.5f}")

SciPy ttest - Statistika: -7.83487
SciPy ttest - p-hodnota: ©.00000

Tuato hypotézu tiez zamietame.

2. Porovnanie dvoch pisomiek v tej istej skupine (normalne rozdelené
rozdiely — parovy t-test)

Priklad:

e CviCenia z matematickej analyzy pre 2. ro¢nik EFM, ZS 2005/2006, dve pisomky pocas
semestra
e Pocet bodov z pisomky je ndhodna premenna

e Chceme testovat hypotézu, ze stredna hodnota je rovnaka pre obidve pisomky

peyuosid

zeyuosid

bodv

Pre kazdého Studenta vypocitame rozdiel medzi bodmi z jednotlivych pisomiek:



Poradové &islo |Pisomka 1| Pisomka 2 | Rozdiel

1 14,5 12 v A
2 7 18,5 -11,5
3 13,5 13 0,5
4 12.5 17 -4,5
3 10 13 -3
6 12 21 -9
7 12,5 12 0,5
8 13 12,5 0,5
9 17 18 -1
10 21,5 22 -0,5
11 11 r i - rozdiel
12 12.5 16 -3,5
13 10,5 13 -2,5
14 16 — B 6,5
s 1o 13 15 -2
16 12.5 17 -4.5
17 10 16 -6
18 2.5 22 -0,5
19 - b B ~71.9
20 14,5 11,5 3

priemer 13 14,93 -1,93

standardna
odchvlka 4.47

Co v tejto chvili mame:

Mame nahodny vyber z dvojrozmerného rozdelenia (X, Y)

Testujeme hypotézu, Ze E(X) = E(Y)

Vypocitame rozdiely Z= X -Y

Hypotéza E(X) = E(Y) potom znamena, ze E(Z) =0

Ak maju rozdiely Z normalne rozdelenie (toto vieme testovat), hypotézu o nulove;j
strednej hodnote uz vieme testovat jednovyberovym t-testom

Podmienka pre pouzitie tohto postupu je, Ze mame parové data, aby malo zmysel po itat
rozdiely X — Y.

Parovy t test — priklady
e Ocakavany a skutocny pocet bodov z pisomky — vie Student dobre odhadnut, ako
pisomku napisal?
e Vysledky jazykového testu na zaciatku a na konci opakovania lekcie - bolo opakovanie
uzitoéné?
o Rozumna alternativna hypotéza je, Ze stredna hodnota na konci je vacsia
o Kriticka hodnota a p-hodnota pri takejto alternative je analogicka ako
jednostranna alternativa pri Z-teste z testovania hypotézy o parametre p
binomického rozdlenia
e Pocet bodov z dvoch pisomiek — da sa povedat, Ze pisomky dopadli rovhako?




Na &o sa neda pouZit parovy t test — priklady:

e Pocet bodov z pisomky v dvoch kruzkoch
o Vysledky jazykového testu v dvoch skupinach, ktoré pouZzivali rézne metddy pri
opakovani
Dévod: nie su to parové data

V Pythone:
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.ttest_rel.html

3. Porovnanie pisomiek v dvoch skupinach (normalne rozdelenie,
neparovy t-test)

e Mame nezavislé realizacie dvoch nahodnych premennych premennych s normalnym
rozdelenim a chceme testovat’ hypotézu, Ze maju rovnaku strednu hodnotu.

e Zakladna myslenka je jednoducha — vypoditaju sa priemery a zaujima nas, Ci je ich
rozdiel signifikantne rézny od nuly.

e \Vec sa komplikuje tym, ze potrebujeme odhadnut disperziu. Nebudeme uvadzat vzorce
pre jej odhadovanie v jednotlivych pripadoch, na konkrétnych prikladoch sa na cvi¢eni
naucime pouzivat pythonovsku funkciu a interpretovat vysledky.

https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.ttest_ind.html

equal_var : bool, optional

If True (default), perform a standard independent 2 sample test that assumes equal
population variances [1]. If False, perform Welch's t-test, which does not assume equal

population variance [2].

4. Porovnanie pisomiek vo viacerych skupinach (normalne rozdelenie,
nezavislé skupiny dat — ANOVA)

e Zakladna myslienka:
o Najskér otestujeme hypotézu, i su vSetky stredné hodnoty rovnaké — na to sluZi
ANOVA (analysis of variance).
o Ak sa tato hypotéza zamietne, tak pomocou t-testov zistime, ktoré dvojice maju
réznu strednu hodotu.
e Tiez budeme robit na cvienia v Pythone.

https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.f_oneway.html


https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.ttest_rel.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.ttest_ind.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.f_oneway.html

Priklad: https://istats.shinyapps.io/ANOVA/ (vizualizacie k u€ebnici Agresti, Franklin,
Klingenberg: Statistics: The Art and Science of Learning from Data), data o osteoporoze

Descriptive Statistics:

Group Sample Size Mean Standard Deviation  Standard Error
Placebo 42 -0.672 0.181 0.0280
Milk Powder 42 -0.184 0.189 0.0292
Calcium Pill 42 -0.179 0.181 0.0279
Calcium Pill Plus Exercise 42 0.280 0.330 0.0509
Dotplot
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Vi
. A . AN . ) . .
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Bone Density (% Change)

Z vystupu nas bude zaujimat len p-hodnota, aby sme vedeli povedat, ¢i hypotézu o zhode
vSetkych strednych hodnét zamietnut’ alebo nie:

ANOVA Table:

Source df Sum of Squares Mean Square  F Statistic  P-value

Group 3 19.04 6.346 120.7 <0.0001
Error 164 8.624 0.05259
Total 167 27.664

Hypotéza sa zamieta.

Na cvieni sa spravi aj porovnanie dvojic pomocou t-testov, aby sme zistili, ktoré dvojice maju
rézne stredné hodnoty.


https://istats.shinyapps.io/ANOVA/

5. Co ak data nemaju normalne rozdelenie

V takom pripade netestujeme strednu hodnotu, ale median. Pri mediane nepotrebujeme
konkrétne pravdepodobnostné rozdelenie dat, délezité je iba ich poradie.

Normalne rozdelenie Analdgia pre nie normalne rozdelenie
t-test pre strednu hodnotu, Wilcoxonov test
parovy t-test Python: scipy.stats.wilcoxon

znamienkovy test
Python: statsmodels.stats.descriptivestats.sign_test

Neparovy t-test Mann-Whitneyho test
Python: scipy.stats.mannwhitneyu

ANOVA Kruskal-Wallisov test
Python: scipy.stats.kruskal

https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.wilcoxon.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.mannwhitneyu.html
https: .Scipy.or ipv/referen nerat ipv.stats . kruskal.html

https://www.statsmodels.org/stable/generated/statsmodels.stats.descriptivestats.sign test.html



https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.wilcoxon.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.mannwhitneyu.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.stats.kruskal.html
https://www.statsmodels.org/stable/generated/statsmodels.stats.descriptivestats.sign_test.html

	(10) Testy o strednej hodnote 
	1.​Priebežná písomka (normálne rozdelené dáta + otázka, či je stredná hodnota rovná danej konštante) 
	2.​Porovnanie dvoch písomiek v tej istej skupine (normálne rozdelené rozdiely – párový t-test) 
	3.​Porovnanie písomiek v dvoch skupinách (normálne rozdelenie,  nepárový t-test) 
	4.​Porovnanie písomiek vo viacerých skupinách (normálne rozdelenie, nezávislé skupiny dát – ANOVA) 
	5.​Čo ak dáta nemajú normálne rozdelenie 


