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1 Kombinatorickd pravdpodobnost, podmienena
pravdepodobnost

Priklad 1. Vyrobok povazujeme za chybny, ak nemé predpisany rozmer alebo hmot-
nost. Vyrobkov, ktoré nemaji predpisany rozmer, je 10 percent, ktoré nespiﬁajl’l
predpisant hmotnost, je 30 percent. Vyrobkov bez chyby je 65 percent. Uréte prav-
depodobnost, Ze nadhodne vybrany vyrobok nemd predpisani hmotnost, ale ma
predpisany rozmer.

RieSenie. Oznactme:

e R — vyrobok nemd predpisany rozmer (komplement R® potom znamend, ze
vyrobok ma predpisany rozmer),

e H — vyrobok nem4 predpisanti hmotnost (komplement H¢ potom znamen4, 7e
vyrobok mé predpisani hmotnost).

Potom podla zadania plati:
P(R) = 0,10, P(H)=0,30, P(R°N H°) = 0,65.

a hladdme pravdepodobnost P(H N R¢). Postupne budeme poécitat (je uzitoéné na-
kreslit si Vennove diagramy):

e Vyrobkov bez chyby je 65 percent, takze vyrobkov s nejakou chybou je 35
percent. To znamena, ze nemajui predpisany rozmer alebo nemajui predpisant
hmotnost. V nasom znaceni to znamend, ze P(RU H) = 0,35.

e Podla vzorca pre zjednotenie udalosti:
P(RUH)=PR)+P(H)-P(RNH),

a teda pravdepodobnost, Ze vyrokov neméa ani predpisany rozmer, ani predpisant
hmotnost, je:

P(RNH) =P(R) +P(H) — P(RUH) = 0,10 + 0,30 — 0,35 = 0,05.

e Nakoniec pouzijeme rozklad:
P(H)=P(HNR)+P(HNR",
z ktorého dostaneme
P(HNR%)=P(H)—- P(HNR)=0,30 - 0,05 =0,25.
Pravdepodobnost, ze ndhodne vybrany vyrobok nemé predpisanti hmotnost, ale ma
predpisany rozmer, je 0,25.

Priklad 2. V antikvariate sa cena knihy znizuje, ak m&a vytrhnutd aspon jednu
stranu, alebo su jej stranky popisané. Knih, ktoré majui vytrhnutd aspon jednu
stranu, je 20 percent. Knih, ktoré su popisané, je 30 percent a knih bez chyby je
70 percent. Urcte pravdepodobnost, Ze ndhodne vybrana kniha je popisand, ale ma
vSetky strany.

RieSenie. Oznacme:



e IV — kniha m4 vytrhnutd aspon jednu stranu (komplement V¢ potom znamens,
ze kniha mé vsetky strany),

e P — kniha je popisand (komplement P¢ potom znamend, Ze kniha nie je
popisand).

Potom podla zadania plati:
P(V)=0,20, P(P)=0,30, P(V°nP°) =0,70,
a hladdme pravdepodobnost P(P N V¢). Postupne budeme pocitat:

e Knih bez chyby je 70 percent, takze knih s nejakou chybou je 30 percent. To
znamena, ze maju vytrhnuti aspon jednu stranu alebo su popisané. V nasom
znaceni to znamena, ze

P(V U P) = 0,30.
e Podla vzorca pre zjednotenie udalosti:
P(VUP)=P(V)+P(P)—-P(VNP),

a teda pravdepodobnost, Ze kniha m4 vytrhnutd aspoii jednu stranu a zaroven
je popisana, je:

P(V N P) =P(V)+P(P) —P(V U P) = 0,20 + 0,30 — 0,30 = 0,20.

e Nakoniec pouzijeme rozklad:
P(P)=P(PNV)+P(PNVC),
z ktorého dostaneme
P(PNVe) =P(P)-P(PNV)=0,30 - 0,20 = 0,10.
Pravdepodobnost, Ze ndhodne vybrana kniha je popisand, ale mé vsetky strany, je
0,10.

Priklad 3. HddZeme dvoma kockami. Vypocitajte pravdepodobost toho, Ze ak na
prvej kocke padla dvojka, padne stucet vécsi ako 6.

Riesenie. Oznacme:
e A —sucet bodov na dvoch kockach je vacsi ako 6,
e B —na prvej kocke padla dvojka.

Hladdme podmienent pravdepodobnost

P(AN B)

PA] B) = —55

Kocky st pravidelné, takze P(B) = ¢. Ak na prvej kocke padla dvojka, tak sucet
je viacsi ako 6, ak na druhej kocke je 5 alebo 6. Pravdepodobnosti P(A N B) teda
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zodpovedaju dva priaznivé vysledky (,prvéa kocka 2, druhd kocka 5* a ,prva kocka 2,
druhd kocka 6%), pricom celkovo je 36 moznosti, ako moze vyzerat vysledok hddzania
dvoma kockami. Preto

2 1
P(AN B) = P(prva kocka = 2, druha kocka € {5,6}) = %= 18
Potom: ( ) )
P(ANB) 1 1
P(A|B)= 2] _ 18 _ °
(41 8) P(B) % 3

Pravdepodobnost, Ze sticet bude vicsi ako 6, ak na prvej kocke padla dvojka, je %

Priklad 4. Z vyrobkov urcitého druhu dosahuje 95 percent predpisanu kvalitu. V
istom zavode, ktory vyraba 80 percent celkovej produkcie, vSsak predpisanu kva-
litu dosahuje 98 percent vyrobkov. Bol ndhodne vybrany vyrobok a zisttilo sa, ze
mé predpisani kvalitu. Aké4 je pravdepodobnost, Ze bol vyrobeny v spominanom
zavode?

RiesSenie. Oznacme:
e A — vyrobok bol vyrobeny v zavode, ktory vyraba 80 % produkcie,
e () — vyrobok ma predpisanu kvalitu.
Podla zadania plati:
P(A) =08, P(Q)=095 PQ]|A) =0,098.

Hlad4dme podmienenti pravdepodobnost, Ze vyrobok s predpisanou kvalitou pochddza
z uvedeného zdvodu, teda P(A | Q). Plati:

BANQ)  F(Q|A)P(4)
FAD="F0) = rQ)

Dosadime:

P(Q|A)P(A) 098-08 0,784
P(Q) 095 095

P(A[Q) = =0,825.

Pravdepodobnost, Ze ndhodne vybrany vyrobok s predpisanou kvalitou bol vyrobeny
v zavode A, je priblizne 0,825.

Priklad 5. Traja Sportovci hadzu ostepom nezavisle jeden od druhého. Prvy prekond
hranicu 80 metrov s pravdepodobnostou 0,8, druhy 0,7 a tret{ 0,5. Kazdy z nich
vykond jeden hod. Ak4 je pravdepodobnost, Ze aspon raz bude prekonané hranica
80 metrov?

Riesenie. Oznacme:
e A; - prvy Sportovec prekond hranicu 80 m,

e A, - druhy Sportovec prekond hranicu 80 m,



e Aj - treti Sportovec prekond hranicu 80 m.

Podla zadania plati:
]P)(A1> = 0787 IP)(A2) = 0777 ]P)(Afi) = 075

Hladdme pravdepodobnost, Ze aspoii jeden §portovec prekons hranicu 80 m, teda
P(A; U Ay U A3).

Je jednoduchsie pouzit doplnkovi udalost, Ze Ziadny $portovec neprekroci hra-
nicu:

P(A; U Ay U A3) =1 —P(AT N AS N AS).

KedZe hody st nezdvislé, plati:

P(A] N A3 N AS) = P(A]) P(A3) P(AS)
= (1-08)(1-0,7)(1—0,5)=0,2-03-0,5 = 0,03.

Teda
]P)(Al U A2 U Ag) =1- 0,03 — 0,97

Pravdepodobnost, Ze aspon jeden §portovec prekona hranicu 80 m, je 0,97.

Priklad 6. Cez prenosny kanal sa prenasaju dva signdly - 0 a 1. V dosledku porich
sa jedno percento signalov zmeni na opacné nezavisle od toho, ¢i sa predchadzajice
signaly preniesli spravne alebo nie. Cez kanal bola vyslana kombinéacia 10110. Urcte
pravdepodobnost toho, Ze

(a) celd kombindcia sa prenesie spravne

(b) bude prijatd kombindcia 11110.

RieSenie. Oznacme:
e A; - i-ty signdl sa preniesol spravne (i = 1,...,5).
Podla zadania plati P(A$) = 0,01 (a teda P(A;) = 0,99) a tieto udalosti st nezavislé
(a) Pravdepodobnost toho, Ze vSetkych 5 signdlov sa prenesie spravne, je
P(A; N AN AzN Ay As) = P(A)P(A)P(A3)P(A,)P(A5) = 0,99° =0, 951.
Spravny prenos celej kombinécie m4 pravdepodobnost priblizne 0,951.

(b) To, ze prijatd kombindcia je 11110, znamena:

. signdl: spravne (A;)

. signdl: chybny prenos (A$)

1
2

e 3. signdl: spravne (As)
4. signal: spravne (Ay)
)

. signdl: spravne (As)



Potrebujeme pravdepodobnost:

P(ANASNAsN AN A;) = P(A)P(AS)P(As)P(AL)P(As5)
0,99* - 0,01 = 0,0096.

Prijatie kombindcie 11110 pri vyslani 10110 mé pravdepodobnost priblizne
0,0096.

Priklad 7. Zékaznik ndhodne vyberd obraz zo skupiny desiatich originalov a dvoch
képii. Radi sa s odbornikom, ktory spravne urci, ¢i ide o original alebo képiu s
pravdepodobnostou 5/6. Odbornik tvrdi, Ze vybrany obraz je original. Ak4 je prav-
depodobnost toho, Ze je to skutoéne original?

RieSenie. Oznacme:
e O - vybrany obraz je original (a teda O¢ - vybrany obraz je képia),
e F - expert tvrdi, Ze obraz je original.

Podla zadania plati:

10 )

PO) =35 PEIO)=<,

a teda aj ) .
P(0) = 15 B(E | 0) =

Hladdme podmienenti pravdepodobnost P(O | E). Z Bayesovho vzorca:

P(ENO) P(E | O)P(O)
POIE) = —5@E) ~PE[01P0) + P(E] 09 B0

Dosadime: s 10

2 50 25

]P’(O]E):#:—:—io,%z
2.0 1.2 52 26

Pravdepodobnost, Ze obraz je skuto¢ne original, ak odbornik tvrdi, Ze je original, je

2 . o~
%, teda priblizne 0,962.



2 Diskrétne nahodné premenné

Priklad 1: Diskrétna ndhodnd premenné X nadobiida hodnoty z mnoziny {0,1,2,3,4},
pricom
P(X =z) = c¢(z + 1)*,

kde ¢ > 0 je konstanta.

(a) Urcte hodnotu konstanty c.

(b) Vypocitajte stredni hodnotu E(X).

(c) Vypocitajte disperziu D(X).
RieSenie:

(a) Musi platit

i]P’(X =

Dosadime pravdepodobnosti, lavd strana potom je:

4 4
delw+1)?=c) (x+1)?=c(1*+2”+3%+4%+5%) =55,

k=0
Dosadime:
‘0 LA
E(X) = k—(k 1 = — k(k 1
SR VSRR
1 170 34
= —(0-1+1-442-94+3-16+4-25)=

%) 55 11

(c) Pri vypocte disperzie vyuzijeme vzfah D(X) = E(X?) — [E(X)]?, potrebujeme
teda E(X?). Kedze

4

B(X?) = SOKP(X = k) = % SRk 4 1)?
k=0 k=0

1 o584
= —(0-141-444-949-164+16-25) = —
55( + + + + ) 55

dostaneme

p(x) = B (3 211692
E 1) 121



Priklad 2: Na strole je kosik s ovocim, st v nom 4 jablkd, 3 hrusky a 3 banany.
Nahodne vyberieme dva kusy ovocia. Nech X je ndhodnd premennd, ktord udava
pocet jablk, ktoré si v nasom vybere.

(a) Uréte hodnoty, ktoré moéze X nadobiidat a nédjdite ich pravdepodobnosti.
(b) Vypocitajte stredni hodnotu ndhodnej premennej X.
(¢) Vypocitajte disperziu nahodnej premennej X.
RieSenie:
(a) Nédhodna premenné X nadobida hodnoty z mnoziny {0,1,2}. Pri vypocte prav-
depodobnosti vyuZzijeme, Ze celkovy pocet moznosti, ako vybrat dva kusy ovo-
cia je () = 45. Dalej:

e X =0 (ziadne jablkd) znamend, ze vyberdme 2 kusy ovocia zo 6 (hrusky

a bandny). Pocet moznosti, ako to spravit, je (g) =15, a teda

15 1
P(X=0)=—=-.
( ) 45 3
e X =1 (jedno jablko): Vyberieme 1 jablko z 4 a 1 iné ovocie zo 6, pocet
moznosti je (111) (?) = 24, preto
24 8

P(le):gzw.

e X = 2 (2 jablkd): vyberieme 2 jablka zo 4, po¢et moznosti je (3) = 6,

takze 6 5
PX=2)=—=—
45 15
(b) Stredna hodnota je
1 8 2 12 4
EX)=0--4+1-—+2- —=—=—.
(X) 3 - 15 * 15 15 5
(c) Najprv vypocitame E(X?):
1 8 2 16
E(X*)=0% 41 —+2°. — = —.
(X7 =0 3 * 15 * 15 15

16 (4\* 16 16 32
15 25 75



Priklad 3: Na sportovom dni sa vybera ndhodne 3-¢lenny tim zo 5 dievcat a 4
chlapcov. Nech X je ndhodna premenna, ktora udéava pocet dievcéat v time.

(a) Urcte hodnoty, ktoré moéze X nadobidat a najdite ich pravdepodobnosti.
(b) Vypocitajte stredni hodnotu ndhodnej premennej X.
(¢) Vypocitajte disperziu ndhodnej premennej X.

Riesenie:

(a) Ndhodna premennd X nadobuda hodnoty z mnoziny {0,1,2,3}. Pri vypocte
pravdepodobnosti vyuzijeme, Ze celkovy pocet moznosti, ako troj¢lenny tim,
je (3) = 84. Dalej:

e X = 0 (ziadna diev¢a): vyberame 3 chlapcov zo 4, pocet moznosti je
(3) =4, preto

41

S84 21

e X =1 (jedno dievéa): vyberieme 1 dievca z 5 a 2 chlapcov zo 4, pocet
moznosti je (‘;’) (;) =56 =30, teda

P(X = 0)

30 5

e X =2 (dve dievcatd): vyberieme 2 dievéatd z 5 a 1 chlapca zo 4, pocet

moznosti je (g) (‘11) =10 -4 = 40, teda

40 10
P(X —2) = — — —
( ) 84 21
e X = 3 (tri dievéatd): vyberieme 3 dievéatd zo 5, po¢et moznosti je (g) =
10, teda
10 5
PX=3)=—=—.
( 3) 84 42
(b) Stredna hodnota je
1 5) 10 > 70 5
B(X)=0.-—41.-219. 2 43.2_"DY_2
(X) =0 21+ 14+ 24+3 42 42 3
(c) Najprv vypocitame E(X?):
1 ) 10 5) 130 65
EX2:2'— 12._ 22._ 2__:_:_.
(X7 =0 21 * 14 + 24 3 42 42 21

Disperzia potom je :



Priklad 4: Na sSportovom dni sa vyberd nahodne 3-¢lenny tim z 2 dievcat a 7
chlapcov. Nech X je ndhodna premenna, ktora udéava pocet dievcéat v time.

(a) Uréte hodnoty, ktoré moze X nadobiuidat a ndjdite ich pravdepodobnosti.
(b) Vypocitajte stredni hodnotu ndhodnej premennej X.
(c) Vypocitajte disperziu ndhodnej premennej X.

RieSenie:

(a) Tim je, rovnako ako v predchadzajicom priklade, trojélenny, ale kedze st len
dve dievéatd, ndhodnd premennd X nenadobiida hodnoty z mnoziny {0,1,2,3},
ale iba {0,1,2}. Dalej je vypocet analogiky.
Pri vypocte pravdepodobnosti vyuzijeme, Ze celkovy pocet moznosti, ako trojclenny
tim, je (g) = 84. Dalej:

e X = 0 (ziadna dievé¢a): vyberame 3 chlapcov zo 7, pocet moznosti je
(;) = 35, preto
35

=30

e X =1 (jedno dievéa): vyberieme 1 dievca z 2 a 2 chlapcov zo 7, pocet

moznosti je (f) (;) =221 =42, teda

P(X = 0)

42 4

e X =2 (dve dievcatd): vyberieme 2 dievéatd z 2 a 1 chlapca zo 7, pocet

moznosti je (3) (I) =1-7=7, teda

7
PX=2)=—=—
( ) 84 12
(b) Stredna hodnota je
35 1 1 4 2
BX)=0 -2 41.2492. — —-=2
(X) =0 84 + 2 + 126 3
(c) Najprv vypocitame E(X?):
35 1
E 2 = 2, = ]_2 - = 22 Py
(X7 =0 84 * 2 + 12

Disperzia potom je :
2 20
D(X) = B(X") — [E(X)]" = ¢

Priklad 5: Predpokladajme, ze v predchadzajicich dvoch prikladoch nas zaujima
len strednd hodnota poctu dievcat. Teda riesime tulohy:
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(a)

(b)

Na Sportovom dni sa vybera nahodne 3-¢lenny tim z 5 dievéat a 4 chlapcov.
Nech X je ndhodnéd premennd, ktora udava pocet dievcat v time. N&jdite
stredni hodnotu ndhodnej premennej X.

Na Sportovom dni sa vyberd nahodne 3-¢lenny tim z 2 dievcat a 7 chlapcov.
Nech X je ndhodnéd premennd, ktora udava pocet dievcat v time. N&jdite
stredni hodnotu nadhodnej premennej X.

Okrem toho budeme riesit tlohu:

()

Na Sportovom dni sa vyberd ndhodne 10-¢lenny tim z 15 dievéat a 15 chlapcov.
Nech X je ndhodnd premennd, ktora udava pocet dievcat v time. N&jdite
stredni hodnotu nahodnej premennej X.

RieSenie: Je jasné, ze v bode (c¢) by bol vypocet pomocou vyjadrenia pravdepo-
dobnosti jednotlivych hodnot zdihavy. Pojdeme na to preto inak — pouzijeme in-
dikdtory (ndhodné premenné nadobtudajice hodnoty 0 a 1). Vypocet kazdého z
tychto prikladov bude velmi podobny.

(a)

Definujeme ndhodné premenné X, ..., X5 tak, ze X; sa bude rovnat jednej,
ak sa i-te dievéa dostane do timu a inak sa bude rovnat nule:

I 1, ak i-te dievca je v time,
t 0, inak.

Potom pocet dievéat v time X sa d4 vyjadrit ako X = X; +--- + X5, a teda
E(X)=E(X;)+ -+ E(X5).

Mdéme:
E(X;,)=1-P(X;=1)+0-P(X; =0) =P(X; =0),

zostdva teda spocitat P(X; = 1), teda ze sa konkrétne dievéa dostane do timu.
Vsetkych moznosti, ako zostavit trojclenny tim z 9 ucastnikov je (g) = 84.
Moznosti, v ktorych je konkrétne sledované dievca v time, zodpovedaji tomu,
ze okrem nej eSte zo zvysnych 8 1ucastnikov vyberieme zostavajucich dvoch
¢lenov timu. Takychto moznosti je (2) = 28. Teda pravdepodovbnost, Ze i-te
dievéa je time, ze 2 = 1. Teda pre kazdé i je E(X;) = 5 a

1 1 1 1 1

5
E(X) =E(X)+ +E(X;) =g +3+53+5+5=3.

Definujeme ndhodné premenné X, X, tak, Ze X; sa bude rovnat jednej, ak sa
i-te dievéa dostane do timu a inak sa bude rovnat nule:

I 1, ak ¢-te dievca je v time,
t 0, inak.

Potom pocet dievéat v time X sa dd vyjadrit ako X = X; + X, a teda
E(X) =E(Xy) + E(Xy).
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Mdéme:
E(X;)=1-P(X;=1)+0-P(X; =0) =P(X; =0),

zostdva teda spocitat P(X; = 1), teda ze sa konkrétne dievéa dostane do timu.
Vsetkych moznosti, ako zostavit trojclenny tim z 9 ucastnikov je (g) = 84.
Moznosti, v ktorych je konkrétne sledované dievca v time, zodpovedaji tomu,
ze okrem nej eSte zo zvysnych 8 1ucastnikov vyberieme zostavajucich dvoch
¢lenov timu. Takychto moznosti je (2) = 28. Teda pravdepodovbnost, Ze i-te
dievéa je time, ze 2 = 1. Teda pre kazdé i je E(X;) = 5 a

84 — 3
]E(X)—E(X)+]E(X)—1+1—2
B #7373 3
Definujeme ndhodné premenné X1, ..., X5 tak, Zze X; sa bude rovnat jednej,

ak sa i-te dievéa dostane do timu a inak sa bude rovnat nule:

I - 1, ak ¢-te dievéa je v time,
' 0, inak.

Potom pocet dievéat v time X sa d4 vyjadrit ako X = X; +--- + X5, a teda

E(X)=E(X)) + -+ E(X15).

Mame:
zostdva teda spocitat P(X; = 1), teda Ze sa konkrétne dievéa dostane do
timu. Vsetkych moznosti, ako zostavit 10-clenny tim z 30 tcastnikov je (i’g)

Moznosti, v ktorych je konkrétne sledované dievca v time, zodpovedaji tomu,
ze okrem nej este zo zvysnych 29 tucastnikov vyberieme zostavajucich 9 ¢lenov
timu. Takychto moznosti je (299). Teda pravdepodovbnost, Ze i-te dievéa je
29
time, ze % Teda pre kazdé 7 je
10

29 29!
2L gy
E(X;) = (390) —— s 101
(10) 10! 20! 30 3
¢ 1
E(X)=E(X1)+ - +E(X5) = 15~§ =5

Priklad 6. Majme graf so 6 vrcholmi. Kazda z potencidlnych hran vznikne s pravde-
podobnostou 0,6 nezdvisle od ostatnych. Trojicu vrcholov nazveme trojuholnikom,
ak su kazdé dve z nich spojené hranou (na obr. 9 je ukdzka grafu a jeden z troju-
holnikov). Ak4 je strednd hodnota poctu trojuholnikov?

Riesenie. Pre kazdu trojicu vrcholov {i, j, k} zavedieme indikdtorovi premenni:

X 1, ak hrany {7, j}, {7, k}, {Jj, k}v grafe existuju,
vk 0, inak.
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Obr. 1: Ukazka grafu a jeden z trojuholnikov

Pocet trojuholnikov v grafe moZeme zapisat ako stucet vsetkych indikétorov:

1<i<j<k<6
a teda
E(X)= Y E(X)
1<i<j<k<6
Pritom

= P(hrany {i,7}, {7, k}, {j, k} existuji) =
= P(hrana {i,j} existuje) - P(hrana {i, k} existuje) - P(hrana {j, k} existuje)
= 0,6°.

Teda
E(X)= Y 06"
1<i<j<k<6

6

3) = 20., takze suma ma 20 sc¢itancov. To znamena, ze

Pocet trojic vrcholov je: (
E(X)=20-0,6 = 4,32.

Stredna hodnota poctu trojuholnikov je 4,32.

Priklad 7. Uvazujme abecedu s 26 pismenami (teda pismena bez diakritiky). Gene-
rujeme nahodni postupnost diZky 105, kde kazdé pismeno sa vyberd nezavisle od os-
tatnych s rovnakou pravdepodobnostou pre kazdi moznost. Nech X je ndhodnd pre-
mennd, ktora uddva pocet vyskytov retazca FMFI v tejto postupnosti. Vypocitajte
jej stredni hodnotu.
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Riesenie. Pre i = 1,2,...,10° — 3 (nakolko sledovany retazec mé dizku 4, zacaf
musi najneskor na stvrtom mieste od konca) definujeme indikatory:

I 1, ak refazec na pozicidch 7,7 +1,i+2,i +3je F, M, F, I,
o 0, inak.
Pocet vyskytov refazca moZzeme zapisat ako stcet indikdtorov:

106—3

X = 2_1:[

Rovnako ako v predchédzajucich prikladoch je E(I;) = P(I; = 1). Dostaneme tak:

1
26

E(X,)= Y E(l)=) P(Li=1)=)_

106—3 106—3 106—3 (
i=1 i=1 i=1

! 1
—(10°=3). — =21
> (10° — 3) 564 ,188

Pre postupnost dlzky 1000000 je ocakdvany pocet vyskytov refazca FMFI priblizne
2,188

Priklad 8. Sofér musi prejst styri krizovatky. Na kazdej mu semafor povoli jazdu
bez zastavenia s pravdepodobnostou 0,5, nazévisle od predchadzajicich krizovatiek.
Nech nahodna premenna X predstabuje pocet krizovatiek, ktoré Sofér prejde pred
tym, ako bude musiet prvykréat zastat na c¢ervent (resp. sa rovna 4, ak nebude stat
ani raz).

(a) Né&jdite rozdelenie ndhodnej premennej X.
(b) Néjdite distribuéni funkciu ndhodnej premennej X a nakreslite jej graf.
Riesenie.
(a) Mozné hodnoty ndhodnej premennej X si {0, 1,2,3,4}. Ich pravdepodobnosti:
e X = (0 znamend, Ze Sofér zastavi hned na prvej krizovatke.

1
P(X = 0) = P(¢ervend na 1. krizovatke) = 5

e X = 1 znamenad, ze Sofér prejde prvi krizovatku na zeleni a potom
zastavi na druhej na cervenu. Z nezavislosti:

P(X = 1) = P(zelend na 1. krizovatke, ¢ervend na 2. krizovatke) =

N | —
N | —

e X = 2znamend, ze Sofér prejde prvu a druht krizovatku na zelent, potom
zastavi na tretej na cervenu. Z nezavislosti:

P(X =2) = P(zelend na 1. krizovatke, zelena na 2., ¢ervend na 3)
1111
2 2 2 8

=~ =



e X = 3 znamend, ze Sofér prejde prvi, druhi a tretiu krizovatku na zelent,
potom zastavi na Stvrtej na cervenu. Z nezavislosti:

P(X =3) = P(zelena na 1., zelend na 2., zelend na 3., ¢ervend na 4)
1 1 11 1

e X = 4 znamend, ze Sofér prejde vSetky styri krizovatky na zelenu. Z

nezavislosti:
P(X =4) = P(zelena na 1., zelend na 2., zelend na 3., zelena na 4)
11111
2222 16
Rozdelenie ndhodnej premennej X teda je:
|01 2 3 4
PX=2)]3 1 5 16 1

(b) Distribuéna funkcia je definovana ako F'(z) = P(X < x), a teda

e pre x <0 je

F(z)=0
e pre0<x<1je
ﬂ@zMX:m:%
eprel <z <2je
1 1 3
F<x):P<X:O)+P(X:1):§+Z:Z
e pre 2<1x <3 je
1 1 1 7
Fo)=PX=0)+PX=D)+PX=2)=-+-+-=—
2 4 8 8
e pre 3<x <4je
Flz) = P(X = 0)4P(X = 1)4+P(X = 2)+P(X = 3) = 2qiqip L D
2 4 8 16 16
e pre x >4 je

Flz)=P(X=0)4+PX=1)+P(X =2)+P(X =3)+P(X =4) =1
Celkovo:

~

pre z < 0,

pre 0< = < 1,
prel <z <2,
pre 2 <z < 3,
pre 3 <z <4,

— H|H w0~ W= O
ol

pre x > 4.

Ve

Graf tejto funkcie je zobrazeny na obrazku 2.
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Obr. 2: Distribu¢na funkcia ndhodnej premennej

Priklad 9. Podla statistik dopravného podniku sa v elektricke nachddza aspoii
jeden ¢ierny pasazier s pravdepodobnostou 0,1. To, ¢i sa v eletricke ¢ierny pasaZier
nachddza, je nezdvislé od ostatnych elektriciek. Zistite, najmenej kolko elektriciek
musi revizor skontrolovat, aby pravdepodobnost, Ze néjde aspon jedného ¢ierneho
pasaziera, bola aspon 0,9.

Riesenie. Pravdepodobnost, Ze v jednej elektricke nie je Ziadny Gierny pasazier, je
1 —0,1 = 0,9. Ak revizor skontroluje n elektriciek, pravdepodobnost, Ze nendjde
ani jedného ¢ierneho pasaziera, je (vdaka nezdvislosti) rovnd 0,9". To znamen4, Ze
pravdepodobnost, Ze najde aspoii jedného ¢ierneho pasaziera, je 1 — 0,9". Hladdme
najmensie n, pre ktoré je

1-0.9">0.9.
RieSime nerovnicu:
09" < 0.1
nIn(0.9) < In(0.1)
no> BOD o g

Revizor musi skontrolovat aspoi 22 elektriciek.

Priklad 10. Piati kamarati, studenti, sa chystaji na vylet. Aby dostali zlavu pri
navsteve hradu, potrebuji mat pri sebe preukaz studenti. Ten si kazdy z nich za-
budne s pravdepodobnostou 0,2, nezdvisle od ostatnych. Ozna¢me X ndhodnu pre-
mennt, ktord oznacuje, kolki si budi moct vd'aka preukazu studenta kiipit zlavnent
vstupenku.

(a) N4jdite pravdepodobnost, 7ze zlavnenu vstupenku si kipia vsetci.
(b) Né&jdite pravdepodobnost, Ze zlavnent vstupenku si kiipia najviac dvaja.

(c) Né&jdite stednt hodnotu poctu kipenych zlavnenych vstupeniek.

15



Riesenie. Pocet Studentov s preukazom je nahodnd premennd s binomickym roz-
delenim, kde pravdepodonost tspechu p je pravdepodobnost toho, Ze student bude
mat so sebou preukaz: X ~ Bin(n = 5,p = 0.8). Teda

P(X =k) = (2)0.8’“0.25’“, ke{0,1,2,3,4,5}.

(a) To, Ze zlavnent vstupenku si kiipia vSetci, znamend, ze X = 5. Pravdepodob-
nost tejto udalosti je

5
P(X =5) = <5) 0.8°0.2° =0,328

(b) To, ze zlavnent vstupenku si kiipia najviac dvaja, znamend, ze X < 2 Prav-
depodobnost tejto udalosti je

P(X <2) = P(X =0)+P(X =0)+P(X =0)

5 5 5
= (0) 0.8°0.2° + (1) 0.8'0.2* + (2> 0.820.2% =0,058.

(c) Stedni hodnotu poc¢tu kipenych zlavnenych vstupeniek je strednd hodnota
nahodnej premennej X. Strednd hodnota nahodnej premennej s binomickym
rozdelenim Bin(n,p) je n-p , ¢o je v nasom pripade 5- 0,8 = 4.

Priklad 11. Kniha bola vydand v naklade 100000 kusov. Pravdepodobnost, Ze
je kniha chybne zviazana, je 0,000 1. Kvalita vazby urcitej knihy je nezavisly od
kvality ostatnych. Pomocou aproximacie Poissonovym rozdelenim vypocitajte prav-
depodobnost, Ze v celom ndklade bude najviac 5 chybne zviazanych knih.

Riesenie. Presné rozdelenie poctu chybne zviazanych knih je binomické s paramet-
rami n = 100000, p = 0,000 1. Pretoze n je velké a p je malé, rozdelenie mozeme
aproximovat Poissonovym rozdelenim s parametrom A = n - p (stredné hodnota), v
nasom pripade A = 100000 - 0,000 1 = 10.

Pravdepodobnosti Poissonovho rozdelenia si P(X = k) = e‘“k—lf, a teda hladand
pravdepodobnost je

> 10
P(X<5) = Y e '—F
k=0 ’

10° 10! 102 103 10% 109
—-10 -
(W—FT—FT—F?—FZ—FF) _07066

= €

Pravdepodobnost, Ze v celom ndklade bude najviac 5 chybne zviazanych knih je
priblizne 0,066.

Priklad 12. V lotérii sa pred4 vela tiketov a pravdepodobnost, Ze vyhry prvej ceny

je velmi mald. V priemere 2 krat za rok niektory hrd¢ vyhrd prvi cenu. Ak4 je
pravdepodobnost, Ze pocas roka nebude ani jeden takyto vyherca?

16



Riesenie. Ide o zriedkavii udalost (vela pokusov, mald pravdepodobnost tispechu),
preto pocet vyhercov prvej ceny za rok modelujeme Poissonovym rozdelenim. Mame
zadanu stredni hodnotu.

Pravdepodobnosti Poissonovho rozdelenia si P(X = k) = e*“k—lf, pricom strednd
hodnota sa rovna A. V nasom pripade je A = 2 a zaujima nas P(X = 0):

_ 22

P(X = 0) -

=e 2=0,1353.

Pravdepodobnost, Ze pocas roka nebude ani jeden vyherca prvej ceny je priblizne
0,1353.

17



3 Spojité ndhodné premenné 1. (vSeobecné)

Priklad 1. Nech X je spojitd ndhodna premennd s hustotou

f(x):8—1x , x € (0,3),

a f(x) = 0 mimo tohto intervalu.

(
(

a) Néjdite pravdepodobnost, ze X < 2.

b) Nijdite pravdepodobnost, ze X < 2.

)
)
(c) Né&jdite pravdepodobnost, ze X € (0, 1).
(d) Né&jdite pravdepodobnost, ze X € [0, 1].
RieSenie.

(a) Pravdepodobnost najdeme pomocou integralu:

#4216
P(X < 2) - | = — il
/ flo)de = / o = {4}0 81 &L

(b) Vypocet vedie k tonu istému integralu ako v predchadzajicom bode:

P(X < 2) / f(z da:—/—q;da:_

! 1y 4 2471 4 1 1
( )= [ e = [t 81{ } !

(d) Vypocet vedie k tonu istému integralu ako v predchadzajicom bode:

PO<X<1)= /f d:c—/—:cda:—

Priklad 2. Nech Y je nahodnd premenna, ktorej distribu¢na funkcia je na intervale
(—1,1) dané predpisom

=

r < —1,

| =

Flx)=¢-(z+1)} —-l1<z<1,

x> 1.

=

Vypocitajte pravdepodobnosti:
(a) P(Y <0),

18



(b)
()
()
(e)
(f)
)

(g
RieSenie.

(a) Podla definicie plati F(a) = P(Y < a), teda

(b) Analogicky:
P(Y <2)=F(2) =1

(c) Udalost Y > 0 je komplementom k udalosti: Y < 0, preto

MY>®=1—MY§®=1—H®=1—%=%

(d) KedZze méme spojiti ndhodnii premennt, pravdepodobnost, ze nadobudne
jednu konkétnu hodnotu, je nulova. Preto

P(Y>0)=PY >0)+P(Y =0) =P >0).
¢o sme vypocitali v predchéddzajicom bode, a teda

Myzm:g

(e)
IP’(Y<%):IP’(Y§%):F<%):%.

(f) Z definicie distribu¢nej funkcie F'(a) = P(Y < a) sme na prednéske odvodili,
ze

F(b) = F(a) =P(Y <b)—P(Y <a)=Pla <Y <b) =P(Y € (a,]),
T | 1N 9 1 1
P(YG(—§,§})_F<§>—F(—§)_1—6—E_§.
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(g) Kedze mame spojitti ndhodnii premenni, pravdepodobnost, Ze nadobudne
jednu konkétnu hodnotu, je nulové. Preto pravvdepodobnost, Ze nadobudne
hodnotu z intervalov (a, b), [a, ], (a, b], [a, b) je rovnaké a rovnd sa F'(b) — F(a).

Teda 1 1 9 1 1

Priklad 3. Cas (v hodindch) potrebny na doruéenie balfka v meste z4visi od doprav-
nej situacie a od miesta na trase kuriéra, ktory baliky dorucuje. Nech X je ndhodné
premennd oznacujuca c¢as dorucenia balika od okamihu jeho prevzatia kuriérom. Jej
distribu¢na funkcia je dana predpisom:

0, r <1,
—1)?
(z—-1)° l<z<2,
F(r) =
1 (5 —=)° 2<x<h
— T
12 ) )
\1, x> 5.

(a) Vypocitajte pravdepodobnost, Ze dorucenie potrva najviac 2 hodiny.
(b) Vypocitajte pravdepodobnost, ze dorucenie potrvé viac ako 3 hodiny.

(c) Vypocitajte pravdepodobnost, ze ¢as dorucenia bude trvat viac ako 90 mintit,
ale menej ako 4 hodiny.

(d) Odvodte hustotu ndhodnej premennej X.

(e) Vypocitajte strednti hodnotu E(X).

Riesenie. Prvé tri zadania riesime ako v predchadzajicom priklade:

(a)

(b)
G-32 4 2

P(X >3)=1-F@3), F@)=1--—7 5= 3

(c) 90 minit je 1,5 hodiny a vieme, ze pracdepodobnost nadobudnutia hodnot
medzi a a b je vzdy F(b) — F(a) bez ohladu na to, ¢i sa zahfnaji aj krajné
body. Preto:

11 1 41
P(15< X <4)=F(4) — Fx(1,5) = T

Pokracujeme d'alej:
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(c¢) Hustota ndhodnej premennej f(z) je derivaciou distribu¢nej funkcie:

-1
:Jc2 pre 1 <z <2
flx) =F'(z) = _5gx pre 2 < x < 5,
0 inak.

Na obr 3 je zobrazeny graf distribu¢nej funkcie a hustoty

(d) Stredna hodnota E(X) spojitej ndhodnej premennej sa pocita ako E(X) =
[ af(z)dz. V nasom pripade:

[e%¢) 2 -1 5 o
E(X) = / xf(z:)dx/ xx2 dx+/ x5 6xdx
1 2

—00

2 2217 522 2]
SR [ I
[ 6 4 } 1 [ 12 18} 9
B 8 4 1 1 + 125 125 20 8\ 8
- \6 4 6 4 12 18 12 18) 3
Stredna hodnota casu dorucenia je g hodiny, teda 2 hodiny 40 minut

Priklad 4. Vypocitajte strednti hodnotu ndhodnej premennej X z prikladu 1.

Riesenie. V tomto priklade sme mali zadanti hustotu
4 3
fz) = =2, x € (0,3),

a f(z) = 0 mimo tohto intervalu. Takze ju len dosadime do vztahu E(X) =
ffooo xf(x)dz. Dostaneme:

> ! 4 [257% 4.35 12
E(X):/ xf(:zc)dx:/ P P [%} S
. ; 5.

Priklad 5. Vypocitajte stredni hodnotu ndhodnej premennej Y z prikladu 2.

RiesSenie. V tomto priklade sme mali zadanu distribu¢ni funkciu

o

r < —1,

| =

Flx)=¢-(z+1)} —-1<z<1,

z > 1.

=

Z nej najskor vypocitame hustotu a ti potom dosadime do vztahu E(Y') = ffooo xf(z)d.
Hustota je derivaciou distribuénej funkcie:

|
S(r41), -1 |
f@) = Fla) =3 H 1 et

0, inak.
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Distribuéna funkcia F'(z)

ol
—_
DO
w
H~
ot
o

Hustota f(x)
0.6 i i

ok
—_
[\
w
W
ot
o b

Obr. 3: Distribu¢nd funkcia a hustota

Stredna hodnota potom je

EY) = /_Oo$f($)d:1::/_llxx;1dx:%/_j(:f—i—@d:ﬂ

_1x3+x21_1 AR AR IR AV
o203 2], 2|\3 2 3 2)] 3

Priklad 6. Vypocitajte disperziu ndhodnej premennej Y z predchadzajiceho prikladu.

RieSenie. Disperzia je
D(Y) = E(Y?) - (E(Y))?,

pricom sme v predchddzajicom priklade vypocitali E(Y) = % Zostava vypocitat
E(Y?), pricom vyuZijeme hustotu odvodenti v predchadzajicom priklade.
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Vo vieobecnosti je E(Y?) = [*°_2? f(z)dz. V nasom pripade je to

[e%s} 1 1
) = [ o= [ xﬂ*ldz:l[fﬁ—g}
= ] y

2 204 " 3
L[y 1oy
- 21\4 3 4 3)] 3
Disperzia teda je
1 /1\° 2
DY) =E(Y?) —(EY))?==-(=) ==
() =) - @2 =3 - () =5

Priklad 7. Vypocitajte stredni hodnotu a disperziu nahodnej premennej X s hus-
totou

2
—lz| pre —1<ax <2
flay= {5V
0 inak,
ktorda je znazornenda na obrazku 4.
1 .
0.8 |
067
=
=04
0.2 1
0 =—— : : ; ; ; _—
-2 —-15-1-05 0 05 1 15 2 25 3

T

Obr. 4: Graf hustoty ndhodnej premennej X

RieSenie. Stredna hodnota je

oo 9 [2 9 [0 9 2
E(X):/ xf(:c)da::—/ x\x|dx:—/ x-(—x)dx—i——/ x-xdr,
—00 b} -1 5 1 i) 0

kde sme vyuzili, Ze |z| = —x pre x < 0 a |z| = x pre > 0. Vypocitame jednotlivé

integraly:
0 0 370
x 1
x-(—x)dr = —/ xzdx:—{—} =——
/—1 ) —1 3 1 3



2 [ 2 [? 2 1 2 8 14
E(X)=Z= A(=x)d z crdr=2.[-= 2.2 -2
()5/1$(x)x+5/oxxx5<3)+53 15

K vypoctu disperzie budeme potrebovat E(X?):

oo 2 2 2 0 2 2
B = [ @i [ Pelae=2 [ @ codes [t aa

[e’) 1 —1

2 [0 9 2 2 [z41Y 27241 2 32 17
= ——/ x3dx+—/ de =2 T + - L =—+ —=—.

5/, 5 5l4], 514], 2020 10

Disperzia potom je

D(X) = E(X*) - BC0F = 1 - (32) = oo

Priklad 8. Hrana kocky ma ndhodnu dizku X centimerov, pricom hustota ndhodne;j
premennej X je

) = %x v e (0,2),

a f(z) = 0 mimo tohto intervalu. Kocky st vyrobené z hlinika, ktorého hustota je
2,7 g/cm®. Néjdite

(a) strednt hodnotu a disperziu povrchu kocky,
(b) stredni hodnotu a disperziu objemu kocky,

(c) stredni hodnotu hmotnosti balenia, ktoré pozostava z papierového vrecka s
hmotnostou 0,05 a piatich kociek,.

RieSenie. Strednd hodnota ndhodnej premennej g(X), ak X ma hustotu f je
E(g(X)) = [~ g(z) f(z) dz. Napriklad sme pocitali E(X?) = [*°_2?f(z) dz. Ana-
logicky sa da vypocitat napr. E(X?), E(VX), E(e¥), atd.

(a) Povrch kocky s hranou X je S = 6X2.
E(S) = E(6X?) = 6E(X?).

Vypocitame E[X?]:

Teda

Disperzia je
D(S) = D(6X?) = 36D(X?) = 36(E(X") — (E(X?))?).
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Potrebujeme E(X*):

Teda

Vypocet pre objem je velmi podobny: Objem kocky je V = X3 a stredna
hodnota tohto objemu

Disperzia je
Spocitame E(X6):

2 1 1 [? 1 [a® 1 256
E(XG)Z/ atﬁ-—xdx:—/ [E7d£B=—|:—:| =—-—.— =16.
0 2 2 Jo 28 2 8

Teda
16" 144

o) 1o (1) - 14

Objemy piatich kociek su Vi, ..., V5 a celkovy objem hlinika, z ktorého st vyro-
bené, je Vi +- - -+ V5 centimetrov kubickych. Jeden centimeter kubicky hlinika
vazi podla zadania 2,7 gramov. Hmotnost vSetkych piatich kociek potom je
2,7(Vy + -+ V3) gramov a spolu s vreckom je hmotnost balenia

Y =0,054+2,7(Vi +---+ V5).
Stredna hodnota tejto hmotnosti je

EY) = E0,05+27Vi+---+V;)) =0,05+2,7E(V;)+---+E(V;5))
16
= 0,06+2,7-5- T = 43,25.

Stredna hodnota hmotnosti balienia je 43,25 gramov.

Priklad 9. Uvazujme hustotu ndhodnej premennej X z predchadzajiceho prikladu:

f(z) ==z, x € (0,2),

a f(z) = 0 mimo tohto intervalu. Odvod te postup, ako generovat realizdcie ndhodne;
premennej s tymto rozdelenim, ak méame k dispozicii generdator nahodnych ¢isel z
rovnomerného rozdelenia na intervale (0, 1)
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RiesSenie. Univerzalny postup je taky, ze generujeme realizacie nahodnej premennej
U s rovnomernym rozdelenim na (0,1) a dosadzujeme ich do inverznej funkcie k
distribu¢nej funkcii nésho rozdelenia. Teda nase hodnoty X budi X = F~1(U). To
znamend, ze vyhovuju rovnosti U = F(X), z ktorej pre dané U vyjadrime X.

V nasom pripade mame zadanu hustotu (nie distribu¢ni funkciu), preto prvym
krokom bude ndjdenie distribu¢nej funkcie F'. Vo vSeobecnosti je F'(z) = ffoo f(t)dt,
takze pre nasu hustotu f dostaneme:

e prex <0: F(x)=0

e pre z € (0,2); )
F(x):/ogc%tdt:%{g} :%2

e prex>2: F(z)=1

Po vygenerovan{ U z rovnomerného rozdelenia na (0, 1) hladdme také X € (0,2), ze
F(X) =U. To znamena, ze:

X2
T =Y
X? = 4U.

Tomuto vyhovuji dve hodnoty: £v/4U, nasa vsak md byt kladnd, takze zoberieme
X =V4U = 2VU.

Generovanie teda prebieha tak, ze vygenerujeme hodnotu U z rovnomerného
rozdelenia na intervale (0,1) a potom zoberieme 2v/U.

import numpy as np

np.random.seed(42) # kvoli reprodukovatelnosti
n = 10%%*6 # pocet simulacii

U = np.random.uniform(@, 1, n) # uniform

X = 2*np.sqrt(U) # hrana kocky

Obr. 5: Generovanie nahodnych ¢isel.

Pozniamka. Pomocou tohto generdtora si mozeme jednoducho skontrolovat vypoécty
strednej hodnoty a disperziu povrchu a objemu kocky z predchadzajiceho prikladu.
Vygenerujeme hrany kocky prave odvodenym postupom, vypocitame prislusné po-
vrchy a objemy a zo ziskanych hodnot odhadneme stredni hodnotu (priemerom)
a disperziu (vyberovou disperziou). Vysledky st na obrazku 6, vidime, Ze si velmi
blizke vypocitanym hodnotam.
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# povrch kocky

S = B¥*X*¥*2

priemer S = np.mean(S)

disperzia S = np.var(S, ddof=1)

print("Povrch kocky™)

print(f"0dhad strednej hodnoty: {priemer S:.4f}")
print(f"0dhad disperzie: {disperzia S:.4f}")

# objem kocky

V = X*¥#¥3

priemer V = np.mean(V)

disperzia V = np.var(V, ddof=1)

print("\nObjem kocky™)

print(f"0dhad strednej hodnoty: {priemer V:.4f}")
print(f"0dhad disperzie: {disperzia V:.4f}")

Povrch kocky
Odhad strednej hodnoty: 12.0080
Odhad disperzie: 47.9721

Objem kocky
Odhad strednej hodnoty: 3.2025
Odhad disperzie: 5.7596

Obr. 6: Odhad strednej hodnoty a disperzie.

Priklad 10. Odvod'te hustotu ndhodnej premennej vyjadrujicej povrch kocky, ak
je jej hrana ndhodné s hustotou danou v predchadzajicich dvoch prikladoch.

Riesenie. Mame hustotu nahodnej premennej X v tvare

f(z) = %x pre z € (0,2),

a f(z) = 0 mimo tohto intervalu. Zaujima nés hustota ndhodnej premennej S =
6X?2. Této ndhodnd premenna moze nadobidat iba hodnoty z intervalu (0,6 - 2%),
teda (0,24). Mimo tohto intervalu je teda hustota fg(x) nulova. Na intervale (0, 24)
najskor najdeme distribuc¢nu funkciu, jej zderivovanim dostaneme hustotu.

Oznac¢me f hustotu a F' distribu¢nu funkciu ndhodnej premennej X; fg hustotu
a Fg distribuéni funkciu ndhodnej premennej S. Potom pre x € (0,24):

Fs(a;):P(ng)zp(eSX?gx):P(ﬁgg)@P(Xg\/%) @F( %)

kde rovnost (1) vyplyva z toho, Ze o ndhodnej premennej X vieme, ze nadobtida iba
kladné hodnoty a rovnost (2) vyplyva z definicie distribu¢nej funkcie. Derivujeme
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ako zlozenu funkciu:
/
— Fl(g) = F ry. x
st =r@ =7 (\2) ()

o F’ (\/%) =f (\/%), lebo derivacia distribuc¢nej funkcie je hustota

e (VD) = (%) =sin

Teda .
fs() = (\@ e

kde napokon dosadime hustotu f ndhodnej premennej X (vSimnime si, ze vdaka
tomu, ze 2 € (0,24), argument /% je z intervalu (0,2), na ktorom je f(z) = 3x):

2
1 /= 1 1
fs(x)zﬁ\/g%/aﬁ:ﬂ pre x € (0,24).

Mimo tohto intervalu je hustota nulova.

Jednotlivé ¢leny su:

Poznamka. Na obrazku 7 zobrazime na kontrolu histogram vygenerovanych hodnot
povrchu, vidime, ze zodpoveda vypocitanej hustote.

import matplotlib.pyplot as plt

plt.figure(figsize=(5, 3))

plt.hist(S, bins=20, density=True,color="blue', edgecolor="black")
plt.title( 'Histogram povrchu kocky")

plt.show()

Histogram povrchu kocky

0.04 -

0.03 4

0.02 ~

0.01 A

0.00 -
0 5 10 15 20 25

Obr. 7: Histogram hodnot povrchu kocky - na porovnanie s vypocitanou hustotou.
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Priklad 11. Odvod'te hustotu ndhodnej premennej vyjadrujicej objem kocky, ak
je jej hrana ndhodné s hustotou danou v predchadzajucich prikladoch.

Riesenie. Mame hustotu nahodnej premennej X v tvare

fla)= 3o prex e (0,2)

a f(x) = 0 mimo tohto intervalu. Zaujima nés hustota ndhodnej premennej V' =
X3. Tato ndhodnd premennd moze nadobudat iba hodnoty z intervalu (0,8). Mimo
tohto intervalu je teda hustota fg(z) nulova. Na intervale (0,8) najskor najdeme
distribu¢nu funkciu, jej zderivovanim dostaneme hustotu.

Oznac¢me f hustotu a F' distribuénu funkciu nahodnej premennej X; fy hustotu
a Fy distribu¢ni funkciu ndhodnej premennej V. Potom pre x € (0, 8):

1

o) = )= 2= (x 21) 2 (),

kde rovnost (1) vyplyva z definicie distribu¢nej funkcie. Derivujeme ako zlozent

funkciu: |
fo(@) = Fw) = F' (a3) - («})

Jednotlivé cleny su:

o F’ (:c%> =f (33%)7 lebo derivacia distribu¢nej funkcie je hustota

Teda

oty = 1 (w4) - 5,

kde napokon dosadime hustotu f ndhodnej premennej X (vSimnime si, ze vdaka
tomu, ze x € (0,8), argument 23 je 7 intervalu (0,2), na ktorom je f(z) = %x)

T

X

Wl
win
I
S| =
Wl

fs(x) ==z pre z € (0,8).

DN | —
W =

Mimo tohto intervalu je hustota nulova.

Poznamka. Na obrazku 8 zobrazime na kontrolu histogram vygenerovanych hodnot
objemu, do ktorého pridame vypocitani hustotu - vidime, ze si podobné.

Priklad 12. Odvodte postup generovania ndhodnych ¢isel z rozdelenia daného hus-
totou

322, pre x € (0,1),
flay = 20 pre e O
0, inak.

ak mame k dispozicii generator ndhodnych ¢isel z rovnomerného rozdelenia na in-
tervale (0, 1).
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import matplotlib.pyplot as plt

plt.figure(figsize=(5, 3))
plt.hist(Vv, bins=28, density=True, color="blue', edgecolor="black")
plt.title( 'Histogram objemu kocky')

x = np.linspace(8.001, 8, 1000)

density = (1/6) * x**(-1/3)

plt.plot(x, density, linewidth=2, color="red")
plt.ylim([e, ©.5])

plt.show()

Histogram objemu kocky

0.5

0.4 1

0.3 -

0.2

0.1 A

0.0 -
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Obr. 8: Histogram hodnot objemu kocky a porovnanie s vypocitanou hustotou
(Cervend ciara).

Riesenie. Pripomenme si univerzalny postup: generujeme realizacie nahodnej pre-
mennej U s rovnomernym rozdelenim na (0,1) a dosadzujeme ich do inverznej
funkcie k distribu¢nej funkcii nasho rozdelenia. Teda nase hodnoty X budu X =
F~Y(U). To znamené, ze vyhovuji rovnosti U = F(X), z ktorej pre dané U vy-
jadrime X.

V nasom pripade mame zadanu hustotu (nie distribuénu funkciu), preto prvym
krokom bude néjdenie distribuénej funkcie F. Vo vieobecnosti je F(x) = [*_ f(t)dt,
takze pre nasu hustotu f dostaneme:

e prex <0: F(z)=0

e pre z € (0,1);

x t3 T
F(a:):/ 3t2dt:3{—1 =’
0 3

0
eprex>1: F(z)=1
Po vygenerovan{ U z rovnomerného rozdelenia na (0, 1) hladdme také X € (0,1), ze
F(X) =U. To znamend, ze:
X3 = U,
X = Us.

ol
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Generovanie teda prebieha tak, ze vygenerujeme hodnotu U z rovnomerného
. . . 1
rozdelenia na intervale (0,1) a potom zoberieme U's.

Priklad 13. Odvod'te postup generovania ndhodnych ¢isel z rozdelenia daného dis-
tribuc¢nou funkciou

0 pre z < 0,
F(zx) =

_(£)4
1—e\2 pre x > 0.
ak mame k dispozicii generator nahodnych ¢isel z rovnomerného rozdelenia na in-

tervale (0,1).

RiesSenie. Tentokrat méame zadanu priamo distribu¢ni funkciu. Teda po vygenero-
van{ U z rovnomerného rozdelenia na (0, 1) hladdme také X > 0, ze F(X) = U. To
znamena, ze:

1— 67(%) = U,
e_(%)4 = 1-U,
- <§)4 — In(1-U),
7t = —2'In(1-0).

Kedze hladdme X > 0, vyhovuje len X = 2 (—In(1 — U))7.
Generovanie teda prebieha tak, ze vygenerujeme hodnotu U z rovnomerného
rozdelenia na intervale (0,1) a potom zoberieme X = 2 (—1In(1 — U))Y/4.
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4

Spojité ndhodné premenné II. (konkrétne roz-
delenia: rovnomerné, exponencialne)

Priklad 1. Budovy v meste maju Stvorcovy podorys, pricom strana Stvorca ma
rovnomerné rozdelenie na intervale (6, 15).

(a)
(b)

Vypocitajte strednti hodnotu plochy budovy.

N4jdite hustotu plochy plochy budovy.

RieSenie. Strana Stvorca X mé rovnomerného rozdelenie na intervale (6,15), teda
jej hustota je

(a)

1
_ )5 preze (6,15),
/(@) {o inak.

Plocha budovy je X2, teda jej strednd hodnota je

=117.

3

1 1[2%]" 3159
o 27

E(X?) = /OO 22 f(x)dr = /15 x2§dx =5
—0o0 6

Iny postup: Strednd hodnota ndhodnej premennej s rovnomernym rozde-

lenim na intervale je stred toho intervalu, teda E(X) = % Vo vzorcovniku

najdeme vztah pre disperziu tohto rozdelenia: D(X) = 15-6° _ 8 _ %.

iz T o1z
Teraz zo vzorca pre disperziu D(X) = E(X?) — (E(X))? vyjadrime hladani
hodnotu:

E(X?) =D(X) + (E(X))* = 2{ + (%) = {? =117

Plocha nadobida hodnoty z intervalu (36, 225), teda mimo tohto intervalu je
jej hustota nulova. Na intervale (36,225) ndjdeme distribuéni funkciu a jej
derivovanim hustotu.

Oznacme F' distribuénu funkciu strany Stvorca X a f jej hustotu. Plochu
oznac¢ime Y, jej distribuéni funkciu Fy a hustotu fy. Pre x € (36,225) je:

Fy(x) = B(Y < z) = B(X? < 2) L P(X < &) 2 F(Va).
Derivujeme:

1 1 1
2v/r  9-2/r 18z

(@) = Fy(2) 2 P (v (ve) 2 F(va)

Vysvetlenie krokov:

(1) Vyuzili sme, ze X aj z st kladné, vtedy X? <z < X <. /z

(2) Definicia distribucénej funkcie.
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(3) Vysledny vyraz z predchadzajiceho riadku derivujeme ako zlozeni fun-
kciu.

(4) Derivécia distribu¢nej funkcie F' je hustota f.

Teda hustota plochy domu je

1
—— pre x € (36,225),
frie) = { 87
0 inak.

Vsimnime si, Ze pomocou hustoty fy by sme integrovanim mohli néjst stredni
hodnotu E(Y') pozadovani v predchadzajicom bode zadania. V pripade, ze
méame vypocitat len strednii hodnotu vsak mame aj kratsie postupy, ktoré sme
videli v rieSeni casti (a).

Priklad 2. Vyska skody ma rovnomerné rozdelenie na intervale (0, 10). Poistenie mé
spolticast 2, ¢o znamend, Ze ak Skoda tiito hodnotu nedosiahne, poistoviia nevyplati
ni¢ a ak je skoda vyssia, poistoviia vyplati vysku skody zniZeni o 2. Ak4 je strednd
hodnoty platby, ktori poistoviia vyplati?

Riesenie. Nech X je vyska skody, potom vyplata poistovne Y je pomocou X vy-
jadrena nasledovne:

X -2, pre X € (2,10)

Y= g(X) - {0 inak

X 3 x .

Strednd hodnota platby poistovne Y je
[e's) (1) 10 1
BY) = [ g)f@de D [ gte)od
—0o0 0

kde sme v kroku (1) dosadili hustotu f. Teraz rozdelime integral podla definicie
funkcie g:

2 1 10 1 1 10
E(Y) = 0-—d —9) e —dr = — —2)d
() /0 10x+/2(x)10x102(x>x
1 [x2 10 39
S :3—:3,2.
10 | 2 , 10

Strednd hodnota platby poistovne je 3,2.

Priklad 3. Uvazujme situdciu z predchddzajiceho prikladu. Ako m4 poistoviia
nastavit spoluticast, aby strednd hodnoty platby, ktori vyplati, bola 37
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Riesenie. Budeme postupovat tplne analogicky ako v predchddzajticom priklade,
len vyska spoluticasti bude parameter a € (0,10). Vyslednd strednd hodnota vypla-
tenej sumy bude zavisiet od a, a nakoniec zistime, pri akej hodnote tohto parametra
to bude pozadovand hodnota 3.

Nech X je vyska skody, potom vyplata poistovne Y je pomocou X vyjadrens
nasledovne:
X —a, pre X € (a,10)

Y =9(X) = {o inak

v O

Stredné hodnota platby poistovne Y je

BY) = [ o) @) D [ gto)gg da

kde sme v kroku (1) dosadili hustotu f. Teraz rozdelime integrdl podla definicie
funkcie g:

a 1 10 1 1 10
EY) = /00~1—0dx—|—/a (x—a)-dezl—o i (x —a)dz

1 [22 10 1 a? a?
= —|:——Cw}:|a —1—0(50—10a+§) —5—CL+2—0.

Strednd hodnota platby poistovne je 5 — a + %. Riesime teda rovnicu

2
a

5— — =0

a+20 ,
2
a
> 2 =
20 a—+ 0,

a®>—20a+40 = 0.

Tato kvadraticka rovnica méa dva korene:

20+ v24 20£v16-1 20 £ 41
O2 O:O 26 5:02 5:10:|:2\/B

Q192 =

Naga hladand hodnota spoluticasti vsak musi byt mensia ako 10, takze poistoviia ju
musi{ nastavit na hodnotu

a=10—2v15=2254.

Priklad 4. Nech polomer gulocky v centrimetroch ma rovnomerné rozdelenie na
intervale (1,2). Odvod'te distribu¢nu funkciu jej objemu. (Objem gule s polomerom
RijeV = %ﬂ'R?’.)
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RieSenie. Polomer R mé rovnomerné rozdelenie na intervale (1,2), nech V = 3w R?
je jej objem. Objem nadobudne hodnoty z intervalu ( -8, 32 37 - 8), teda pre x < %7?
je Fy(z) =0 apre z > 27 je Fy(x) = 1.

PIGIE(WQT()JG

4 43

3390

kde Fg je distribucna funkcia R. VSimnime si, ze argument ¢/ 4% je presne z intervalu

(1,2), teda z oboru hodnét R.
O néhodnej premennej R vieme, ze ma rovnomerné rozdelenie na na intervale
(1,2), a teda mé hustotu
fR(m)zl l<x <2

Néjdeme jej distribuénu funkciu Fr(x f fr(t)dt pre z € (1,2):

:/_;fR(t)dt:/lxldt:x—l.

Teda na sledovanom intervale je

3x 3x
Fv(x):FR<3 E) = \S/E—l

a celkovo
0 pre x < 4?”,
Fy(r) =4 ¢/32 -1 pre ¥ <o < 2T,
1 pre x Z 327”

Priklad 5. Predpokladajme, Ze pocet bodov z pisomky je ndhodna premennéd s rov-
nomernym rozdelenim na intervale! (0, 20). Pisomku pisalo n studentov, ich vysledky
moZzeme povazovat za nezavislé. Odvod'te hustou:

(a) minimélneho poc¢tu bodov z pisomky,

(b) maximélneho po¢tu bodov z pisomky.

Riesenie. Nech X prei =1,2,...,n je X; (0,20). To znamend, ze P(X; < a) = 5

(a) Nech Y = min(Xj,...,X,). Hodnoty, ktoré méze nadobudnut, st z intervalu
(0,20). Distribu¢na funkcia tohto minima je pre y € (0,20) rovna:
B () @
Flyy = PY <y =1-PY >y =1-PXy>vy,....,.X,, >9)
(

D pX, > y). . P(X, > )@1—<1—%)”.

=

Vysvetlenia vyznacenych tprav:

1To znamend, Ze je mozné ziskat Tubovolny, aj neceloéiselny pocet bodov.
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(1) Pravdepodobnost komplementu.

(2) Nerovnost Y > y znamend, Ze minimum je vicsie ako y. To je ekviva-
lentné s tym, ze vsetky hodnoty si vicsie ako y, teda X7 >y, ..., X,, > y.

(3) X; st zo zadania nezavislé, takze P(X; > y,..., X, > y) = P(X; >
y)...P(X, >vy)

(4) Ako sme uviedli na zaciatku, P(X; < y) = 45. Tu potrebujeme komple-
ment.

Hustotu teraz ziskame derivovanim tejto distribucnej funkcie. Pre y € (0, 20)
je
n—1 1
= F = (1 — i) _
fr(y) = Fy(y) =n 50, 70
a celkovo .
{%(1—;—0) pre y € (0,20),

2
0 inak.

- Tyovoy n)- 5 ¢ 0 N i
(b) Nech Z = max(X X,.). Hodnoty, ktoré mdze nadobudniit, st z intervalu
(0,20). Distribu¢na funkcia tohto maxima je pre z € (0,20) rovna:

Fz(z2) = P(Z<z2)=PX;<2,...,X,<2)

@ Px, <) PX, <)Y (%) (1)
Vysvetlenia vyznacenych tprav:

(1) Nerovnost Z < z znamend, Ze maximum je mensie alebo rovné z. To
je ekvivalentné s tym, ze vSetky hodnoty si mensie alebo rovné z, teda
X1 <y,...,. X, <w.

(2) X; st zo zadania nezavislé, takze P(X; < y,..., X, < y) = P(X; <
y)...P(X, <)

(3) Ako sme uviedli na zaciatku, P(X; < z) = .

Hustotu teraz ziskame derivovanim tejto distribucnej funkcie. Pre z € (0, 20)

e

f22) = Fye) =n()" o

a celkovo )
3% (%) pre z € (0,20),
0 inak.

fz(z) =

Priklad 6. N§jdite stredni hodnotu maximélneho poc¢tu bodov z pisomky z predchadzajiceho
prikladu. Comu sa rovna limita, ked poéet studentov rastie do nekonecéna?
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RiesSenie. Pocitame integral:

> 0 o z\nl n n

. on {z”“ ro n  207t! 20n

v = . = ) 2
20m [n+1], 200 n+1 n+1 2)

Ak n — oo, tak 25 — 1, a teda

20n
lim E(Z) = lim = 20.
To mé prirodzent interpretdciu - ak pisomku pise vela studentov a vysledky maji
rovnomerné rozdelenie, ocakdvand hodnota najlepsej pisomky sa priblizuje k ma-
ximalnemu moznému poctu bodov.

Priklad 7. Nech T je ¢as medzi prichodmi zakaznikov do predajne v mintutach.
Predpokladajme, ze ma exponencidlne rozdelenie so strednou hodnotou 5 mintt.
Prave prisiel zakaznik.

(a) Aké je pravdepodobnost, Ze dalsi zdkaznik pride az po viac ako 10 minitach?
(b) Aky je cas, do ktorého pride d'alsi zdkaznik s pravdepodobnostou 90 percent?

(c) Preslo 8 dalsich minut a zdkaznik este neprisiel. Akd je pravdepodobnost, Ze
naitho budeme ¢akat viac ako 10 d'alsich miniit?

Riesenie. Hustota exponencidlneho rozdelenia je fr(t) = Ae ™ pre t > 0 a jeho
strednd hodnota je % Teda v nasom pripade je A = 1 = 0,2. Aby sme nemuseli
integrovat hustotu v kazdej otdzke, spravime to na zaciatku vieobecne a odvodime
si distribu¢éna funkciu. Pre ¢t > 0 je

ot

t t Azt
F(t) =P(T < t) :/ f(2)dw :/ Ae Ndy = ) {e A] =1,
—c0 0 - 0
V nasom pripade teda
Ft)=1—¢%" pret > 0.
(a) To, ze d alsi zdkaznik pride az po viac ako 10 mintitach, znamen4, Ze ¢as ¢akania
je vacsi ako 10:
P(T>10)=1-P(T<10)=1— F(10) = e " =¢2=0,135
Pravdepodobnost, Ze dalsi zdkaznik pride aZ po viac ako 10 minttach, je 0,135.

(b) Hladdme t také, ze Fr(t) = 0,9:

1—e ™ = 09
e = 0,1
In(0,1)

t o= — = 11,51
0,2 ’

S 90-percentnou pravdepodobnostou pride d'alsi zdkaznik do 11,51 mintt.
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(c) Preslo 8 d'alsich mintt a zdkaznik eSte neprisiel, teda T' > 8 To, ze nantho bu-
deme cakat viac ako 10 d'alsich minit, znamend, Ze medzi prichodmi zdkaznikov
bude viac ako 18 mintit, teda 7" > 18. Hladdme teda podmienenti pravdepo-
dobnost toho, ze T > 18, ak vieme, Ze T > 8:

y P(T'>18, T >8) @@ P(T'>18) (3 1 —P(T < 18)
P(T>18|T = = =
(T>18]T>8) P(T > 8) P(T>8) 1-P(T<3)

1~ F(3) 0—0,28

—

—~

Vysvetlenia:

(1) definicia podmienenej pravdepodobnosti

(2) to, ze stcasne plati T > 18 aj T" > 8 sa déd zjednodusit na splnenie
podmienky 7" > 18

(3) komplementy
(4) definicia distribuénej funkcie
(5) dosadenie nagej distribuénej funkcie

Pravdepodobnost, Ze budeme ¢akat viac ako 10 d’alsich minut, je 0,135.

Poznamka. Vsimnime si, ze v ¢asti (c¢) vysla rovnaka hodnota pravdepodobnosti
ako v casti (a). Ide o charakteristicki vlastnost exponencidlneho rozdelenia: ak cas
¢akania modelujeme tymto rozdelenim, tak to, kolko sme ¢akali doteraz, nemé vplyv
na pravdepodobnosti ¢akania v budicnosti. Tejto vlastnosti sa hovori ,rozdelenie
bez pamite*.

Priklad 8. Predokladajme, pristroj obsahuje n ¢asti, zZivotnost kazdej z nich ma
exponencidlne rozdelenie s rovnakou strednou hodnodou A a tieto zivotnosti su
nezavislé. Pristroj sme ho prave zlozili z novych funkénych casti. Najdite hustotu
doby fungovania pristroja v nasledujicich dvoch pripadoch:

(a) Pristroj prestane fungovat, ak prestane fungovat niektord jeho cast (teda na
jeho fungovanie si potrebné vsetky casti).

(b) Pristroj funguje, ak funguje aspon jedna jeho cast.

Riesenie. Oznacme X1, ..., X, zivotnosti casti pristroja. V predchadzajicom priklade
sme odvodili distribuént funkciu - pre x > 0 plati P(X; < z) =1 — e,
V prvom uvazovanom pripade je zivotnost pristroja rovnd Y = min(Xy, ..., X,,),

v druhom pripade Z = max(Xy, ..., X,). Mdme teda ndjst hustoty tychto dvoch
ndhodnych premennych. Oplati sa porovnat postup rieSenia s prikladom 5, kde
sme pocitali rozdelenia minima a maxima z ndhodnych premennych s rovnomernym
rozdelenim.
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(a) Mame Y = min(Xy,...,X,). Hodnoty, ktoré moze nadobudnut, st kladné
¢isla. Distribuénd funkcia tohto minima je pre y > 0 rovna:

1 2
Fr(y) = PY <y Z1-PY >y Z1-PX,>y....X, >y)

1-P(X; >y)...P(X, >v) Wy (e_’\y)n =1—e v

—
w
=

Vysvetlenia vyznacenych uprav:

(1) Pravdepodobnost komplementu.

(2) Nerovnost Y > y znamend, zZe minimum je vicsie ako y. To je ekviva-
lentné s tym, ze vsetky hodnoty su vicsie ako y, teda X7 > vy, ..., X,, > y.

(3) X; si zo zadania nezavislé, takze P(X; > y,..., X, > y) = P(X; >
y)...P(X, >v)

(4) Vieme, ze P(X; < y) = F(y) = 1 — e~. Tu potrebujeme komplement.

Hustotu teraz ziskame derivovanim tejto distribu¢nej funkcie. Pre y > 0 je

fr(y) = Fy(y) =nxe ™

a celkovo

nAe ™ prey >0,
fry) = .
0 inak.

Vsimnime si, ze nam vysla hustota exponencialneho rozdelenia s parametrom

nA.

(b) Nech Z = max(Xj,...,X,). Hodnoty, ktoré méze nadobudnit, si kladné ¢isla.
Distribu¢néa funkcia tohto maxima je pre z > 0 rovna:

P(Z<2)LPX, <2,..., X, <2)
2 px,<z2).. P(X,<2) Y <1 - e*AZ>n (3)

Fz(Z)

—
~

Vysvetlenia vyznacenych uprav:

(1) Nerovnost Z < z znamend, ze maximum je mensie alebo rovné z. To
je ekvivalentné s tym, ze vSetky hodnoty si mensie alebo rovné z, teda
X1 <y,...,. X, <.

(2) X; st zo zadania nezavislé, takze P(X; < y,..., X, < y) = P(X; <
). P(X, <y)
(3) Ako sme uviedli na zaciatku, P(X; < z) =1 — e 2.

Hustotu teraz ziskame derivovanim tejto distribucnej funkcie. Pre z > 0 je

n—1
fz(2) = Fj(z) = n(l — e_’\z> e
a celkovo X
n(l — e‘”) e ™ pre z >0,
0 inak.

fz(z) =
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Priklad 9. Dokézte, ze ak U ma rovnomerné rozdelenie na intervale (0, 1), tak
X = —1In(U) méa exponencidlne rozdelenie so strednou hodnotou 1.

Riesenie. Kedze U je z intervalu (0,1), logaritmus In(U) je definovany (nestane
sa, 7e by sme mali robit logaritmus z nuly alebo zo zdporného ¢isla) a je zdporny.
Hodnota —In(U) je teda kladna. Ndjdeme jej distribuéni funkciu Fy a nésledne
hustotu fx pre x > 0:

Fx(z)=P(X <2)=P(—In(U) <z)=P(In{U) > —x) =PU > e ) =1-P(U <e™").

Pre ndhodnid premennt U s rovnomernym rozdelenim na (0, 1) plati P(U < y) =y
pre y € (0,1), a teda
PU<e™)=e".

Pre distribuénua funkciu Fx teda mame
Fx(z)=1—e" prez > 0.
Jej derivovanim dostaneme hustotu
fx(x) =Fy(x) =€ prex >0,

¢o je hustota exponencidlneho rozdelenia s parametrom A. Strednd hodnota expo-
nencialneho rozdelenia je vo vSeobecnosti %, v nasom pripade je to 1. To znamena,
ze fx je hustota exponencialneho rozdelenia so strednou hodnotou 1, ¢o sme mali
dokazat.

Priklad 10. Budeme generovat ndhodné ¢éisla X s exponecidlnym rozdelenim s pa-
rametrom ) a dosadzovat ich do distribuénej funkcie tohto rozdelenia. Teda vznikni
nadhodné éisla Y =1 — e=*¥*. Aké majui pravdepodobnostné rozdelenie

RieSenie. Realizdcie ndhodnej premennej X su kladné, takze hodnoty e™** budu
z intervalu (0, 1) a tiez hodnoty Y = 1 — =¥ budt z intervalu (0,1). Pre y € (0,1)
ndjdeme distribuéni funkciu a hustotu ndhodnej premenej Y (mimo tohto intervalu
bude hustota nulova)

Fy(y) = P(Y <y)=P1—e™ <y)=P(e™ 21—y) =P(-AX > In(1 —y))

1 1
= P(X§ —Xln(l—y)) = Fx (—Xln(l—y)) : (4)
Vieme, 7e pre > 0 je Fx(r) =1 — e a teda

Fy(y) - 1- e—)x.(-%ln(l—y)) -1 6ln(l—y) —1— (1 . y) = .

Hustota potom je
fy(y) =Fy(y) =1 prex e (0,1),

¢o je hustota rovnomerného rozdelenia na intervale (0, 1). Uvedenym postupom teda
generujeme ndhodné ¢isla s rovnomernym rozdelenim na intervale (0, 1).
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5 Spojité ndhodné premenné IIl. (normalne roz-
delenie)

Priklad 1. Na obrazku 9 si hustoty nasledovnych styroch normalnych rozdeleni:
N(2,1),N(-=1,1),N(2,3),N(—1, ). Prirad’te rozdelenia ku grafom hustot.

12

Hustoty normalnych rozdeleni

0.8 — A

— B

0.7 1 —c

D
0.6
0.5 1
0.4 1
0.3 1
0.2 1
0.1 1
0.0 1

-4 -2 0 2 a4

Obr. 9: Normalne rozdelenie

Riesenie. Normdlne rozdelenie sa zapisuje v tvare N'(u, 0?), kde u je strednd hod-
nota a o2 je disperzia. Graf hustoty je symetricky, takze 4 je hodnota, okolo ktore;
je hustota symetricka. Teda grafy A, B zodpovedaji p = 2 a grafy C, D zodpove-
daju p = —1. Disperzia znamend rozptylenost, viicsia disperzia znamend vacsiu
rozptylenost hodnot. Takze A je N(2,1), B je /\/’(2,%), C je /\/'(—1,%) a D je
N(=1,1).

Priklad 2. Nech X m& normadlne rozdelenie N'(2, 1). Ktoré z nasledujicich ndhodnych
premennych majui tiez normalne rozdelenie? Urcte ich strednii hodnotu a disperziu:

Vi=14+X% Vo=—-143X,, Yo=1-2X, Y, =e*%.

Riesenie. Normalne rozdelenie sa zachovava pri transformacii a X +b, takze Y5 a Y3
maji norméalne rozdelenie. Y; a Y; nevyhovuji uz kvoli tomu, Zze mozu nadobtidat
len kladné hodnoty.

Pre Y, dostaneme:

E(Yy) =E(-1+43X)=—-1+3-E(X)=-1+3-2=5,
DY) =D(-1+3X)=DBX)=3*-D(X)=3*-1=09,
teda Yy ~ N (5,9).

41



Podobne pre Yi:
E(Y;)=E(1-2X)=1-2-EX)=1-2-2=-3,
D(Y3) = D(1 — 2X) = D(—2X) = (-2)* - D(X) = (-2)*- 1 = 4,
teda Yz ~ N (=3,4).

Prikad 2. Vyjadrite nasledovné pravdepodobnosti pomocou distribucnej funkcie
normalizovaného normdlneho rozdelenia (teda A(0,1)), ktort oznacime ®:

(a) P(X > 3), ak X ~ N(1,2)

(b) P(X > 2), ak X ~ N(0,4)
(c) P(1 < X >3),ak X ~N(1,2)
(d) P(|X — 1] > 2), ak X ~ N (2,3)

Riesenie. Vypocty su zalozené na normalizacii: Ak X m&a normalne rozdelenie

N(p,0?), tak
X —p

~ N(0,1).
o
(a) Mdme X ~ N(1,2), takze % ~ N(0,1). Preto:

P(X > 3) :]P’<X\/_§1 > 3\;;) = 1—]P>(X\/_§1 < 3\;;) = 1-@(%).

(b) Méme X ~ N(0,4), takze % ~ N(0,1). Preto:

X-0_2-0 X-0 2-0
PX>2)=P > =1-P =1-(1

kde sme navyse vyuzili, Ze pre spojiti ndhodnd premennu Y je P(Y < a) =
P(Y <a).

(c) Méme X ~ N(1,2), takze % ~ N(0,1). Preto:

rexsy=r(5 < T <) =)o ()

kde sme v poslednej rovnosti vyuzili, ze ®(0) = P(NV(0,1) <0) =1

(d) Méme X ~ N(2,3), takze % ~ N(0,1). Preto:

P(IX —1]>2) = P(X < —1)+P(X >3)

)
(=) m =)

()
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Priklad 3. Nech ndhodné premennd X mé normélne rozdelenie N (i, 0?). Dokazte,
7ze pravdepodobnost toho, Ze X sa od strednej hodnoty lisi o menej ako k standardnych
ochyliek, nezdvisi od parametrov u, o2

RiesSenie. Nech ndhodnd premennd X méa normdlne rozdelenie N'(u, 0?). Budeme
pocitat pravdepodobnost P(|X —pu| < ko), kde k > 0, kyn sa nedostaneme k vyrazu,
ktory neobsahuje parametre p, o%:

P(|X — p| < ko) =P(—ko < X — pu < ko)
Nahodnd premennd X — p (0, 0?), takZze pomocou normalizécie dostaneme

X —p
o

k X — k
ko _X—p _ko

P(|X—p| < ko) = P ( ) = P(—k < < k) = d(k)—D(—k).

o o o
Vidime, Ze pocitand pravdepodobnost zavisi len od &, a nie od u, 0.

Poznamka. Konkrétne numerické hodnoty pre k = 1,2, 3 st vSeobecne zname:
e V intervale p + 1o je priblizne 68 percent hodnot.
e V intervale p &+ 20 je priblizne 95 percent hodnot.
e V intervale p 4 30 je priblizne 99,7 percent hodnot.

Vypocet je na obréazku 10. Vysledok ®(k) — ®(—k) je upraveny pomocou rovnosti
®(—k) =1 — ®(k), ktord vyplyva zo symetrie hustoty, vd aka ktorej je P(N(0,1) >
r) =PN(0,1) < —x).

from scipy.stats import norm

k 1list = [1, 2, 2]
pravd = [2*norm.cdf(k) - 1 for k in k_list]

for k, pravd in zip(k list, pravd):
print(f"P(|X- mu| <= [k}*sigma) = {pravd:.4f}")

P(|X- mu| <= 1*sigma) = ©.6827
P(|X- mu| <= 2*sigma) = ©.9545
P(|X- mu| <= 3*sigma) = ©.9973

Obr. 10: Vypocet podielu hodnét v intervale pre normalne rozdelenie.

Priklad 4. Uvazujme dva vyrobné procesy:
e X je ¢as vyroby suciastky A, jeho rozdelenie je X; ~ AN(10,16)

e X, je ¢as vyroby suciastky B, jeho rozdelenie je Xy ~ N (12,9)
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Predpokladédme, ze X; a X5 si nezavislé. Pri vyrobe suciastky B, ktord je finalnym
produktom, je vSak potrebna suciastka A. Vyroba teda priebeha tak, ze sa vyrobi
sticiastka A a nédsledne sa pouzije pri vyrobe stciastky B. Ak4 je pravdepodobnost,
7e suciastka B bude vyrobend o menej ako 25 hodin? Odpoved vyjadrite pomocou
distribu¢nej funkcie normalizovaného normalneho rozdelenia.

Riesenie. Celkovy ¢as potrebny na vyrobu suéiastky B je X; 4+ Xs. KedZe X; a X,
st nezavislé s normalnym rozdelenim, ich sucet ma tiez norméalne rozdelenie, a to s
parametrami:

E(Xi+X,) = E(X3)+E(X;) =10+12 = 22,
DX+ Xo) 2 D(X)) + D(Xa) = 16 + 9 = 25,
kde rovnost (1) vyplyva z nezdvislosti. Teda X; + Xy ~ N(22,25) a

Xy 4+ Xy — 22 25-22 3 3
P(X X 25)=DP =P 1 —=®(-=).
(X1 + X, < 25) < GH < H ) <N(Oa ) < 5) <5>

—
~

Priklad 5. Z historickych dét sa vie, Ze §kody, ktoré platila poistoviia pri uréitom
type poistenia, maji normdlne rozdelenie X ~ AN'(5000,1000?). Poistoviia vybrala
na analyzu nahodne 20 zaznamov, kvoli ndhodnosti vyberu mozeme vysky skod
povazovat za nezdvislé. Ak4 je pravdepodobnost, Ze priemerns skoda bude vyssia ako
55007 Odpoved vyjadrite pomocou distribuénej funkcie normalizovaného norméalneho
rozdelenia.

Riesenie. Oznac¢me skody Xi,..., X5 a X ich priemer. Potom priemer ma tiez
normalne rozdelenie a jeho parametre si:

E(X) = ]E(Qlo(X1+ +X20>=21(1E(X1)+---+E(Xzo)>

0
1
= —(20-5000) = 5000

20
_ 1 1
D(X) = D(%(X1+---+Xgo>22—()2D(X1+-~-+X20)
w1 o 10002
= 508 D(X1) + -+ +D(Xa0)) = 557 (20 - 1000 ) = 0

kde rovnost (1) vyplyva z nezdvislosti. Teda X ~ A/ (5000, 102%02) a

i, X — 5000 _ 5500 — 5000 500
P(X > 5500) = P =P<N®U 1m>

/10002 /10002
20 20 V20

::PGWQU>%?):1—¢<%?): — d(V5).

Priklad 6. Plastové vrecko na bonbény mé hmotnost 0,05 gramov. Je v tiom 10
bonbénov. Hmotnosti bonbénov si nezavislé, hmotnost jedného bonbénu v gramoch
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m4 normélne rozdelenie N (4, %) Ak4 je pravdepodobnost, Ze hmotnost celého ba-
lenia je mensia ako 40 gramov? Odpoved vyjadrite pomocou distribu¢nej funkcie
normalizovaného normélneho rozdelenia.

Riesenie. Ozna¢me hmotnosti bonbénov X1, ..., Xig a Y hmotnost celého balenia,
teda
Y:0,05+X1++X10

Potom Y ma tiez normélne rozdelenie a jeho parametre su:

0,05 +10-4 = 40,05,
DY) = D(0,05+ X+ + X9) =D (X1 +--- + Xy)

5
= D(Xy)+ - +D(Xy0) =10 -

—
~

47

co| —

kde rovnost (1) vyplyva z nezévislosti. Teda ¥ ~ N(40,05; 2) a

Y —40,06 40 — 40,05 0,05
P(Y <40) = P — < ’ :IP<N(O,1) < —’—)
5 5 V5
1 1 2

- p(xon<-2) e (-20),

Priklad 7. Hmotnosti bonbénov st nezavislé, hmotnost jedného bonbénu v gra-
moch m4 rovnomerné rozdelenie na intervale (9, 11). Ak4 je pravdepodobnost, ze 100
bonbénov bude mat celkovii hmotnost mensiu ako 995 gramov? Pouzite centrdlnu
limitni vetu a odpoved vyjadrite pomocou distribuénej funkcie normalizovaného
norméalneho rozdelenia.

Riesenie. Ozna¢me hmotnosti bonbénov X, ..., X a
Y =X+ 4+ Xigo.

Potom podla centralnej limitnej vety mé stic¢et Y md priblizne normalne rozdelenie.
Vypocitame este jeho stredni hodnotu a disperziu.

O jednotlivych bonbdénoch vieme, ze maji rovnomerné rozdelenie na intervale
(9,11). To znamens, ze E(X;) = 10 a (podla vzorcovnika) D(X;) = . Potom

EY) = E(X;+ -+ Xi0) = E(X1) + -+ + E(Xy00) = 100 - 10 = 1000,

1 100

—~
~

kde rovnost (1) vyplyva z nezavislosti. Teda rozdelenie Y aproximujeme pomocou
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normalneho rozdelenia Y ~ A(1000; 13%) a

Y — 1000 995 — 1000

P(Y < 995) =

<
100 100
3 3

= P(N(O,1)<—§> :<I><
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6 Nahodné vektory

Priklad 1. Janko Hrasko si v§imal pocet sprav, ktoré dostal pocas jednotlivych
hodin. Ak ozna¢ime

e X = pocet sprav na Whatsappe,
e Y = pocet mailov,
tak zdruzené rozdelenie ndhodného vektora (X,Y") je dané nasledovnou tabulkou:

[Y=0Y=1Y=2
0] 0,12 0,08 005
1| 0,18 020 0,07
2| 0,10 0,12 0,08

X
X
X

(a) N4jdite marginalne rozdelenia jeho zloziek X a Y.

(b) Zistite, ¢i st pocty sprav na Whatsappe a pocty notifikacii nezévislé ndhodné
premenné.

(c) Né&jdite pravdepodobnost aspon jednej spravy alebo mailu poc¢as ndhodne zvo-
lenej hodiny.

(d) Vypocitajte podmienené rozdelenie poctu sprav na Whatsappe, ak pocas danej
hodiny prisiel Jankovi Hraskovi jeden mail.

(e) Vypocitajte kovarianciu X a Y.

RieSenie.

(a) Marginalne rozdelenia zloziek X a Y ndjdeme s¢itanim pravdepodobnosti po
riadkoch, resp. po stlpcoch:

Rozdelenie X je

0) = 0,12 + 0,08 + 0,05 = 0,25,
P(X =1) = 0,18 + 0,20 4 0,07 = 0,45,
2) = 0,10 + 0,12 + 0,08 = 0,30.

a rozdelenie Y je

0) = 0,12+ 0,18 + 0,10 = 0,40,
P(Y = 1) = 0,08 + 0,20 + 0,12 = 0,40,
2) = 0,05 + 0,07 + 0,08 = 0,20.

(b) X a Y nie st nezavislé, lebo napriklad

P(X =0,Y =0)=0,12 % P(X =0)-P(Y =0) =0,25- 0,40 = 0,10.
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(c) Aspon jedna sprava alebo mail pocas ndhodne zvolenej hodiny je komplement
k udalosti X = 0,Y = 0, ktord mé podla tabulky pravdepodobnost 0,12.
Hladana pravdepodobnost je teda 0,88.

(d) Hladdme podmieneé rozdelenie X | Y = 1. Z definicie podmienenej pravdepo-

dobnosti:
P(X =xz,Y =1)

P(X=a|Y=1)=

P(Y =1)
Teda pre nas ndhodny vektor:
0,08
PIX=0]Y=1)=-"-=0,20
( | ) 0,40 T
0,20
PX=1|Y=1)=-""=0.50
( | ) 0,40 T
0,12
( | ) 0,40 ’

(e) Kovariancia X a Y sa vypocita ako cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). Potre-
bujeme teda vypocitat tieto tri stredné hodnoty:

e Strednd hodnota X:

E(X)=0-0,254+1-0,4542-0,30 =0+ 0,45 + 0,60 = 1,05
e Stredna hodnota Y

E(Y)=0-0,40+1-0,40+2-0,20 = 0+ 0,40 + 0,40 = 0,80
e Strednd hodnota sicinu E(XY):

E(XY)=0-0-0,12+0-1-0,08+0-2-0,05
+1-0-0,1841-1-0,20+1-2-0,07
+2.0-0,10+2-1-0,12+2-2-0,08

Nenulové su v skutocnosti len Styri s¢itance:
E(XY)=0,20+0,14 4+ 0+ 0,24 + 0,32 = 0,90.
Kovariancia teda je:

cov(X,Y) =E(XY) — E(X)E(Y) = 0,90 — 1,05 - 0,80 = 0,06.

Priklad 2. Nech X a Y si nezavislé ndhodné premenné s rovnhomernym rozdelenim
na intervale (0, 1). N&jdite hustotu ndhodného vektora (m, M), kde m = min(X,Y)
a M =max(X,Y).

Riesenie. Je jasné, ze (m, M) moze nadobudat iba hodnoty spiﬁajflce 0<m<
M < 1.V tych bodoch roviny, ktoré tejto podmienke nevyhovuju, teda bude hustota
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nulova. Pre ostatné najskor najdeme distribuc¢ni funkciu a nasledne derivovanim
najdeme hustotu.
Pocitajme teda najskor distribuéni funkciu F(a,b), ak 0 < a < b < 1. Podla
definicie je
F(a,b) =P(m <a,M <)

Minimum hodnét X a Y mé byt mensie alebo rovné a, to znamend, Ze aspoii jedna
z hodnot X, Y je mensia alebo rovnd a. Stic¢asne maximum mé byt mensie alebo
rovné b, ¢o znamen4, Ze ziadna z hodnot nie je vicsia ako b. Hladdme teda pravde-
podobnost toho, Ze ziadna z hodnot nie je vicsia ako b, ale aspon jedna je mensia
alebo rovna a. To sa d4 napisat ako rozdiel pravdepodobnosti:

F(a,b) = P({zladna z hodnot X,Y nie je vacsia ako b})

— P({ziadna z hodnot X, Y nie je vicsia ako b a obidve su vécsie ako a})
Vypocitame tieto pravdepodobnosti:

P({ziadna z hodn6t X, Y nie je vicsia ako b}) = P(X < b, Y <)
Dpx <b) Py <o) Zb-b=1p
P({ziadna z hodnot X,Y nie je vicsia ako b a obidve su vicsie ako a})
=P(X € (a,b,Y € (a,b]) © P(X € (a,b])-P(Y € (a,b]) @ (b—a)-(b—a) = (b—a)?
Vysvetlenia uprav:
(1) nezdvislost X a 'V

(2) X aY maji rovnomerné rozdelenie na intervale (0, 1)
(3) nezavislost X a 'V

(4) X a Y maji rovnomerné rozdelenie na intervale (0,1)

Teda
F(a,b) =b* — (b—a)* = 2ab — a*

Hustota je derivécia distribuénej funkcie, postupne podla jednotlivych predmennych.
V nasom pripade je to podla a a b. Po zderivovani podla a dostaneme 2b — a. Ak
toto zderivujeme podla b, zostane konstanta 2. Teda

2, 0<a<b<l
’b — ) e — Y
fa.0) {0, inak.

Poznamka. Vseobecnejsi pripad s maximom a minimom n ndhodnych premennych
bol na prednaske.

Priklad 3. Majme ndhodné premenné:

e X = vyska studenta v cm, s disperziou D(X) = 64,
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e Y = hmotnost studenta v kg, s disperziou D(Y') = 49.

Koreldcia medzi vyskou a hmotnostou je pxy = 0,6. Vypocitajte kovarianciu cov(X,Y)
a zostavte kovarianéni maticu ndhodného vektora (X,Y).

cov(X,Y)

/D(X)D(2)’
cov(X,Y) = pxyvV/D(X)D(Z) =0,6 - v64-49 ==0,6-8-7= 33,6
a kovarian¢na matica je

(o) o) = (aonrry By ) = (s 1)

Riesenie. Definicia korelacie je pxy = takze

Priklad 4. K ndhodnym premennym X,Y z predchddzajiceho priklad pridajme
este X, ktord bude vyjadrovat vysku studenta v metroch. Odvod'te, ze korelacia X
ayY je rovnaka ako korelacia X a Y (¢o znamend, ze korelacia sa nezmeni, ak vysku
vyjadrime v metroch namiesto centimetrov).

Riesenie. Definicia koreléacie je

cov(X,Y)
pX,Y - ~ )
DX)D(Y)
takze potrebujeme vypocitat COV(X Y) a D(X). Kedze X je vyska v centimetroch
a X je vyska v metroch, plati X = 1_00X Preto:
cov(X,Y) cov(155X,Y) 5cov(X,Y) Tgcov(X,Y)
va7Y = — = = = 1
VD)D)  /DEXODY) /D)D) VPR
_ cov(X)Y)
DX)DY) 7

¢o sme mali dokdzaf.
Priklad 5. Nech X je ndhodné premennd s rozdelenim:
PX=-1)=-, PX=0==, PX=1)=

Definujme nahodni premenni
Y = X2

Dokazte, ze X, Y su nekorelované (teda ze maju nulovi koreldciu).

cov(X,Y)
D(X)D(Y)’
cov(X,Y) = 0. Poc¢itajme teda tito kovarianciu:

RieSenie. Definicia koreldcie je pxy = takZe potrebujeme ukdzat, ze

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = E(X?) — E(X)E(X?).
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Z pravdepodobnosti zo zadania dostaneme:

Néhodn4 premennd X2 nadobida hodnotu 0 s pravdepodobnostou % a hodnotu 1 s
pravdepodobnostou }1. Jej stredna hodnota teda je

1 1
E(XQ):0-§+1-§:§
Néhodné premennd X3 md rovnaké rozdelenie ako X, takze

E(X?) =E(X) =0.
Kovariancia teda je

cov(X,Y) =E(X?) —E(X)E(X?*) =0-0- % =0,

¢o sme potrebovali dokézat.

Poznamka. Mame teda d'als{ priklad ndhodnych premennych, ktoré si nekore-
lované, ale nie si nezavislé. Opakovanie z prednasky: Ak st nahodné premenné
nezavislé, tak ich koreldcia je nulova. Naopak to vo vSeobecnosti neplati (ako sme
videli aj v tomto priklade), ale ak maji ndhodné premenné normélne rozdelenie, tak
z nekorelovanosti uz nezavislost vyplyva.

Priklad 6. Z dat bola vypoéitand vyberova koreldcia. Prirad'te ddtam na obrazku
11 hodnoty vyberovej korelacie:

(a) 0,94
(b) -0,79
(c) 0,84
(d) 0,08

Riesenie Koreldcia meria linedrnu zdvislost. Kladné znamienko znamend rastiicu
zévislost, zdporné znamienko klesajticu zavisloti. Absolitna hodnota koreldcie hovor{
o sile zavislosti - ak je blizka jednej, ide o velmi silni zavislost, ako klesd absolitna
hodnota, tak klesa aj sila zavislosti.

Teda priradenie bude:

(a) 0,94 - vlavo hore
(b) -0,79 - vpravo dolu
(c¢) 0,84 - vpravo hore
(d) 0,08 - vlavo dolu
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Obr. 11: Korelacie

Priklad 7. Iba jedna sada dat na obrazku 12 bola vygenerovana z dvojrozmerného
normalneho rozdelenia. Ktora?

RieSenie Na prednédske sme videli vygenerované data z roznych dvojrozmernych
norméalnych rozdeleni - typicky obrazok vyzera tak, ze body vytvaraju priblizne
elipsu (alebo v $pecidalnom pripade kruh), pricom viac koncentrované su okolo stredu.
Tomuto zodpovedd graf vpravo hore.

Priklad 8. Upravime priklad 4 z ¢asti o normélnom rozdeleni - budeme uvazovat
korelované ndhodné premenné.
Uvazujme dva vyrobné procesy:

e X je ¢as vyroby suciastky A, jeho rozdelenie je X; ~ AN (10, 16)
e X, je cas vyroby suciastky B, jeho rozdelenie je Xy ~ N (12,9)

Predpokladame, ze X; a Xy su korelované, ¢o suvisi s aktudlnym stavom stroja
pouzivaného pri vyrobe suciastok. Ich korelacia je 0,75. Pri vyrobe suciastky B,
ktord je finalnym produktom, je vSak potrebna suciastka A. Vyroba teda priebeha
tak, ze sa vyrobi suciastka A a nasledne sa pouzije pri vyrobe suciastky B. Akd je
pravdepodobnost, Ze stciastka B bude vyrobens o menej ako 25 hodin? Odpoved
vyjadrite pomocou distribuénej funkcie normalizovaného normalneho rozdelenia.

RiesSenie. Celkovy cas potrebny na vyrobu suciastky B je X; + X5. Sucet X; + X,
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Obr. 12: Dvojrozmerné déta

ma tiez normélne rozdelenie, a to s parametrami:

E(X;+ X2) = E(X3)+E(Xy) =10+ 12 = 22,
]D)(Xl + Xg) = ]D)(Xl) + ]D)(Xg) + 2COV(X1,X2).
Potrebujeme teda eSte vypocitat kovarianciu X; a X,: Podla definicie koreldcie je

COV(Xl, X2)
D(X1)D(X;)’

cor(Xy, Xy) =

a teda
cov(X,Y) = cor(X,Y)v/D(X)D(Y) =0,75v16 - 9=9
Takze mozeme dopocitat disperziu:
D(X; 4+ X3) =D(X;) + D(X3) + 2cov(Xq, Xo) =16+9+2-9 =43
Teda X + X2 ~ N(22,43) a

P(X,4Xs < 25) = P <X1 +;%_ 22 _ 25\/;_322> —P (N(o, 1) < \%3) S (%ﬁ) .
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Vzorcovnik 1. na skisku (pravdepodobnost)

Prehlad délezitych diskrétnych rozdeleni

Nazov Pravdepodobnosti Hodnoty | Stredna Disperzia
hodnota
Bernoulliho P(X =1)=p, 0,1 P p(1—p)
P(X=0))=1-p
Binomické P(X =k)=(Q)p*A-p)"* | 0,1,....n | np np(1 —p)

s 14 _ _ k—1 1 1-
Geometrické | P(X =k)=(1—p)"'p 1,2,... - e
Poissonovo P(X =k) =2 0,1,2,... |\ A

Prehlad délezitych spojitych rozdeleni
Nazov Hustota Stredna Disperzia

hodnota

Rovnomerné f(z) ==, z € (a,b) atb (bzgy
Exponencidlne flx) =Xe™* >0 3 3
Normélne flz) = \/#76_@2?5) reR w o?

Zakladné pojmy a vlastnosti

e Distribuéné funkcia: F(z) = P(X < z)

e Hustota: F(x) = [*_ f(t)dt, f(x) = F'(x)

e Strednd hodnota:

E(X) =3 mP(X = ), B(X) = Y mP(X = 2), E(X) = / o f (z)dx
i=1 i=1 —o0

Disperzia:

Standardng odchylka:

D(X) = E((X - E(X)))

D(x)

o4




Vlastnosti:

E(X+Y)=EX)+E®Y), E(aX)=dadE(X)
D(a+ X) = D(X), D(aX) = a’D(X)
Pre nezavislé nahodné premenné
E(XY)=EX)E(Y),DX +Y)=D(X)+D(Y)
Nezavislost diskrétnych ndhodnych premennych:

PX=zY=y)=PX=0)PY =y) Vo,y

Kovariancia:

cov(X,Y) =E((X — E(X))(Y — E(Y))).
Uzitoény vztah pre vypocet:
cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).
Vlastnosti:
cov(aX +b0,Y) =acov(X,Y), cov(X +Z,Y) =cov(X,Y) + cov(Z,Y)

Korelacia:
cov(X,Y)

pxy =cor(X,Y) = W

)

Disperzia st¢tu ndhodnych premennych (mozu byt zavislé):
DX +Y)=D(X)+ DY)+ 2cov(X,Y)

Distribuéné funkcia ndhodného vektora: F'(z1,...,x,) = P(X; < z4,..., X, <
Tp)

Hustota spojitého ndhodného vektora sa z distribuc¢nej funkcie spocita po-
stupnym zderivovanim podla jednotlivych premennych.

Kovarianéna matica dvojrozmerného ndhodného vektora:
cov(X, X) cov(X,Y) D(X) cov(X,Y)
cov(X,Y) cov(Y)Y) cov(X,Y) DY)

Vo vSeobecnosti je v i-tom riadku a j-tom stipci cov(X;, X;)

Korelaéna matica dvojrozmerného nahodného vektora:
cor(X, X) cor(X,Y) 1 cor(X,Y)
cor(X,Y) cor(Y,Y) cor(X,Y) 1

Vo vieobecnosti je v i-tom riadku a j-tom stipci cor(X;, Xj)
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