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1 Kombinatorická pravdpodobnost’, podmienená

pravdepodobnost’

Pŕıklad 1. Výrobok považujeme za chybný, ak nemá predṕısaný rozmer alebo hmot-
nost’. Výrobkov, ktoré nemajú predṕısaný rozmer, je 10 percent, ktoré nesṕlňajú
predṕısanú hmotnost’, je 30 percent. Výrobkov bez chyby je 65 percent. Určte prav-
depodobnost’, že náhodne vybraný výrobok nemá predṕısanú hmotnost’, ale má
predṕısaný rozmer.

Riešenie. Označme:

• R – výrobok nemá predṕısaný rozmer (komplement Rc potom znamená, že
výrobok má predṕısaný rozmer),

• H – výrobok nemá predṕısanú hmotnost’ (komplement Hc potom znamená, že
výrobok má predṕısanú hmotnost’).

Potom podl’a zadania plat́ı:

P(R) = 0,10, P(H) = 0,30, P(Rc ∩Hc) = 0,65.

a hl’adáme pravdepodobnost’ P(H ∩Rc). Postupne budeme poč́ıtat’ (je užitočné na-
kreslit’ si Vennove diagramy):

• Výrobkov bez chyby je 65 percent, takže výrobkov s nejakou chybou je 35
percent. To znamená, že nemajú predṕısaný rozmer alebo nemajú predṕısanú
hmotnost’. V našom značeńı to znamená, že P(R ∪H) = 0,35.

• Podl’a vzorca pre zjednotenie udalost́ı:

P(R ∪H) = P(R) + P(H)− P(R ∩H),

a teda pravdepodobnost’, že výrokov nemá ani predṕısaný rozmer, ani predṕısanú
hmotnost’, je:

P(R ∩H) = P(R) + P(H)− P(R ∪H) = 0,10 + 0,30− 0,35 = 0,05.

• Nakoniec použijeme rozklad:

P(H) = P(H ∩R) + P(H ∩Rc),

z ktorého dostaneme

P (H ∩Rc) = P (H)− P (H ∩R) = 0,30− 0,05 = 0,25.

Pravdepodobnost’, že náhodne vybraný výrobok nemá predṕısanú hmotnost’, ale má
predṕısaný rozmer, je 0,25.

Pŕıklad 2. V antikvariáte sa cena knihy znižuje, ak má vytrhnutú aspoň jednu
stranu, alebo sú jej stránky poṕısané. Kńıh, ktoré majú vytrhnutú aspoň jednu
stranu, je 20 percent. Kńıh, ktoré sú poṕısané, je 30 percent a kńıh bez chyby je
70 percent. Určte pravdepodobnost’, že náhodne vybraná kniha je poṕısaná, ale má
všetky strany.

Riešenie. Označme:
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• V – kniha má vytrhnutú aspoň jednu stranu (komplement V c potom znamená,
že kniha má všetky strany),

• P – kniha je poṕısaná (komplement P c potom znamená, že kniha nie je
poṕısaná).

Potom podl’a zadania plat́ı:

P(V ) = 0,20, P(P ) = 0,30, P(V c ∩ P c) = 0,70,

a hl’adáme pravdepodobnost’ P(P ∩ V c). Postupne budeme poč́ıtat’:

• Kńıh bez chyby je 70 percent, takže kńıh s nejakou chybou je 30 percent. To
znamená, že majú vytrhnutú aspoň jednu stranu alebo sú poṕısané. V našom
značeńı to znamená, že

P(V ∪ P ) = 0,30.

• Podl’a vzorca pre zjednotenie udalost́ı:

P(V ∪ P ) = P(V ) + P(P )− P(V ∩ P ),

a teda pravdepodobnost’, že kniha má vytrhnutú aspoň jednu stranu a zároveň
je poṕısaná, je:

P(V ∩ P ) = P(V ) + P(P )− P(V ∪ P ) = 0,20 + 0,30− 0,30 = 0,20.

• Nakoniec použijeme rozklad:

P(P ) = P(P ∩ V ) + P(P ∩ V c),

z ktorého dostaneme

P(P ∩ V c) = P(P )− P(P ∩ V ) = 0,30− 0,20 = 0,10.

Pravdepodobnost’, že náhodne vybraná kniha je poṕısaná, ale má všetky strany, je
0,10.

Pŕıklad 3. Hádžeme dvoma kockami. Vypoč́ıtajte pravdepodobost’ toho, že ak na
prvej kocke padla dvojka, padne súčet väčš́ı ako 6.

Riešenie. Označme:

• A – súčet bodov na dvoch kockách je väčš́ı ako 6,

• B – na prvej kocke padla dvojka.

Hl’adáme podmienenú pravdepodobnost’

P(A | B) =
P(A ∩B)

P(B)
.

Kocky sú pravidelné, takže P(B) = 1
6
. Ak na prvej kocke padla dvojka, tak súčet

je väčš́ı ako 6, ak na druhej kocke je 5 alebo 6. Pravdepodobnosti P(A ∩ B) teda
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zodpovedajú dva priaznivé výsledky (
”
prvá kocka 2, druhá kocka 5“ a

”
prvá kocka 2,

druhá kocka 6“), pričom celkovo je 36 možnost́ı, ako môže vyzerat’ výsledok hádzania
dvoma kockami. Preto

P(A ∩B) = P(prvá kocka = 2, druhá kocka ∈ {5, 6}) = 2

36
=

1

18
.

Potom:

P(A | B) =
P(A ∩B)

P(B)
=

1
18
1
6

=
1

3
.

Pravdepodobnost’, že súčet bude väčš́ı ako 6, ak na prvej kocke padla dvojka, je 1
3
.

Pŕıklad 4. Z výrobkov určitého druhu dosahuje 95 percent predṕısanú kvalitu. V
istom závode, ktorý vyrába 80 percent celkovej produkcie, však predṕısanú kva-
litu dosahuje 98 percent výrobkov. Bol náhodne vybraný výrobok a zisttilo sa, že
má predṕısanú kvalitu. Aká je pravdepodobnost’, že bol vyrobený v spomı́nanom
závode?

Riešenie. Označme:

• A – výrobok bol vyrobený v závode, ktorý vyrába 80 % produkcie,

• Q – výrobok má predṕısanú kvalitu.

Podl’a zadania plat́ı:

P(A) = 0,8, P(Q) = 0,95, P(Q | A) = 0,98.

Hl’adáme podmienenú pravdepodobnost’, že výrobok s predṕısanou kvalitou pochádza
z uvedeného závodu, teda P(A | Q). Plat́ı:

P(A | Q) =
P(A ∩Q)

P(Q)
=

P(Q | A)P(A)
P(Q)

.

Dosad́ıme:

P(A | Q) =
P(Q | A)P(A)

P(Q)
=

0,98 · 0,8
0,95

=
0,784

0,95
=̇ 0,825.

Pravdepodobnost’, že náhodne vybraný výrobok s predṕısanou kvalitou bol vyrobený
v závode A, je približne 0,825.

Pŕıklad 5. Traja športovci hádžu oštepom nezávisle jeden od druhého. Prvý prekoná
hranicu 80 metrov s pravdepodobnost’ou 0,8, druhý 0,7 a tret́ı 0,5. Každý z nich
vykoná jeden hod. Aká je pravdepodobnost’, že aspoň raz bude prekonaná hranica
80 metrov?

Riešenie. Označme:

• A1 - prvý športovec prekoná hranicu 80 m,

• A2 - druhý športovec prekoná hranicu 80 m,
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• A3 - tret́ı športovec prekoná hranicu 80 m.

Podl’a zadania plat́ı:

P(A1) = 0,8, P(A2) = 0,7, P(A3) = 0,5.

Hl’adáme pravdepodobnost’, že aspoň jeden športovec prekoná hranicu 80 m, teda
P(A1 ∪ A2 ∪ A3).

Je jednoduchšie použit’ doplnkovú udalost’, že žiadny športovec neprekroč́ı hra-
nicu:

P(A1 ∪ A2 ∪ A3) = 1− P(Ac
1 ∩ Ac

2 ∩ Ac
3).

Ked’že hody sú nezávislé, plat́ı:

P(Ac
1 ∩ Ac

2 ∩ Ac
3) = P(Ac

1)P(Ac
2)P(Ac

3)

= (1− 0,8)(1− 0,7)(1− 0,5) = 0,2 · 0,3 · 0,5 = 0,03.

Teda
P(A1 ∪ A2 ∪ A3) = 1− 0,03 = 0,97.

Pravdepodobnost’, že aspoň jeden športovec prekoná hranicu 80 m, je 0,97.

Pŕıklad 6. Cez prenosný kanál sa prenášajú dva signály - 0 a 1. V dôsledku porúch
sa jedno percento signálov zmeńı na opačné nezávisle od toho, či sa predchádzajúce
signály preniesli správne alebo nie. Cez kanál bola vyslaná kombinácia 10110. Určte
pravdepodobnost’ toho, že

(a) celá kombinácia sa prenesie správne

(b) bude prijatá kombinácia 11110.

Riešenie. Označme:

• Ai - i-ty signál sa preniesol správne (i = 1, . . . , 5).

Podl’a zadania plat́ı P(Ac
i) = 0,01 (a teda P(Ai) = 0,99) a tieto udalosti sú nezávislé

(a) Pravdepodobnost’ toho, že všetkých 5 signálov sa prenesie správne, je

P(A1 ∩ A2 ∩ A3 ∩ A4 ∩ A5) = P(A1)P(A2)P(A3)P(A4)P(A5) = 0, 995 =̇ 0, 951.

Správny prenos celej kombinácie má pravdepodobnost’ približne 0,951.

(b) To, že prijatá kombinácia je 11110, znamená:

• 1. signál: správne (A1)

• 2. signál: chybný prenos (Ac
2)

• 3. signál: správne (A3)

• 4. signál: správne (A4)

• 5. signál: správne (A5)
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Potrebujeme pravdepodobnost’:

P(A1 ∩ Ac
2 ∩ A3 ∩ A4 ∩ A5) = P(A1)P(Ac

2)P(A3)P(A4)P(A5)

= 0,994 · 0,01 =̇ 0,0096.

Prijatie kombinácie 11110 pri vyslańı 10110 má pravdepodobnost’ približne
0,0096.

Pŕıklad 7. Zákazńık náhodne vyberá obraz zo skupiny desiatich originálov a dvoch
kópíı. Rad́ı sa s odborńıkom, ktorý správne urč́ı, či ide o originál alebo kópiu s
pravdepodobnost’ou 5/6. Odborńık tvrd́ı, že vybraný obraz je originál. Aká je prav-
depodobnost’ toho, že je to skutočne originál?

Riešenie. Označme:

• O - vybraný obraz je originál (a teda Oc - vybraný obraz je kópia),

• E - expert tvrd́ı, že obraz je originál.

Podl’a zadania plat́ı:

P(O) =
10

12
, P(E | O) =

5

6
,

a teda aj

P(Oc) =
2

12
,P(E | Oc) =

1

6

Hl’adáme podmienenú pravdepodobnost’ P(O | E). Z Bayesovho vzorca:

P(O | E) =
P(E ∩O)

P(E)
=

P(E | O)P(O)

P(E | O)P(O) + P(E | Oc)P(Oc)
.

Dosad́ıme:

P(O | E) =
5
6
· 10
12

5
6
· 10
12

+ 1
6
· 2
12

=
50

52
=

25

26
=̇ 0,962.

Pravdepodobnost’, že obraz je skutočne originál, ak odborńık tvrd́ı, že je originál, je
25
26
, teda približne 0,962.
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2 Diskrétne náhodné premenné

Pŕıklad 1:Diskrétna náhodná premennáX nadobúda hodnoty z množiny {0,1,2,3,4},
pričom

P(X = x) = c(x+ 1)2,

kde c > 0 je konštanta.

(a) Určte hodnotu konštanty c.

(b) Vypoč́ıtajte strednú hodnotu E(X).

(c) Vypoč́ıtajte disperziu D(X).

Riešenie:

(a) Muśı platit’
4∑

k=0

P(X = k) = 1.

Dosad́ıme pravdepodobnosti, l’avá strana potom je:

4∑
k=0

c(x+ 1)2 = c
4∑

k=0

(x+ 1)2 = c
(
12 + 22 + 32 + 42 + 52

)
= 55c,

a teda c = 1
55
.

(b) Stredná hodnota je daná vzt’ahom

E(X) =
4∑

k=0

kP(X = k).

Dosad́ıme:

E(X) =
4∑

k=0

k
1

55
(k + 1)2 =

1

55

4∑
k=0

k(k + 1)2

=
1

55
(0 · 1 + 1 · 4 + 2 · 9 + 3 · 16 + 4 · 25) = 170

55
=

34

11
.

(c) Pri výpočte disperzie využijeme vzt’ah D(X) = E(X2)− [E(X)]2, potrebujeme
teda E(X2). Ked’že

E(X2) =
4∑

k=0

k2P(X = k) =
1

55

4∑
k=0

k2(k + 1)2

=
1

55
(0 · 1 + 1 · 4 + 4 · 9 + 9 · 16 + 16 · 25) = 584

55
,

dostaneme

D(X) =
584

55
−
(
34

11

)2

=
11692

121
.
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Pŕıklad 2: Na strole je koš́ık s ovoćım, sú v ňom 4 jablká, 3 hrušky a 3 banány.
Náhodne vyberieme dva kusy ovocia. Nech X je náhodná premenná, ktorá udáva
počet jab́lk, ktoré sú v našom výbere.

(a) Určte hodnoty, ktoré môže X nadobúdat’ a nájdite ich pravdepodobnosti.

(b) Vypoč́ıtajte strednú hodnotu náhodnej premennej X.

(c) Vypoč́ıtajte disperziu náhodnej premennej X.

Riešenie:

(a) Náhodná premennáX nadobúda hodnoty z množiny {0,1,2}. Pri výpočte prav-
depodobnost́ı využijeme, že celkový počet možnost́ı, ako vybrat’ dva kusy ovo-
cia je

(
10
2

)
= 45. Ďalej:

• X = 0 (žiadne jablká) znamená, že vyberáme 2 kusy ovocia zo 6 (hrušky
a banány). Počet možnost́ı, ako to spravit’, je

(
6
2

)
= 15, a teda

P(X = 0) =
15

45
=

1

3
.

• X = 1 (jedno jablko): Vyberieme 1 jablko z 4 a 1 iné ovocie zo 6, počet
možnost́ı je

(
4
1

)(
6
1

)
= 24, preto

P(X = 1) =
24

45
=

8

15
.

• X = 2 (2 jablká): vyberieme 2 jablká zo 4, počet možnost́ı je
(
4
2

)
= 6,

takže

P(X = 2) =
6

45
=

2

15
.

(b) Stredná hodnota je

E(X) = 0 · 1
3
+ 1 · 8

15
+ 2 · 2

15
=

12

15
=

4

5
.

(c) Najprv vypoč́ıtame E(X2):

E(X2) = 02 · 1
3
+ 12 · 8

15
+ 22 · 2

15
=

16

15
.

Disperzia potom je :

D(X) = E(X2)− [E(X)]2 =
16

15
−
(
4

5

)2

=
16

15
− 16

25
=

32

75
.
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Pŕıklad 3: Na športovom dni sa vyberá náhodne 3-členný t́ım zo 5 dievčat a 4
chlapcov. Nech X je náhodná premenná, ktorá udáva počet dievčat v t́ıme.

(a) Určte hodnoty, ktoré môže X nadobúdat’ a nájdite ich pravdepodobnosti.

(b) Vypoč́ıtajte strednú hodnotu náhodnej premennej X.

(c) Vypoč́ıtajte disperziu náhodnej premennej X.

Riešenie:

(a) Náhodná premenná X nadobúda hodnoty z množiny {0,1,2,3}. Pri výpočte
pravdepodobnost́ı využijeme, že celkový počet možnost́ı, ako trojčlenný t́ım,
je
(
9
3

)
= 84. Ďalej:

• X = 0 (žiadna dievča): vyberáme 3 chlapcov zo 4, počet možnost́ı je(
4
3

)
= 4, preto

P(X = 0) =
4

84
=

1

21
.

• X = 1 (jedno dievča): vyberieme 1 dievča z 5 a 2 chlapcov zo 4, počet
možnost́ı je

(
5
1

)(
4
2

)
= 5 · 6 = 30, teda

P(X = 1) =
30

84
=

5

14
.

• X = 2 (dve dievčatá): vyberieme 2 dievčatá z 5 a 1 chlapca zo 4, počet
možnost́ı je

(
5
2

)(
4
1

)
= 10 · 4 = 40, teda

P(X = 2) =
40

84
=

10

21
.

• X = 3 (tri dievčatá): vyberieme 3 dievčatá zo 5, počet možnost́ı je
(
5
3

)
=

10, teda

P(X = 3) =
10

84
=

5

42
.

(b) Stredná hodnota je

E(X) = 0 · 1

21
+ 1 · 5

14
+ 2 · 10

24
+ 3 · 5

42
=

70

42
=

5

3
,

(c) Najprv vypoč́ıtame E(X2):

E(X2) = 02 · 1

21
+ 12 · 5

14
+ 22 · 10

24
+ 32 · 5

42
=

130

42
=

65

21
.

Disperzia potom je :

D(X) = E(X2)− [E(X)]2 =
65

21
−
(
5

3

)2

=
20

63
.
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Pŕıklad 4: Na športovom dni sa vyberá náhodne 3-členný t́ım z 2 dievčat a 7
chlapcov. Nech X je náhodná premenná, ktorá udáva počet dievčat v t́ıme.

(a) Určte hodnoty, ktoré môže X nadobúdat’ a nájdite ich pravdepodobnosti.

(b) Vypoč́ıtajte strednú hodnotu náhodnej premennej X.

(c) Vypoč́ıtajte disperziu náhodnej premennej X.

Riešenie:

(a) T́ım je, rovnako ako v predchádzajúcom pŕıklade, trojčlenný, ale ked’že sú len
dve dievčatá, náhodná premenná X nenadobúda hodnoty z množiny {0,1,2,3},
ale iba {0,1,2}. Ďalej je výpočet analogiký.

Pri výpočte pravdepodobnost́ı využijeme, že celkový počet možnost́ı, ako trojčlenný
t́ım, je

(
9
3

)
= 84. Ďalej:

• X = 0 (žiadna dievča): vyberáme 3 chlapcov zo 7, počet možnost́ı je(
7
3

)
= 35, preto

P(X = 0) =
35

84
.

• X = 1 (jedno dievča): vyberieme 1 dievča z 2 a 2 chlapcov zo 7, počet
možnost́ı je

(
2
1

)(
7
2

)
= 2 · 21 = 42, teda

P(X = 1) =
42

84
=

4

2
.

• X = 2 (dve dievčatá): vyberieme 2 dievčatá z 2 a 1 chlapca zo 7, počet
možnost́ı je

(
2
2

)(
7
1

)
= 1 · 7 = 7, teda

P(X = 2) =
7

84
=

1

12
.

(b) Stredná hodnota je

E(X) = 0 · 35
84

+ 1 · 1
2
+ 2 · 1

12
=

4

6
=

2

3
.

(c) Najprv vypoč́ıtame E(X2):

E(X2) = 02 · 35
84

+ 12 · 1
2
+ 22 · 1

12
=

5

6
.

Disperzia potom je :

D(X) = E(X2)− [E(X)]2 =
5

6
−
(
2

3

)2

=
7

18
.

Pŕıklad 5: Predpokladajme, že v predchádzajúcich dvoch pŕıkladoch nás zauj́ıma
len stredná hodnota počtu dievčat. Teda riešime úlohy:
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(a) Na športovom dni sa vyberá náhodne 3-členný t́ım z 5 dievčat a 4 chlapcov.
Nech X je náhodná premenná, ktorá udáva počet dievčat v t́ıme. Nájdite
strednú hodnotu náhodnej premennej X.

(b) Na športovom dni sa vyberá náhodne 3-členný t́ım z 2 dievčat a 7 chlapcov.
Nech X je náhodná premenná, ktorá udáva počet dievčat v t́ıme. Nájdite
strednú hodnotu náhodnej premennej X.

Okrem toho budeme riešit’ úlohu:

(c) Na športovom dni sa vyberá náhodne 10-členný t́ım z 15 dievčat a 15 chlapcov.
Nech X je náhodná premenná, ktorá udáva počet dievčat v t́ıme. Nájdite
strednú hodnotu náhodnej premennej X.

Riešenie: Je jasné, že v bode (c) by bol výpočet pomocou vyjadrenia pravdepo-
dobnost́ı jednotlivých hodnôt zd́lhavý. Pôjdeme na to preto inak – použijeme in-
dikátory (náhodné premenné nadobúdajúce hodnoty 0 a 1). Výpočet každého z
týchto pŕıkladov bude vel’mi podobný.

(a) Definujeme náhodné premenné X1, . . . , X5 tak, že Xi sa bude rovnat’ jednej,
ak sa i-te dievča dostane do t́ımu a inak sa bude rovnat’ nule:

Ii =

{
1, ak i-te dievča je v t́ıme,

0, inak.

Potom počet dievčat v t́ıme X sa dá vyjadrit’ ako X = X1 + · · ·+X5, a teda

E(X) = E(X1) + · · ·+ E(X5).

Máme:
E(Xi) = 1 · P(Xi = 1) + 0 · P(Xi = 0) = P(Xi = 0),

zostáva teda spoč́ıtat’ P(Xi = 1), teda že sa konkrétne dievča dostane do t́ımu.
Všetkých možnost́ı, ako zostavit’ trojčlenný t́ım z 9 účastńıkov je

(
9
3

)
= 84.

Možnost́ı, v ktorých je konkrétne sledované dievča v t́ıme, zodpovedajú tomu,
že okrem nej ešte zo zvyšných 8 účastńıkov vyberieme zostávajúcich dvoch
členov t́ımu. Takýchto možnost́ı je

(
8
2

)
= 28. Teda pravdepodovbnost’, že i-te

dievča je t́ıme, že 28
84

= 1
3
. Teda pre každé i je E(Xi) =

1
3
a

E(X) = E(X1) + · · ·+ E(X5) =
1

3
+

1

3
+

1

3
+

1

3
+

1

3
=

5

3
.

(b) Definujeme náhodné premenné X1, X2 tak, že Xi sa bude rovnat’ jednej, ak sa
i-te dievča dostane do t́ımu a inak sa bude rovnat’ nule:

Ii =

{
1, ak i-te dievča je v t́ıme,

0, inak.

Potom počet dievčat v t́ıme X sa dá vyjadrit’ ako X = X1 +X2, a teda

E(X) = E(X1) + E(X2).
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Máme:
E(Xi) = 1 · P(Xi = 1) + 0 · P(Xi = 0) = P(Xi = 0),

zostáva teda spoč́ıtat’ P(Xi = 1), teda že sa konkrétne dievča dostane do t́ımu.
Všetkých možnost́ı, ako zostavit’ trojčlenný t́ım z 9 účastńıkov je

(
9
3

)
= 84.

Možnost́ı, v ktorých je konkrétne sledované dievča v t́ıme, zodpovedajú tomu,
že okrem nej ešte zo zvyšných 8 účastńıkov vyberieme zostávajúcich dvoch
členov t́ımu. Takýchto možnost́ı je

(
8
2

)
= 28. Teda pravdepodovbnost’, že i-te

dievča je t́ıme, že 28
84

= 1
3
. Teda pre každé i je E(Xi) =

1
3
a

E(X) = E(X1) + E(X2) =
1

3
+

1

3
=

2

3
.

(c) Definujeme náhodné premenné X1, . . . , X15 tak, že Xi sa bude rovnat’ jednej,
ak sa i-te dievča dostane do t́ımu a inak sa bude rovnat’ nule:

Ii =

{
1, ak i-te dievča je v t́ıme,

0, inak.

Potom počet dievčat v t́ıme X sa dá vyjadrit’ ako X = X1 + · · ·+X15, a teda

E(X) = E(X1) + · · ·+ E(X15).

Máme:
E(Xi) = 1 · P(Xi = 1) + 0 · P(Xi = 0) = P(Xi = 0),

zostáva teda spoč́ıtat’ P(Xi = 1), teda že sa konkrétne dievča dostane do
t́ımu. Všetkých možnost́ı, ako zostavit’ 10-členný t́ım z 30 účastńıkov je

(
30
10

)
.

Možnost́ı, v ktorých je konkrétne sledované dievča v t́ıme, zodpovedajú tomu,
že okrem nej ešte zo zvyšných 29 účastńıkov vyberieme zostávajúcich 9 členov
t́ımu. Takýchto možnost́ı je

(
29
9

)
. Teda pravdepodovbnost’, že i-te dievča je

t́ıme, že
(299 )
(3010)

. Teda pre každé i je

E(Xi) =

(
29
9

)(
30
10

) ==
29!

9! 20!
30!

10! 20!

=
10

30
=

1

3

a

E(X) = E(X1) + · · ·+ E(X15) = 15 · 1
3
= 5

Pŕıklad 6.Majme graf so 6 vrcholmi. Každá z potenciálnych hrán vznikne s pravde-
podobnost’ou 0,6 nezávisle od ostatných. Trojicu vrcholov nazveme trojuholńıkom,
ak sú každé dve z nich spojené hranou (na obr. 9 je ukážka grafu a jeden z troju-
holńıkov). Aká je stredná hodnota počtu trojuholńıkov?

Riešenie. Pre každú trojicu vrcholov {i, j, k} zavedieme indikátorovú premennú:

Xijk =

{
1, ak hrany {i, j}, {i, k}, {j, k}v grafe existujú,

0, inak.
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Obr. 1: Ukážka grafu a jeden z trojuholńıkov

Počet trojuholńıkov v grafe môžeme zaṕısat’ ako súčet všetkých indikátorov:

X =
∑

1≤i<j<k≤6

Xijk.

a teda
E(X) =

∑
1≤i<j<k≤6

E(Xijk).

Pritom

E(Xijk) = 0 · P(Xijk = 0) + 1 · P(Xijk = 1) = P(Xijk = 1)

= P(hrany {i, j}, {i, k}, {j, k} existujú) =

= P(hrana {i, j} existuje) · P(hrana {i, k} existuje) · P(hrana {j, k} existuje)

= 0,63.

Teda
E(X) =

∑
1≤i<j<k≤6

0,63.

Počet troj́ıc vrcholov je:
(
6
3

)
= 20., takže suma má 20 sč́ıtancov. To znamená, že

E(X) = 20 · 0,63 = 4,32.

Stredná hodnota počtu trojuholńıkov je 4,32.

Pŕıklad 7. Uvažujme abecedu s 26 ṕısmenami (teda ṕısmená bez diakritiky). Gene-
rujeme náhodnú postupnost’ d́lžky 106, kde každé ṕısmeno sa vyberá nezávisle od os-
tatných s rovnakou pravdepodobnost’ou pre každú možnost’. Nech X je náhodná pre-
menná, ktorá udáva počet výskytov ret’azca FMFI v tejto postupnosti. Vypoč́ıtajte
jej strednú hodnotu.
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Riešenie. Pre i = 1, 2, . . . , 106 − 3 (nakol’ko sledovaný ret’azec má d́lžku 4, začat’

muśı najneskôr na štvrtom mieste od konca) definujeme indikátory:

Ii =

{
1, ak ret’azec na poźıciách i, i+ 1, i+ 2, i+ 3 je F, M, F, I,

0, inak.

Počet výskytov ret’azca môžeme zaṕısat’ ako súčet indikátorov:

X =
106−3∑
i=1

Ii.

Rovnako ako v predchádzajúcich pŕıkladoch je E(Ii) = P(Ii = 1). Dostaneme tak:

E(Xn) =
106−3∑
i=1

E(Ii) =
106−3∑
i=1

P(Ii = 1) =
106−3∑
i=1

(
1

26

)4

= (106 − 3) · 1

264
= 2,188

Pre postupnost’ d́lžky 1 000 000 je očakávaný počet výskytov ret’azca FMFI približne
2, 188.

Pŕıklad 8. Šofér muśı prejst’ štyri križovatky. Na každej mu semafor povoĺı jazdu
bez zastavenia s pravdepodobnost’ou 0,5, nazávisle od predchádzajúcich križovatiek.
Nech náhodná premenná X predstabuje počet križovatiek, ktoré šofér prejde pred
tým, ako bude musiet’ prvýkrát zastat’ na červenú (resp. sa rovná 4, ak nebude stát’

ani raz).

(a) Nájdite rozdelenie náhodnej premennej X.

(b) Nájdite distribučnú funkciu náhodnej premennej X a nakreslite jej graf.

Riešenie.

(a) Možné hodnoty náhodnej premennej X sú {0, 1, 2, 3, 4}. Ich pravdepodobnosti:

• X = 0 znamená, že šofér zastav́ı hned’ na prvej križovatke.

P(X = 0) = P(červená na 1. križovatke) =
1

2

• X = 1 znamená, že šofér prejde prvú križovatku na zelenú a potom
zastav́ı na druhej na červenú. Z nezávislosti:

P(X = 1) = P(zelená na 1. križovatke, červená na 2. križovatke) =
1

2
·1
2
=

1

4

• X = 2 znamená, že šofér prejde prvú a druhú križovatku na zelenú, potom
zastav́ı na tretej na červenú. Z nezávislosti:

P(X = 2) = P(zelená na 1. križovatke, zelená na 2., červená na 3)

=
1

2
· 1
2
· 1
2
=

1

8
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• X = 3 znamená, že šofér prejde prvú, druhú a tretiu križovatku na zelenú,
potom zastav́ı na štvrtej na červenú. Z nezávislosti:

P(X = 3) = P(zelená na 1., zelená na 2., zelená na 3., červená na 4)

=
1

2
· 1
2
· 1
2
· 1
2
=

1

16

• X = 4 znamená, že šofér prejde všetky štyri križovatky na zelenú. Z
nezávislosti:

P(X = 4) = P(zelená na 1., zelená na 2., zelená na 3., zelená na 4)

=
1

2
· 1
2
· 1
2
· 1
2
=

1

16

Rozdelenie náhodnej premennej X teda je:

x 0 1 2 3 4
P(X = x) 1

2
1
4

1
8

1
16

1
16

(b) Distribučná funkcia je definovaná ako F (x) = P(X ≤ x), a teda

• pre x < 0 je
F (x) = 0

• pre 0 ≤ x < 1 je

F (x) = P(X = 0) =
1

2

• pre 1 ≤ x < 2 je

F (x) = P(X = 0) + P(X = 1) =
1

2
+

1

4
=

3

4

• pre 2 ≤ x < 3 je

F (x) = P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2) =
1

2
+

1

4
+

1

8
=

7

8

• pre 3 ≤ x < 4 je

F (x) = P(X = 0)+P(X = 1)+P(X = 2)+P(X = 3) =
1

2
+
1

4
+
1

8
+

1

16
=

15

16

• pre x ≥ 4 je

F (x) = P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2) + P(X = 3) + P(X = 4) = 1

Celkovo:

F (x) =



0 pre x < 0,
1
2

pre 0≤ x < 1,
3
4

pre 1 ≤ x < 2,
7
8

pre 2 ≤ x < 3,
15
16

pre 3 ≤ x < 4,

1 pre x ≥ 4.

Graf tejto funkcie je zobrazený na obrázku 2.
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Obr. 2: Distribučná funkcia náhodnej premennej

Pŕıklad 9. Podl’a štatist́ık dopravného podniku sa v električke nachádza aspoň
jeden čierny pasažier s pravdepodobnost’ou 0,1. To, či sa v eletričke čierny pasažier
nachádza, je nezávislé od ostatných električiek. Zistite, najmenej kol’ko električiek
muśı rev́ızor skontrolovat’, aby pravdepodobnost’, že nájde aspoň jedného čierneho
pasažiera, bola aspoň 0,9.

Riešenie. Pravdepodobnost’, že v jednej električke nie je žiadny čierny pasažier, je
1 − 0,1 = 0,9. Ak rev́ızor skontroluje n električiek, pravdepodobnost’, že nenájde
ani jedného čierneho pasažiera, je (vd’aka nezávislosti) rovná 0,9n. To znamená, že
pravdepodobnost’, že nájde aspoň jedného čierneho pasažiera, je 1− 0,9n. Hl’adáme
najmenšie n, pre ktoré je

1− 0.9n ≥ 0.9.

Riešime nerovnicu:

0.9n ≤ 0.1

n ln(0.9) ≤ ln(0.1)

n ≥ ln(0.1)

ln(0.9)
=̇ 21.86

Rev́ızor muśı skontrolovat’ aspoň 22 električiek.

Pŕıklad 10. Piati kamaráti, študenti, sa chystajú na výlet. Aby dostali zl’avu pri
návšteve hradu, potrebujú mat’ pri sebe preukaz študenti. Ten si každý z nich za-
budne s pravdepodobnost’ou 0,2, nezávisle od ostatných. Označme X náhodnú pre-
mennú, ktorá označuje, kol’ḱı si budú môct’ vd’aka preukazu študenta kúpit’ zl’avnenú
vstupenku.

(a) Nájdite pravdepodobnost’, že zl’avnenú vstupenku si kúpia všetci.

(b) Nájdite pravdepodobnost’, že zl’avnenú vstupenku si kúpia najviac dvaja.

(c) Nájdite stednú hodnotu počtu kúpených zl’avnených vstupeniek.
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Riešenie. Počet študentov s preukazom je náhodná premenná s binomickým roz-
deleńım, kde pravdepodonost’ úspechu p je pravdepodobnost’ toho, že študent bude
mat’ so sebou preukaz: X ∼ Bin(n = 5, p = 0.8). Teda

P(X = k) =

(
5

k

)
0.8k0.25−k, k ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}.

(a) To, že zl’avnenú vstupenku si kúpia všetci, znamená, že X = 5. Pravdepodob-
nost’ tejto udalosti je

P(X = 5) =

(
5

5

)
0.850.20 =̇ 0,328

(b) To, že zl’avnenú vstupenku si kúpia najviac dvaja, znamená, že X ≤ 2 Prav-
depodobnost’ tejto udalosti je

P(X ≤ 2) = P(X = 0) + P(X = 0) + P(X = 0)

=

(
5

0

)
0.800.25 +

(
5

1

)
0.810.24 +

(
5

2

)
0.820.23 =̇ 0,058.

(c) Stednú hodnotu počtu kúpených zl’avnených vstupeniek je stredná hodnota
náhodnej premennej X. Stredná hodnota náhodnej premennej s binomickým
rozdeleńım Bin(n, p) je n · p , čo je v našom pŕıpade 5 · 0,8 = 4.

Pŕıklad 11. Kniha bola vydaná v náklade 100 000 kusov. Pravdepodobnost’, že
je kniha chybne zviazaná, je 0,000 1. Kvalita väzby určitej knihy je nezávislý od
kvality ostatných. Pomocou aproximácie Poissonovým rozdeleńım vypoč́ıtajte prav-
depodobnost’, že v celom náklade bude najviac 5 chybne zviazaných kńıh.

Riešenie. Presné rozdelenie počtu chybne zviazaných kńıh je binomické s paramet-
rami n = 100 000, p = 0,000 1. Pretože n je vel’ké a p je malé, rozdelenie môžeme
aproximovat’ Poissonovým rozdeleńım s parametrom λ = n · p (stredná hodnota), v
našom pŕıpade λ = 100 000 · 0,000 1 = 10.

Pravdepodobnosti Poissonovho rozdelenia sú P(X = k) = e−λ λk

k!
, a teda hl’adaná

pravdepodobnost’ je

P(X ≤ 5) =
5∑

k=0

e−1010
k

k!

= e−10

(
100

0!
+

101

1!
+

102

2!
+

103

3!
+

104

4!
+

105

5!

)
=̇ 0,066

Pravdepodobnost’, že v celom náklade bude najviac 5 chybne zviazaných kńıh je
približne 0,066.

Pŕıklad 12. V lotérii sa predá vel’a tiketov a pravdepodobnost’, že výhry prvej ceny
je vel’mi malá. V priemere 2 krát za rok niektorý hráč vyhrá prvú cenu. Aká je
pravdepodobnost’, že počas roka nebude ani jeden takýto výherca?
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Riešenie. Ide o zriedkavú udalost’ (vel’a pokusov, malá pravdepodobnost’ úspechu),
preto počet výhercov prvej ceny za rok modelujeme Poissonovým rozdeleńım. Máme
zadanú strednú hodnotu.

Pravdepodobnosti Poissonovho rozdelenia sú P(X = k) = e−λ λk

k!
, pričom stredná

hodnota sa rovná λ. V našom pŕıpade je λ = 2 a zauj́ıma nás P(X = 0):

P(X = 0) = e−22
0

0!
= e−2 =̇ 0,1353.

Pravdepodobnost’, že počas roka nebude ani jeden výherca prvej ceny je približne
0,1353.
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3 Spojité náhodné premenné I. (všeobecné)

Pŕıklad 1. Nech X je spojitá náhodná premenná s hustotou

f(x) =
4

81
x3, x ∈ (0, 3),

a f(x) = 0 mimo tohto intervalu.

(a) Nájdite pravdepodobnost’, že X ≤ 2.

(b) Nájdite pravdepodobnost’, že X < 2.

(c) Nájdite pravdepodobnost’, že X ∈ (0, 1).

(d) Nájdite pravdepodobnost’, že X ∈ [0, 1].

Riešenie.

(a) Pravdepodobnost’ nájdeme pomocou integrálu:

P(X ≤ 2) =

∫ 2

−∞
f(x) dx =

∫ 2

0

4

81
x3 dx =

4

81

[
x4

4

]2
0

=
24

81
=

16

81
.

(b) Výpočet vedie k tonu istému integrálu ako v predchádzajúcom bode:

P(X < 2) =

∫ 2

−∞
f(x) dx =

∫ 2

0

4

81
x3 dx =

16

81
.

(c)

P(0 < X < 1) =

∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 1

0

4

81
x3 dx =

4

81

[
x4

4

]1
0

=
4

81
· 1
4
=

1

81
.

(d) Výpočet vedie k tonu istému integrálu ako v predchádzajúcom bode:

P(0 ≤ X ≤ 1) =

∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 1

0

4

81
x3 dx =

1

81
.

Pŕıklad 2. Nech Y je náhodná premenná, ktorej distribučná funkcia je na intervale
(−1, 1) daná predpisom

F (x) =


0, x ≤ −1,
1

4
(x+ 1)2, −1 < x < 1,

1, x ≥ 1.

Vypoč́ıtajte pravdepodobnosti:

(a) P(Y ≤ 0),
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(b) P(Y ≤ 2),

(c) P(Y > 0),

(d) P(Y ≥ 0),

(e) P
(
Y < 1

2

)
,

(f) P
(
Y ∈

(
−1

2
, 1
2

])
,

(g) P
(
Y ∈

(
−1

2
, 1
2

))
.

Riešenie.

(a) Podl’a defińıcie plat́ı F (a) = P(Y ≤ a), teda

P(Y ≤ 0) = F (0) =
1

4
.

(b) Analogicky:
P(Y ≤ 2) = F (2) = 1

(c) Udalost’ Y > 0 je komplementom k udalosti: Y ≤ 0, preto

P(Y > 0) = 1− P(Y ≤ 0) = 1− F (0) = 1− 1

4
=

3

4
.

(d) Ked’že máme spojitú náhodnú premennú, pravdepodobnost’, že nadobudne
jednu konkétnu hodnotu, je nulová. Preto

P(Y ≥ 0) = P(Y > 0) + P(Y = 0) = P(Y > 0).

čo sme vypoč́ıtali v predchádzajúcom bode, a teda

P(Y ≥ 0) =
3

4
.

(e)

P
(
Y < 1

2

)
= P

(
Y ≤ 1

2

)
= F

(
1

2

)
=

9

16
.

(f) Z defińıcie distribučnej funkcie F (a) = P(Y ≤ a) sme na prednáške odvodili,
že

F (b)− F (a) = P(Y ≤ b)− P(Y ≤ a) = P(a < Y ≤ b) = P(Y ∈ (a, b]),

a teda

P
(
Y ∈

(
−1

2
, 1
2

])
= F

(
1

2

)
− F

(
−1

2

)
=

9

16
− 1

16
=

1

2
.
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(g) Ked’že máme spojitú náhodnú premennú, pravdepodobnost’, že nadobudne
jednu konkétnu hodnotu, je nulová. Preto pravvdepodobnost’, že nadobudne
hodnotu z intervalov (a, b), [a, b], (a, b], [a, b) je rovnaká a rovná sa F (b)−F (a).
Teda

P
(
Y ∈

(
−1

2
, 1
2

))
= F

(
1

2

)
− F

(
−1

2

)
=

9

16
− 1

16
=

1

2
.

Pŕıklad 3. Čas (v hodinách) potrebný na doručenie baĺıka v meste záviśı od doprav-
nej situácie a od miesta na trase kuriéra, ktorý baĺıky doručuje. Nech X je náhodná
premenná označujúca čas doručenia baĺıka od okamihu jeho prevzatia kuriérom. Jej
distribučná funkcia je daná predpisom:

F (x) =



0, x ≤ 1,

(x− 1)2

4
, 1 < x ≤ 2,

1− (5− x)2

12
, 2 < x < 5,

1, x ≥ 5.

(a) Vypoč́ıtajte pravdepodobnost’, že doručenie potrvá najviac 2 hodiny.

(b) Vypoč́ıtajte pravdepodobnost’, že doručenie potrvá viac ako 3 hodiny.

(c) Vypoč́ıtajte pravdepodobnost’, že čas doručenia bude trvat’ viac ako 90 minút,
ale menej ako 4 hodiny.

(d) Odvod’te hustotu náhodnej premennej X.

(e) Vypoč́ıtajte strednú hodnotu E(X).

Riešenie. Prvé tri zadania riešime ako v predchádzajúcom pŕıklade:

(a)

P(X ≤ 2) = F (2) =
(2− 1)2

4
=

1

4
.

(b)

P(X > 3) = 1− F (3), F (3) = 1− (5− 3)2

12
= 1− 4

12
=

2

3

(c) 90 minút je 1,5 hodiny a vieme, že pracdepodobnost’ nadobudnutia hodnôt
medzi a a b je vždy F (b) − F (a) bez ohl’adu na to, či sa zahŕnajú aj krajné
body. Preto:

P(1,5 < X < 4) = F (4)− FX(1,5) =
11

12
− 1

16
=

41

48
.

Pokračujeme d’alej:
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(c) Hustota náhodnej premennej f(x) je deriváciou distribučnej funkcie:

f(x) = F ′(x) =


x− 1

2
pre 1 < x ≤ 2,

5− x

6
pre 2 < x < 5,

0 inak.

Na obr 3 je zobrazený graf distribučnej funkcie a hustoty

(d) Stredná hodnota E(X) spojitej náhodnej premennej sa poč́ıta ako E(X) =∫∞
−∞ xf(x)dx. V našom pŕıpade:

E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx

∫ 2

1

x
x− 1

2
dx+

∫ 5

2

x
5− x

6
dx

=

[
x3

6
− x2

4

]2
1

+

[
5x2

12
− x3

18

]5
2

=

(
8

6
− 4

4

)
−
(
1

6
− 1

4

)
+

(
125

12
− 125

18

)
−
(
20

12
− 8

18

)
=

8

3
.

Stredná hodnota času doručenia je 8
3
hodiny, teda 2 hodiny 40 minút

Pŕıklad 4. Vypoč́ıtajte strednú hodnotu náhodnej premennej X z pŕıkladu 1.

Riešenie. V tomto pŕıklade sme mali zadanú hustotu

f(x) =
4

81
x3, x ∈ (0, 3),

a f(x) = 0 mimo tohto intervalu. Takže ju len dosad́ıme do vzt’ahu E(X) =∫∞
−∞ xf(x)dx. Dostaneme:

E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx =

∫ 3

0

x
4

81
x3dx =

4

81

[
x5

5

]3
0

=
4 · 35

5 · 81
=

12

5
.

Pŕıklad 5. Vypoč́ıtajte strednú hodnotu náhodnej premennej Y z pŕıkladu 2.

Riešenie. V tomto pŕıklade sme mali zadanú distribučnú funkciu

F (x) =


0, x ≤ −1,
1

4
(x+ 1)2, −1 < x < 1,

1, x ≥ 1.

Z nej najskôr vypoč́ıtame hustotu a tú potom dosad́ıme do vzt’ahu E(Y ) =
∫∞
−∞ xf(x)dx.

Hustota je deriváciou distribučnej funkcie:

f(x) = F ′(x) =


1

2
(x+ 1), −1 < x < 1,

0, inak.
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Obr. 3: Distribučná funkcia a hustota

Stredná hodnota potom je

E(Y ) =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx =

∫ 1

−1

x
x+ 1

2
dx =

1

2

∫ 1

−1

(x2 + x) dx

=
1

2

[
x3

3
+

x2

2

]1
−1

=
1

2

[(
1

3
+

1

2

)
−
(
−1

3
+

1

2

)]
=

1

3
.

Pŕıklad 6.Vypoč́ıtajte disperziu náhodnej premennej Y z predchádzajúceho pŕıkladu.

Riešenie. Disperzia je
D(Y ) = E(Y 2)− (E(Y ))2,

pričom sme v predchádzajúcom pŕıklade vypoč́ıtali E(Y ) = 1
3
. Zostáva vypoč́ıtat’

E(Y 2), pričom využijeme hustotu odvodenú v predchádzajúcom pŕıklade.
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Vo všeobecnosti je E(Y 2) =
∫∞
−∞ x2 f(x) dx. V našom pŕıpade je to

E(Y 2) =

∫ ∞

−∞
x2 f(x) dx =

∫ 1

−1

x2 x+ 1

2
dx =

1

2

[
x4

4
+

x3

3

]1
−1

=
1

2

[(
1

4
+

1

3

)
−
(
1

4
− 1

3

)]
=

1

3
.

Disperzia teda je

D(Y ) = E(Y 2)− (E(Y ))2 =
1

3
−
(
1

3

)2

=
2

9
.

Pŕıklad 7. Vypoč́ıtajte strednú hodnotu a disperziu náhodnej premennej X s hus-
totou

f(x) =


2

5
|x| pre − 1 < x < 2,

0 inak,

ktorá je znázornená na obrázku 4.

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

f
(x
)

Obr. 4: Graf hustoty náhodnej premennej X

Riešenie. Stredná hodnota je

E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx =

2

5

∫ 2

−1

x|x| dx =
2

5

∫ 0

−1

x · (−x) dx+
2

5

∫ 2

0

x · x dx,

kde sme využili, že |x| = −x pre x ≤ 0 a |x| = x pre x ≥ 0. Vypoč́ıtame jednotlivé
integrály: ∫ 0

−1

x · (−x) dx = −
∫ 0

−1

x2 dx = −
[
x3

3

]0
−1

= −1

3
,∫ 2

0

x · x dx =

[
x3

3

]2
0

=
8

3
,
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a teda

E(X) =
2

5

∫ 0

−1

x · (−x) dx+
2

5

∫ 2

0

x · x dx =
2

5
·
(
−1

3

)
+

2

5
· 8
3
=

14

15
.

K výpočtu disperzie budeme potrebovat’ E(X2):

E(X2) =

∫ ∞

−∞
x2f(x) dx =

2

5

∫ 2

−1

x2|x| dx =
2

5

∫ 0

−1

x2 · (−x) dx+
2

5

∫ 2

0

x2 · x dx

= −2

5

∫ 0

−1

x3 dx+
2

5

∫ 2

0

x3 dx = −2

5

[
x4

4

]0
−1

+
2

5

[
x4

4

]2
0

=
2

20
+

32

20
=

17

10
.

Disperzia potom je

D(X) = E(X2)− (E(X))2 =
17

10
−
(
14

15

)2

=
373

450
.

Pŕıklad 8. Hrana kocky má náhodnú d́lžku X centimerov, pričom hustota náhodnej
premennej X je

f(x) =
1

2
x, x ∈ (0, 2),

a f(x) = 0 mimo tohto intervalu. Kocky sú vyrobené z hlińıka, ktorého hustota je
2,7 g/cm3. Nájdite

(a) strednú hodnotu a disperziu povrchu kocky,

(b) strednú hodnotu a disperziu objemu kocky,

(c) strednú hodnotu hmotnosti balenia, ktoré pozostáva z papierového vrecka s
hmotnost’ou 0,05 a piatich kociek,.

Riešenie. Stredná hodnota náhodnej premennej g(X), ak X má hustotu f je
E(g(X)) =

∫∞
−∞ g(x)f(x) dx. Napŕıklad sme poč́ıtali E(X2) =

∫∞
−∞ x2f(x) dx. Ana-

logicky sa dá vypoč́ıtat’ napr. E(X3), E(
√
X), E(eX), atd’.

(a) Povrch kocky s hranou X je S = 6X2.

E(S) = E(6X2) = 6E(X2).

Vypoč́ıtame E[X2]:

E(X2) =

∫ 2

0

x2 · 1
2
x dx =

1

2

∫ 2

0

x3 dx =
1

2

[
x4

4

]2
0

=
1

2
· 16
4

= 2.

Teda
E(S) = 6E(X2) = 6 · 2 = 12.

Disperzia je

D(S) = D(6X2) = 36D(X2) = 36
(
E(X4)− (E(X2))2

)
.
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Potrebujeme E(X4):

E(X4) =

∫ 2

0

x4 · 1
2
x dx =

1

2

∫ 2

0

x5 dx =
1

2

[
x6

6

]2
0

=
1

2
· 64
6

=
16

3
.

Teda

D(S) = 36
(
E(X4)− (E(X2))2 = 36

(
16

3
− 4

)
= 48.

(b) Výpočet pre objem je vel’mi podobný: Objem kocky je V = X3 a stredná
hodnota tohto objemu

E(V ) = E(X3) =

∫ 2

0

x3 · 1
2
x dx =

1

2

∫ 2

0

x4 dx =
1

2
· 32
5

=
16

5

Disperzia je
D(V ) = D(X3) = E(X6)− (E(X3))2.

Spoč́ıtame E(X6):

E(X6) =

∫ 2

0

x6 · 1
2
x dx =

1

2

∫ 2

0

x7 dx =
1

2

[
x8

8

]2
0

=
1

2
· 256

8
= 16.

Teda

D(V ) = 16−
(
16

5

)2

=
144

25
.

(c) Objemy piatich kociek sú V1, . . . , V5 a celkový objem hlińıka, z ktorého sú vyro-
bené, je V1+ · · ·+V5 centimetrov kubických. Jeden centimeter kubický hlińıka
váži podl’a zadania 2,7 gramov. Hmotnost’ všetkých piatich kociek potom je
2,7(V1 + · · ·+ V5) gramov a spolu s vreckom je hmotnost’ balenia

Y = 0,05 + 2,7(V1 + · · ·+ V5).

Stredná hodnota tejto hmotnosti je

E(Y ) = E (0,05 + 2,7(V1 + · · ·+ V5)) = 0,05 + 2,7 (E(V1) + · · ·+ E(V5))

= 0,05 + 2,7 · 5 · 16
5

= 43,25.

Stredná hodnota hmotnosti balienia je 43,25 gramov.

Pŕıklad 9. Uvažujme hustotu náhodnej premennej X z predchádzajúceho pŕıkladu:

f(x) =
1

2
x, x ∈ (0, 2),

a f(x) = 0 mimo tohto intervalu. Odvod’te postup, ako generovat’ realizácie náhodnej
premennej s týmto rozdeleńım, ak máme k dispoźıcii generátor náhodných č́ısel z
rovnomerného rozdelenia na intervale (0, 1)
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Riešenie. Univerzálny postup je taký, že generujeme realizácie náhodnej premennej
U s rovnomerným rozdeleńım na (0, 1) a dosadzujeme ich do inverznej funkcie k
distribučnej funkcii nášho rozdelenia. Teda naše hodnoty X budú X = F−1(U). To
znamená, že vyhovujú rovnosti U = F (X), z ktorej pre dané U vyjadŕıme X.

V našom pŕıpade máme zadanú hustotu (nie distribučnú funkciu), preto prvým
krokom bude nájdenie distribučnej funkcie F . Vo všeobecnosti je F (x) =

∫ x

−∞ f(t)dt,
takže pre našu hustotu f dostaneme:

• pre x ≤ 0: F (x) = 0

• pre x ∈ (0, 2);

F (x) =

∫ x

0

1

2
t dt =

1

2

[
t2

2

]x
0

=
x2

4

• pre x ≥ 2: F (x) = 1

Po vygenerovańı U z rovnomerného rozdelenia na (0, 1) hl’adáme také X ∈ (0, 2), že
F (X) = U . To znamená, že:

X2

4
= U,

X2 = 4U.

Tomuto vyhovujú dve hodnoty: ±
√
4U , naša však má byt’ kladná, takže zoberieme

X =
√
4U = 2

√
U.

Generovanie teda prebieha tak, že vygenerujeme hodnotu U z rovnomerného
rozdelenia na intervale (0, 1) a potom zoberieme 2

√
U .

Obr. 5: Generovanie náhodných č́ısel.

Poznámka. Pomocou tohto generátora si môžeme jednoducho skontrolovat’ výpočty
strednej hodnoty a disperziu povrchu a objemu kocky z predchádzajúceho pŕıkladu.
Vygenerujeme hrany kocky práve odvodeným postupom, vypoč́ıtame pŕıslušné po-
vrchy a objemy a zo źıskaných hodnôt odhadneme strednú hodnotu (priemerom)
a disperziu (výberovou disperziou). Výsledky sú na obrázku 6, vid́ıme, že sú vel’mi
bĺızke vypoč́ıtaným hodnotám.
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Obr. 6: Odhad strednej hodnoty a disperzie.

Pŕıklad 10. Odvod’te hustotu náhodnej premennej vyjadrujúcej povrch kocky, ak
je jej hrana náhodná s hustotou danou v predchádzajúcich dvoch pŕıkladoch.

Riešenie. Máme hustotu náhodnej premennej X v tvare

f(x) =
1

2
x pre x ∈ (0, 2),

a f(x) = 0 mimo tohto intervalu. Zauj́ıma nás hustota náhodnej premennej S =
6X2. Táto náhodná premenná môže nadobúdat’ iba hodnoty z intervalu (0, 6 · 22),
teda (0, 24). Mimo tohto intervalu je teda hustota fS(x) nulová. Na intervale (0, 24)
najskôr nájdeme distribučnú funkciu, jej zderivovańım dostaneme hustotu.

Označme f hustotu a F distribučnú funkciu náhodnej premennej X; fS hustotu
a FS distribučnú funkciu náhodnej premennej S. Potom pre x ∈ (0, 24):

FS(x) = P(S ≤ x) = P(6X2 ≤ x) = P
(
X2 ≤ x

6

)
(1)
= P

(
X ≤

√
x

6

)
(2)
= F

(√
x

6

)
,

kde rovnost’ (1) vyplýva z toho, že o náhodnej premennej X vieme, že nadobúda iba
kladné hodnoty a rovnost’ (2) vyplýva z defińıcie distribučnej funkcie. Derivujeme
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ako zloženú funkciu:

fS(x) = F ′
S(x) = F ′

(√
x

6

)
·
(√

x

6

)′

Jednotlivé členy sú:

• F ′ (√x
6

)
= f

(√
x
6

)
, lebo derivácia distribučnej funkcie je hustota

•
(√

x
6

)′
=
(√

x√
6

)′
= 1

2
√
6
√
x

Teda

fS(x) = f

(√
x

6

)
1

2
√
6
√
x
,

kde napokon dosad́ıme hustotu f náhodnej premennej X (všimnime si, že vd’aka
tomu, že x ∈ (0, 24), argument

√
x
6
je z intervalu (0, 2), na ktorom je f(x) = 1

2
x):

fS(x) =
1

2

√
x

6

1

2
√
6
√
x
=

1

24
pre x ∈ (0, 24).

Mimo tohto intervalu je hustota nulová.

Poznámka. Na obrázku 7 zobraźıme na kontrolu histogram vygenerovaných hodnôt
povrchu, vid́ıme, že zodpovedá vypoč́ıtanej hustote.

Obr. 7: Histogram hodnôt povrchu kocky - na porovnanie s vypoč́ıtanou hustotou.
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Pŕıklad 11. Odvod’te hustotu náhodnej premennej vyjadrujúcej objem kocky, ak
je jej hrana náhodná s hustotou danou v predchádzajúcich pŕıkladoch.

Riešenie. Máme hustotu náhodnej premennej X v tvare

f(x) =
1

2
x pre x ∈ (0, 2),

a f(x) = 0 mimo tohto intervalu. Zauj́ıma nás hustota náhodnej premennej V =
X3. Táto náhodná premenná môže nadobúdat’ iba hodnoty z intervalu (0, 8). Mimo
tohto intervalu je teda hustota fS(x) nulová. Na intervale (0, 8) najskôr nájdeme
distribučnú funkciu, jej zderivovańım dostaneme hustotu.

Označme f hustotu a F distribučnú funkciu náhodnej premennej X; fV hustotu
a FV distribučnú funkciu náhodnej premennej V . Potom pre x ∈ (0, 8):

FV (x) = P(V ≤ x) = P(X3 ≤ x) = P
(
X ≤ x

1
3

)
(1)
= F

(
x

1
3

)
,

kde rovnost’ (1) vyplýva z defińıcie distribučnej funkcie. Derivujeme ako zloženú
funkciu:

fV (x) = F ′
V (x) = F ′

(
x

1
3

)
·
(
x

1
3

)′
Jednotlivé členy sú:

• F ′
(
x

1
3

)
= f

(
x

1
3

)
, lebo derivácia distribučnej funkcie je hustota

•
(
x

1
3

)′
= 1

3
x− 2

3

Teda

fS(x) = f
(
x

1
3

)
· 1
3
x− 2

3 ,

kde napokon dosad́ıme hustotu f náhodnej premennej X (všimnime si, že vd’aka

tomu, že x ∈ (0, 8), argument x
1
3 je z intervalu (0, 2), na ktorom je f(x) = 1

2
x):

fS(x) =
1

2
x

1
3 · 1

3
x− 2

3 =
1

6
x− 1

3 pre x ∈ (0, 8).

Mimo tohto intervalu je hustota nulová.

Poznámka. Na obrázku 8 zobraźıme na kontrolu histogram vygenerovaných hodnôt
objemu, do ktorého pridáme vypoč́ıtanú hustotu - vid́ıme, že sú podobné.

Pŕıklad 12. Odvod’te postup generovania náhodných č́ısel z rozdelenia daného hus-
totou

f(x) =

{
3x2, pre x ∈ (0, 1),

0, inak.

ak máme k dispoźıcii generátor náhodných č́ısel z rovnomerného rozdelenia na in-
tervale (0, 1).
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Obr. 8: Histogram hodnôt objemu kocky a porovnanie s vypoč́ıtanou hustotou
(červená čiara).

Riešenie. Pripomeňme si univerzálny postup: generujeme realizácie náhodnej pre-
mennej U s rovnomerným rozdeleńım na (0, 1) a dosadzujeme ich do inverznej
funkcie k distribučnej funkcii nášho rozdelenia. Teda naše hodnoty X budú X =
F−1(U). To znamená, že vyhovujú rovnosti U = F (X), z ktorej pre dané U vy-
jadŕıme X.

V našom pŕıpade máme zadanú hustotu (nie distribučnú funkciu), preto prvým
krokom bude nájdenie distribučnej funkcie F . Vo všeobecnosti je F (x) =

∫ x

−∞ f(t)dt,
takže pre našu hustotu f dostaneme:

• pre x ≤ 0: F (x) = 0

• pre x ∈ (0, 1);

F (x) =

∫ x

0

3t2 dt = 3

[
t3

3

]x
0

= x3

• pre x ≥ 1: F (x) = 1

Po vygenerovańı U z rovnomerného rozdelenia na (0, 1) hl’adáme také X ∈ (0, 1), že
F (X) = U . To znamená, že:

X3 = U,

X = U
1
3 .
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Generovanie teda prebieha tak, že vygenerujeme hodnotu U z rovnomerného
rozdelenia na intervale (0, 1) a potom zoberieme U

1
3 .

Pŕıklad 13. Odvod’te postup generovania náhodných č́ısel z rozdelenia daného dis-
tribučnou funkciou

F (x) =

{
0 pre x < 0,

1− e−(
x
2 )

4

pre x ≥ 0.

ak máme k dispoźıcii generátor náhodných č́ısel z rovnomerného rozdelenia na in-
tervale (0, 1).

Riešenie. Tentokrát máme zadanú priamo distribučnú funkciu. Teda po vygenero-
vańı U z rovnomerného rozdelenia na (0, 1) hl’adáme také X ≥ 0, že F (X) = U . To
znamená, že:

1− e−(
x
2 )

4

= U,

e−(
x
2 )

4

= 1− U,

−
(x
2

)4
= ln(1− U),

x4 = −24 ln(1− U).

Ked’že hl’adáme X ≥ 0, vyhovuje len X = 2 (− ln(1− U))
1
4 .

Generovanie teda prebieha tak, že vygenerujeme hodnotu U z rovnomerného
rozdelenia na intervale (0, 1) a potom zoberieme X = 2 (− ln(1− U))1/4.
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4 Spojité náhodné premenné II. (konkrétne roz-

delenia: rovnomerné, exponenciálne)

Pŕıklad 1. Budovy v meste majú štvorcový pôdorys, pričom strana štvorca má
rovnomerné rozdelenie na intervale (6, 15).

(a) Vypoč́ıtajte strednú hodnotu plochy budovy.

(b) Nájdite hustotu plochy plochy budovy.

Riešenie. Strana štvorca X má rovnomerného rozdelenie na intervale (6, 15), teda
jej hustota je

f(x) =

{
1
9

pre x ∈ (6, 15),

0 inak.

(a) Plocha budovy je X2, teda jej stredná hodnota je

E(X2) =

∫ ∞

−∞
x2f(x)dx =

∫ 15

6

x21

9
dx =

1

9

[
x3

3

]15
6

=
3159

27
= 117.

Iný postup: Stredná hodnota náhodnej premennej s rovnomerným rozde-
leńım na intervale je stred toho intervalu, teda E(X) = 21

2
. Vo vzorcovńıku

nájdeme vzt’ah pre disperziu tohto rozdelenia: D(X) = (15−6)2

12
= 81

12
= 27

4
.

Teraz zo vzorca pre disperziu D(X) = E(X2) − (E(X))2 vyjadŕıme hl’adanú
hodnotu:

E(X2) = D(X) + (E(X))2 =
27

4
+

(
21

2

)2

=
468

4
= 117

(b) Plocha nadobúda hodnoty z intervalu (36, 225), teda mimo tohto intervalu je
jej hustota nulová. Na intervale (36, 225) nájdeme distribučnú funkciu a jej
derivovańım hustotu.

Označme F distribučnú funkciu strany štvorca X a f jej hustotu. Plochu
označ́ıme Y , jej distribučnú funkciu FY a hustotu fY . Pre x ∈ (36, 225) je:

FY (x) = P(Y ≤ x) = P(X2 ≤ x)
(1)
= P(X ≤

√
x)

(2)
= F (

√
x).

Derivujeme:

fY (x) = F ′
Y (x)

(3)
= F ′(

√
x)(

√
x)′

(4)
= f(

√
x)

1

2
√
x
=

1

9 · 2
√
x
=

1

18
√
x

Vysvetlenie krokov:

(1) Využili sme, že X aj x sú kladné, vtedy X2 ≤ x ⇐⇒ X ≤
√
x

(2) Defińıcia distribučnej funkcie.
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(3) Výsledný výraz z predchádzajúceho riadku derivujeme ako zloženú fun-
kciu.

(4) Derivácia distribučnej funkcie F je hustota f .

Teda hustota plochy domu je

fY (x) =


1

18
√
x

pre x ∈ (36, 225),

0 inak.

Všimnime si, že pomocou hustoty fY by sme integrovańım mohli nájst’ strednú
hodnotu E(Y ) požadovanú v predchádzajúcom bode zadania. V pŕıpade, že
máme vypoč́ıtat’ len strednú hodnotu však máme aj kratšie postupy, ktoré sme
videli v riešeńı časti (a).

Pŕıklad 2. Výška škody má rovnomerné rozdelenie na intervale (0, 10). Poistenie má
spolúčast’ 2, čo znamená, že ak škoda túto hodnotu nedosiahne, poist’ovňa nevyplat́ı
nič a ak je škoda vyššia, poist’ovňa vyplat́ı výšku škody zńıženú o 2. Aká je stredná
hodnoty platby, ktorú poist’ovňa vyplat́ı?

Riešenie. Nech X je výška škody, potom výplata poist’ovne Y je pomocou X vy-
jadrená nasledovne:

Y = g(X) =

{
X − 2, pre X ∈ (2, 10)

0, inak.

Náhodná premenná X má hustotu

f(x) =
1

10
, 0 < x < 10.

Stredná hodnota platby poist’ovne Y je

E(Y ) =

∫ ∞

−∞
g(x)f(x) dx

(1)
=

∫ 10

0

g(x)
1

10
dx

kde sme v kroku (1) dosadili hustotu f . Teraz rozdeĺıme integrál podl’a defińıcie
funkcie g:

E(Y ) =

∫ 2

0

0 · 1

10
dx+

∫ 10

2

(x− 2) · 1

10
dx =

1

10

∫ 10

2

(x− 2) dx

=
1

10

[
x2

2
− 2x

]10
2

=
32

10
= 3,2.

Stredná hodnota platby poist’ovne je 3,2.

Pŕıklad 3. Uvažujme situáciu z predchádzajúceho pŕıkladu. Ako má poist’ovňa
nastavit’ spoluúčast’, aby stredná hodnoty platby, ktorú vyplat́ı, bola 3?
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Riešenie. Budeme postupovat’ úplne analogicky ako v predchádzajúcom pŕıklade,
len výška spoluúčasti bude parameter a ∈ (0, 10). Výsledná stredná hodnota vypla-
tenej sumy bude závisiet’ od a, a nakoniec zist́ıme, pri akej hodnote tohto parametra
to bude požadovaná hodnota 3.

Nech X je výška škody, potom výplata poist’ovne Y je pomocou X vyjadrená
nasledovne:

Y = g(X) =

{
X − a, pre X ∈ (a, 10)

0, inak.

Náhodná premenná X má hustotu

f(x) =
1

10
, 0 < x < 10.

Stredná hodnota platby poist’ovne Y je

E(Y ) =

∫ ∞

−∞
g(x)f(x) dx

(1)
=

∫ 10

0

g(x)
1

10
dx

kde sme v kroku (1) dosadili hustotu f . Teraz rozdeĺıme integrál podl’a defińıcie
funkcie g:

E(Y ) =

∫ a

0

0 · 1

10
dx+

∫ 10

a

(x− a) · 1

10
dx =

1

10

∫ 10

a

(x− a) dx

=
1

10

[
x2

2
− ax

]10
a

=
1

10

(
50− 10a+

a2

2

)
= 5− a+

a2

20
.

Stredná hodnota platby poist’ovne je 5− a+ a2

20
. Riešime teda rovnicu

5− a+
a2

20
= 0,

a2

20
− a+ 2 = 0,

a2 − 20a+ 40 = 0.

Táto kvadratická rovnica má dva korene:

a1,2 =
20±

√
240

2
=

20±
√
16 · 15
2

=
20± 4

√
15

2
= 10± 2

√
15

Naša hl’adaná hodnota spoluúčasti však muśı byt’ menšia ako 10, takže poist’ovňa ju
muśı nastavit’ na hodnotu

a = 10− 2
√
15 =̇ 2,254.

Pŕıklad 4. Nech polomer gulôčky v centrimetroch má rovnomerné rozdelenie na
intervale (1, 2). Odvod’te distribučnú funkciu jej objemu. (Objem gule s polomerom
R je V = 4

3
πR3.)
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Riešenie. Polomer R má rovnomerné rozdelenie na intervale (1, 2), nech V = 4
3
πR3

je jej objem. Objem nadobudne hodnoty z intervalu (4
3
π · 8, 4

3
π · 8), teda pre x ≤ 4

3
π

je FV (x) = 0 a pre x ≥ 32
3
π je FV (x) = 1.

Pre x ∈
(
4
3
π, 32

3
π
)
je:

FV (x) = P(V ≤ x) = P
(4
3
πR3 ≤ x

)
= P

(
R ≤ 3

√
3x

4π

)
= FR

(
3

√
3x

4π

)
,

kde FR je distribučná funkcia R. Všimnime si, že argument 3

√
3x
4π

je presne z intervalu

(1, 2), teda z oboru hodnôt R.
O náhodnej premennej R vieme, že má rovnomerné rozdelenie na na intervale

(1, 2), a teda má hustotu
fR(x) = 1, 1 < x < 2.

Nájdeme jej distribučnú funkciu FR(x) =
∫ x

−∞ fR(t)dt pre x ∈ (1, 2):

FR(x) =

∫ x

−∞
fR(t)dt =

∫ x

1

1 dt = x− 1.

Teda na sledovanom intervale je

FV (x) = FR

(
3

√
3x

4π

)
=

3

√
3x

4π
− 1

a celkovo

FV (x) =


0 pre x ≤ 4π

3
,

3

√
3x
4π

− 1 pre 4π
3
< x < 32π

3
,

1 pre x ≥ 32π
3
.

Pŕıklad 5. Predpokladajme, že počet bodov z ṕısomky je náhodná premenná s rov-
nomerným rozdeleńım na intervale1 (0, 20). Ṕısomku ṕısalo n študentov, ich výsledky
môžeme považovat’ za nezávislé. Odvod’te hustou:

(a) minimálneho počtu bodov z ṕısomky,

(b) maximálneho počtu bodov z ṕısomky.

Riešenie. Nech Xi pre i = 1, 2, . . . , n je Xi (0, 20). To znamená, že P(Xi ≤ a) = a
20

(a) Nech Y = min(X1, . . . , Xn). Hodnoty, ktoré môže nadobudnút’, sú z intervalu
(0, 20). Distribučná funkcia tohto minima je pre y ∈ (0, 20) rovná:

FY (y) = P(Y ≤ y)
(1)
= 1− P(Y > y)

(2)
= 1− P(X1 > y, . . . , Xn > y)

(3)
= 1− P(X1 > y) . . .P(Xn > y)

(4)
= 1−

(
1− y

20

)n
.

Vysvetlenia vyznačených úprav:

1To znamená, že je možné źıskat’ l’ubovol’ný, aj neceloč́ıselný počet bodov.
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(1) Pravdepodobnost’ komplementu.

(2) Nerovnost’ Y > y znamená, že minimum je väčšie ako y. To je ekviva-
lentné s tým, že všetky hodnoty sú väčšie ako y, teda X1 > y, . . . , Xn > y.

(3) Xi sú zo zadania nezávislé, takže P(X1 > y, . . . , Xn > y) = P(X1 >
y) . . .P(Xn > y)

(4) Ako sme uviedli na začiatku, P(Xi ≤ y) = y
20
. Tu potrebujeme komple-

ment.

Hustotu teraz źıskame derivovańım tejto distribučnej funkcie. Pre y ∈ (0, 20)
je

fY (y) = F ′
Y (y) = n

(
1− y

20

)n−1 1

20

a celkovo

fY (y) =

{
n
20

(
1− y

20

)n−1
pre y ∈ (0, 20),

0 inak.

(b) Nech Z = max(X1, . . . , Xn). Hodnoty, ktoré môže nadobudnút’, sú z intervalu
(0, 20). Distribučná funkcia tohto maxima je pre z ∈ (0, 20) rovná:

FZ(z) = P(Z ≤ z)
(1)
= P(X1 ≤ z, . . . , Xn ≤ z)

(2)
= P(X1 ≤ z) . . .P(Xn ≤ z)

(3)
=
( z

20

)n
(1)

Vysvetlenia vyznačených úprav:

(1) Nerovnost’ Z ≤ z znamená, že maximum je menšie alebo rovné z. To
je ekvivalentné s tým, že všetky hodnoty sú menšie alebo rovné z, teda
X1 ≤ y, . . . , Xn ≤ y.

(2) Xi sú zo zadania nezávislé, takže P(X1 ≤ y, . . . , Xn ≤ y) = P(X1 ≤
y) . . .P(Xn ≤ y)

(3) Ako sme uviedli na začiatku, P(Xi ≤ z) = z
20
.

Hustotu teraz źıskame derivovańım tejto distribučnej funkcie. Pre z ∈ (0, 20)
je

fZ(z) = F ′
Z(z) = n

( z

20

)n−1

· 1

20

a celkovo

fZ(z) =

 n
20

(
z
20

)n−1

pre z ∈ (0, 20),

0 inak.

Pŕıklad 6.Nájdite strednú hodnotu maximálneho počtu bodov z ṕısomky z predchádzajúceho
pŕıkladu. Čomu sa rovná limita, ked’ počet študentov rastie do nekonečna?
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Riešenie. Poč́ıtame integrál:

E(Z) =

∫ ∞

−∞
zfZ(z) dz =

∫ 20

0

z · n

20

( z

20

)n−1

dz =
n

20n

∫ 20

0

zn dz

=
n

20n

[
zn+1

n+ 1

]20
0

=
n

20n
· 20

n+1

n+ 1
=

20n

n+ 1
. (2)

Ak n → ∞, tak n
n+1

→ 1, a teda

lim
n→∞

E(Z) = lim
n→∞

20n

n+ 1
= 20.

To má prirodzenú interpretáciu - ak ṕısomku ṕı̌se vel’a študentov a výsledky majú
rovnomerné rozdelenie, očakávaná hodnota najlepšej ṕısomky sa približuje k ma-
ximálnemu možnému počtu bodov.

Pŕıklad 7. Nech T je čas medzi pŕıchodmi zákazńıkov do predajne v minútach.
Predpokladajme, že má exponenciálne rozdelenie so strednou hodnotou 5 minút.
Práve prǐsiel zákazńık.

(a) Aká je pravdepodobnost’, že d’aľśı zákazńık pŕıde až po viac ako 10 minútach?

(b) Aký je čas, do ktorého pŕıde d’aľśı zákazńık s pravdepodobnost’ou 90 percent?

(c) Prešlo 8 d’aľśıch minút a zákazńık ešte neprǐsiel. Aká je pravdepodobnost’, že
naňho budeme čakat’ viac ako 10 d’aľśıch minút?

Riešenie. Hustota exponenciálneho rozdelenia je fT (t) = λ e−λt pre t > 0 a jeho
stredná hodnota je 1

λ
. Teda v našom pŕıpade je λ = 1

5
= 0,2. Aby sme nemuseli

integrovat’ hustotu v každej otázke, sprav́ıme to na začiatku všeobecne a odvod́ıme
si distribučnú funkciu. Pre t > 0 je

F (t) = P(T ≤ t) =

∫ t

−∞
f(x)dx =

∫ t

0

λe−λxdx = λ

[
e−λx

−λ

]t
0

= 1− e−λt.

V našom pŕıpade teda
F (t) = 1− e−0,2t pre t > 0.

(a) To, že d’aľśı zákazńık pŕıde až po viac ako 10 minútach, znamená, že čas čakania
je väčš́ı ako 10:

P(T > 10) = 1− P(T ≤ 10) = 1− F (10) = e−0,2·10 = e−2 =̇ 0,135

Pravdepodobnost’, že d’aľśı zákazńık pŕıde až po viac ako 10 minútach, je 0,135.

(b) Hl’adáme t také, že FT (t) = 0,9:

1− e−0,2t = 0,9

e−0,2t = 0,1

t = − ln(0,1)

0,2
=̇ 11,51

S 90-percentnou pravdepodobnost’ou pŕıde d’aľśı zákazńık do 11,51 minút.
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(c) Prešlo 8 d’aľśıch minút a zákazńık ešte neprǐsiel, teda T > 8 To, že naňho bu-
deme čakat’ viac ako 10 d’aľśıch minút, znamená, že medzi pŕıchodmi zákazńıkov
bude viac ako 18 minút, teda T > 18. Hl’adáme teda podmienenú pravdepo-
dobnost’ toho, že T > 18, ak vieme, že T > 8:

P(T > 18 | T > 8)
(1)
=

P(T > 18, T > 8)

P(T > 8)

(2)
=

P(T > 18)

P(T > 8)

(3)
=

1− P(T ≤ 18)

1− P(T ≤ 8)

(4)
=

1− F (18)

1− F (8)

(5)
=

e−0,2·18

e−0,2·8 = e−0,2·10 = e−2 =̇ 0,135

Vysvetlenia:

(1) defińıcia podmienenej pravdepodobnosti

(2) to, že súčasne plat́ı T > 18 aj T > 8 sa dá zjednodušit’ na splnenie
podmienky T > 18

(3) komplementy

(4) defińıcia distribučnej funkcie

(5) dosadenie našej distribučnej funkcie

Pravdepodobnost’, že budeme čakat’ viac ako 10 d’aľśıch minút, je 0,135.

Poznámka. Všimnime si, že v časti (c) vyšla rovnaká hodnota pravdepodobnosti
ako v časti (a). Ide o charakteristickú vlastnost’ exponenciálneho rozdelenia: ak čas
čakania modelujeme týmto rozdeleńım, tak to, kol’ko sme čakali doteraz, nemá vplyv
na pravdepodobnosti čakania v budúcnosti. Tejto vlastnosti sa hovoŕı

”
rozdelenie

bez pamäte“.

Pŕıklad 8. Predokladajme, pŕıstroj obsahuje n čast́ı, životnost’ každej z nich má
exponenciálne rozdelenie s rovnakou strednou hodnodou λ a tieto životnosti sú
nezávislé. Pŕıstroj sme ho práve zložili z nových funkčných čast́ı. Nájdite hustotu
doby fungovania pŕıstroja v nasledujúcich dvoch pŕıpadoch:

(a) Pŕıstroj prestane fungovat’, ak prestane fungovat’ niektorá jeho čast’ (teda na
jeho fungovanie sú potrebné všetky časti).

(b) Pŕıstroj funguje, ak funguje aspon jedna jeho čast’.

Riešenie.OznačmeX1, . . . , Xn životnosti čast́ı pŕıstroja. V predchádzajúcom pŕıklade
sme odvodili distribučnú funkciu - pre x > 0 plat́ı P(Xi ≤ x) = 1− e−λx.

V prvom uvažovanom pŕıpade je životnost’ pŕıstroja rovná Y = min(X1, . . . , Xn),
v druhom pŕıpade Z = max(X1, . . . , Xn). Máme teda nájst’ hustoty týchto dvoch
náhodných premenných. Oplat́ı sa porovnat’ postup riešenia s pŕıkladom 5, kde
sme poč́ıtali rozdelenia minima a maxima z náhodných premenných s rovnomerným
rozdeleńım.
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(a) Máme Y = min(X1, . . . , Xn). Hodnoty, ktoré môže nadobudnút’, sú kladné
č́ısla. Distribučná funkcia tohto minima je pre y > 0 rovná:

FY (y) = P(Y ≤ y)
(1)
= 1− P(Y > y)

(2)
= 1− P(X1 > y, . . . , Xn > y)

(3)
= 1− P(X1 > y) . . .P(Xn > y)

(4)
= 1−

(
e−λy

)n
= 1− e−nλy.

Vysvetlenia vyznačených úprav:

(1) Pravdepodobnost’ komplementu.

(2) Nerovnost’ Y > y znamená, že minimum je väčšie ako y. To je ekviva-
lentné s tým, že všetky hodnoty sú väčšie ako y, teda X1 > y, . . . , Xn > y.

(3) Xi sú zo zadania nezávislé, takže P(X1 > y, . . . , Xn > y) = P(X1 >
y) . . .P(Xn > y)

(4) Vieme, že P(Xi ≤ y) = F (y) = 1− e−λy. Tu potrebujeme komplement.

Hustotu teraz źıskame derivovańım tejto distribučnej funkcie. Pre y > 0 je

fY (y) = F ′
Y (y) = nλ e−nλy

a celkovo

fY (y) =

{
nλ e−nλy pre y > 0,

0 inak.

Všimnime si, že nám vyšla hustota exponenciálneho rozdelenia s parametrom
nλ.

(b) Nech Z = max(X1, . . . , Xn). Hodnoty, ktoré môže nadobudnút’, sú kladné č́ısla.
Distribučná funkcia tohto maxima je pre z > 0 rovná:

FZ(z) = P(Z ≤ z)
(1)
= P(X1 ≤ z, . . . , Xn ≤ z)

(2)
= P(X1 ≤ z) . . .P(Xn ≤ z)

(3)
=
(
1− e−λz

)n
(3)

Vysvetlenia vyznačených úprav:

(1) Nerovnost’ Z ≤ z znamená, že maximum je menšie alebo rovné z. To
je ekvivalentné s tým, že všetky hodnoty sú menšie alebo rovné z, teda
X1 ≤ y, . . . , Xn ≤ y.

(2) Xi sú zo zadania nezávislé, takže P(X1 ≤ y, . . . , Xn ≤ y) = P(X1 ≤
y) . . .P(Xn ≤ y)

(3) Ako sme uviedli na začiatku, P(Xi ≤ z) = 1− e−λz.

Hustotu teraz źıskame derivovańım tejto distribučnej funkcie. Pre z > 0 je

fZ(z) = F ′
Z(z) = n

(
1− e−λz

)n−1

· λe−λz

a celkovo

fZ(z) =

n
(
1− e−λz

)n−1

· λe−λz pre z > 0,

0 inak.
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Pŕıklad 9. Dokážte, že ak U má rovnomerné rozdelenie na intervale (0, 1), tak
X = − ln(U) má exponenciálne rozdelenie so strednou hodnotou 1.

Riešenie. Ked’že U je z intervalu (0, 1), logaritmus ln(U) je definovaný (nestane
sa, že by sme mali robit’ logaritmus z nuly alebo zo záporného č́ısla) a je záporný.
Hodnota − ln(U) je teda kladná. Nájdeme jej distribučnú funkciu FX a následne
hustotu fX pre x > 0:

FX(x) = P(X ≤ x) = P(− ln(U) ≤ x) = P(ln(U) ≥ −x) = P(U ≥ e−x) = 1−P(U < e−x).

Pre náhodnú premennú U s rovnomerným rozdeleńım na (0, 1) plat́ı P(U < y) = y
pre y ∈ (0, 1), a teda

P(U < e−x) = e−x.

Pre distribučnú funkciu FX teda máme

FX(x) = 1− e−x prex > 0.

Jej derivovańım dostaneme hustotu

fX(x) = F ′
X(x) = e−x prex > 0,

čo je hustota exponenciálneho rozdelenia s parametrom λ. Stredná hodnota expo-
nenciálneho rozdelenia je vo všeobecnosti 1

λ
, v našom pŕıpade je to 1. To znamená,

že fX je hustota exponenciálneho rozdelenia so strednou hodnotou 1, čo sme mali
dokázat’.

Pŕıklad 10. Budeme generovat’ náhodné č́ısla X s exponeciálnym rozdeleńım s pa-
rametrom λ a dosadzovat’ ich do distribučnej funkcie tohto rozdelenia. Teda vzniknú
náhodné č́ısla Y = 1− e−λX . Aké majú pravdepodobnostné rozdelenie

Riešenie. Realizácie náhodnej premennej X sú kladné, takže hodnoty e−λX budú
z intervalu (0, 1) a tiež hodnoty Y = 1− e−λX budú z intervalu (0, 1). Pre y ∈ (0, 1)
nájdeme distribučnú funkciu a hustotu náhodnej premenej Y (mimo tohto intervalu
bude hustota nulová)

FY (y) = P(Y ≤ y) = P(1− e−λX ≤ y) = P(e−λX ≥ 1− y) = P(−λX ≥ ln(1− y))

= P
(
X ≤ −1

λ
ln(1− y)

)
= FX

(
−1

λ
ln(1− y)

)
. (4)

Vieme, že pre x > 0 je FX(x) = 1− e−λx, a teda

FY (y) = 1− e−λ·(− 1
λ
ln(1−y)) = 1− eln(1−y) = 1− (1− y) = y.

Hustota potom je
fY (y) = F ′

Y (y) = 1 pre x ∈ (0, 1),

čo je hustota rovnomerného rozdelenia na intervale (0, 1). Uvedeným postupom teda
generujeme náhodné č́ısla s rovnomerným rozdeleńım na intervale (0, 1).
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5 Spojité náhodné premenné III. (normálne roz-

delenie)

Pŕıklad 1. Na obrázku 9 sú hustoty nasledovných štyroch normálnych rozdeleńı:
N (2, 1),N (−1, 1),N (2, 1

2
),N (−1, 1

2
). Prirad’te rozdelenia ku grafom hustôt.

Obr. 9: Normálne rozdelenie

Riešenie. Normálne rozdelenie sa zapisuje v tvare N (µ, σ2), kde µ je stredná hod-
nota a σ2 je disperzia. Graf hustoty je symetrický, takže µ je hodnota, okolo ktorej
je hustota symetrická. Teda grafy A, B zodpovedajú µ = 2 a grafy C, D zodpove-
dajú µ = −1. Disperzia znamená rozptýlenost’, väčšia disperzia znamená väčšiu
rozptýlenost’ hodnôt. Takže A je N (2, 1), B je N (2, 1

2
), C je N (−1, 1

2
) a D je

N (−1, 1).

Pŕıklad 2.NechX má normálne rozdelenieN (2, 1). Ktoré z nasledujúcich náhodných
premenných majú tiež normálne rozdelenie? Určte ich strednú hodnotu a disperziu:

Y1 = 1 +X2, Y2 = −1 + 3X, , Y3 = 1− 2X, Y4 = e2X .

Riešenie. Normálne rozdelenie sa zachováva pri transformácii aX+b, takže Y2 a Y3

majú normálne rozdelenie. Y1 a Y4 nevyhovujú už kvôli tomu, že môžu nadobúdat’

len kladné hodnoty.
Pre Y2 dostaneme:

E(Y2) = E(−1 + 3X) = −1 + 3 · E(X) = −1 + 3 · 2 = 5,

D(Y2) = D(−1 + 3X) = D(3X) = 32 · D(X) = 32 · 1 = 9,

teda Y2 ∼ N (5, 9).
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Podobne pre Y3:

E(Y3) = E(1− 2X) = 1− 2 · E(X) = 1− 2 · 2 = −3,

D(Y3) = D(1− 2X) = D(−2X) = (−2)2 · D(X) = (−2)2 · 1 = 4,

teda Y3 ∼ N (−3, 4).

Pŕıkad 2. Vyjadrite nasledovné pravdepodobnosti pomocou distribučnej funkcie
normalizovaného normálneho rozdelenia (teda N (0, 1)), ktorú označ́ıme Φ:

(a) P(X > 3), ak X ∼ N (1, 2)

(b) P(X ≥ 2), ak X ∼ N (0, 4)

(c) P(1 < X ≥ 3), ak X ∼ N (1, 2)

(d) P(|X − 1| ≥ 2), ak X ∼ N (2, 3)

Riešenie. Výpočty sú založené na normalizácii: Ak X má normálne rozdelenie
N (µ, σ2), tak

X − µ

σ
∼ N (0, 1).

(a) Máme X ∼ N (1, 2), takže X−1√
2

∼ N (0, 1). Preto:

P(X > 3) = P
(
X − 1√

2
>

3− 1√
2

)
= 1− P

(
X − 1√

2
≤ 3− 1√

2

)
= 1− Φ

(
2√
2

)
.

(b) Máme X ∼ N (0, 4), takže X−0√
4

∼ N (0, 1). Preto:

P(X ≥ 2) = P
(
X − 0

2
≥ 2− 0

2

)
= 1− P

(
X − 0

2
<

2− 0

2

)
= 1− Φ(1),

kde sme navyše využili, že pre spojitú náhodnú premennú Y je P(Y < a) =
P(Y ≤ a).

(c) Máme X ∼ N (1, 2), takže X−1√
2

∼ N (0, 1). Preto:

P(1 < X ≤ 3) = P
(
1− 1√

2
<

X − 1√
2

≤ 3− 1√
2

)
= Φ

(
2√
2

)
−Φ(0) = Φ

(
2√
2

)
−1

2
,

kde sme v poslednej rovnosti využili, že Φ(0) = P(N (0, 1) ≤ 0) = 1
2

(d) Máme X ∼ N (2, 3), takže X−2√
3

∼ N (0, 1). Preto:

P(|X − 1| ≥ 2) = P(X ≤ −1) + P(X ≥ 3)

= P
(
X − 2√

3
≤ −1− 2√

3

)
+ P

(
X − 2√

3
≥ 3− 2√

3

)
= Φ

(
−3√
3

)
+ 1− Φ

(
1√
3

)
.
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Pŕıklad 3. Nech náhodná premenná X má normálne rozdelenie N (µ, σ2). Dokážte,
že pravdepodobnost’ toho, žeX sa od strednej hodnoty ĺı̌si o menej ako k štandardných
ochýliek, nezáviśı od parametrov µ, σ2.

Riešenie. Nech náhodná premenná X má normálne rozdelenie N (µ, σ2). Budeme
poč́ıtat’ pravdepodobnost’ P(|X−µ| < kσ), kde k > 0, kýn sa nedostaneme k výrazu,
ktorý neobsahuje parametre µ, σ2:

P(|X − µ| < kσ) = P(−kσ < X − µ < kσ)

Náhodná premenná X − µ (0, σ2), takže pomocou normalizácie dostaneme

P(|X−µ| < kσ) = P
(
−kσ

σ
<

X − µ

σ
<

kσ

σ

)
= P(−k <

X − µ

σ
< k) = Φ(k)−Φ(−k).

Vid́ıme, že poč́ıtaná pravdepodobnost’ záviśı len od k, a nie od µ, σ2.

Poznámka. Konkrétne numerické hodnoty pre k = 1, 2, 3 sú všeobecne známe:

• V intervale µ± 1σ je približne 68 percent hodnôt.

• V intervale µ± 2σ je približne 95 percent hodnôt.

• V intervale µ± 3σ je približne 99,7 percent hodnôt.

Výpočet je na obrázku 10. Výsledok Φ(k) − Φ(−k) je upravený pomocou rovnosti
Φ(−k) = 1− Φ(k), ktorá vyplýva zo symetrie hustoty, vd’aka ktorej je P(N (0, 1) >
x) = P(N (0, 1) < −x).

Obr. 10: Výpočet podielu hodnôt v intervale pre normálne rozdelenie.

Pŕıklad 4. Uvažujme dva výrobné procesy:

• X1 je čas výroby súčiastky A, jeho rozdelenie je X1 ∼ N (10, 16)

• X2 je čas výroby súčiastky B, jeho rozdelenie je X2 ∼ N (12, 9)
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Predpokladáme, že X1 a X2 sú nezávislé. Pri výrobe súčiastky B, ktorá je finálnym
produktom, je však potrebná súčiastka A. Výroba teda priebeha tak, že sa vyrob́ı
súčiastka A a následne sa použije pri výrobe súčiastky B. Aká je pravdepodobnost’,
že súčiastka B bude vyrobená o menej ako 25 hod́ın? Odpoved’ vyjadrite pomocou
distribučnej funkcie normalizovaného normálneho rozdelenia.

Riešenie. Celkový čas potrebný na výrobu súčiastky B je X1+X2. Ked’že X1 a X2

sú nezávislé s normálnym rozdeleńım, ich súčet má tiež normálne rozdelenie, a to s
parametrami:

E(X1 +X2) = E(X1) + E(X2) = 10 + 12 = 22,

D(X1 +X2)
(1)
= D(X1) + D(X2) = 16 + 9 = 25,

kde rovnost’ (1) vyplýva z nezávislosti. Teda X1 +X2 ∼ N (22, 25) a

P(X1 +X2 < 25) = P
(
X1 +X2 − 22√

25
<

25− 22√
25

)
= P

(
N (0, 1) <

3

5

)
= Φ

(
3

5

)
.

Pŕıklad 5. Z historických dát sa vie, že škody, ktoré platila poist’ovňa pri určitom
type poistenia, majú normálne rozdelenie X ∼ N (5000, 10002). Poist’ovňa vybrala
na analýzu náhodne 20 záznamov, kvôli náhodnosti výberu môžeme výšky škôd
považovat’ za nezávislé. Aká je pravdepodobnost’, že priemerná škoda bude vyššia ako
5500? Odpoved’ vyjadrite pomocou distribučnej funkcie normalizovaného normálneho
rozdelenia.

Riešenie. Označme škody X1, . . . , X20 a X̄ ich priemer. Potom priemer má tiež
normálne rozdelenie a jeho parametre sú:

E(X̄) = E
(

1

20
(X1 + · · ·+X20

)
=

1

20
(E(X1) + · · ·+ E(X20))

=
1

20
(20 · 5000) = 5000,

D(X̄) = D
(

1

20
(X1 + · · ·+X20

)
=

1

202
D (X1 + · · ·+X20)

(1)
=

1

202
(D(X1) + · · ·+ D(X20)) =

1

202
(
20 · 10002

)
=

10002

20
,

kde rovnost’ (1) vyplýva z nezávislosti. Teda X̄ ∼ N (5000, 1000
2

20
) a

P(X̄ > 5500) = P

X̄ − 5000√
10002

20

>
5500− 5000√

10002

20

 = P

(
N (0, 1) >

500
1000√
20

)

= P

(
N (0, 1) >

√
20

2

)
= 1− Φ

(√
20

2

)
= 1− Φ(

√
5).

Pŕıklad 6. Plastové vrecko na bonbóny má hmotnost’ 0,05 gramov. Je v ňom 10
bonbónov. Hmotnosti bonbónov sú nezávislé, hmotnost’ jedného bonbónu v gramoch
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má normálne rozdelenie N (4, 1
8
). Aká je pravdepodobnost’, že hmotnost’ celého ba-

lenia je menšia ako 40 gramov? Odpoved’ vyjadrite pomocou distribučnej funkcie
normalizovaného normálneho rozdelenia.

Riešenie. Označme hmotnosti bonbónov X1, . . . , X10 a Y hmotnost’ celého balenia,
teda

Y = 0,05 +X1 + · · ·+X10.

Potom Y má tiež normálne rozdelenie a jeho parametre sú:

E(Y ) = E (0,05 +X1 + · · ·+X10) = 0,05 + E(X1) + · · ·+ E(X10)

= 0,05 + 10 · 4 = 40,05,

D(Y ) = D (0,05 +X1 + · · ·+X10) = D (X1 + · · ·+X10)

(1)
= D(X1) + · · ·+ D(X10) = 10 · 1

8
=

5

4
,

kde rovnost’ (1) vyplýva z nezávislosti. Teda Y ∼ N (40,05; 5
4
) a

P(Y < 40) = P

Y − 40,05√
5
4

<
40− 40,05√

5
4

 = P

(
N (0, 1) < −0,05

√
5
2

)

= P
(
N (0, 1) < −0,1√

5

)
= Φ

(
−0,1√

5

)
.

Pŕıklad 7. Hmotnosti bonbónov sú nezávislé, hmotnost’ jedného bonbónu v gra-
moch má rovnomerné rozdelenie na intervale (9, 11). Aká je pravdepodobnost’, že 100
bonbónov bude mat’ celkovú hmotnost’ menšiu ako 995 gramov? Použite centrálnu
limitnú vetu a odpoved’ vyjadrite pomocou distribučnej funkcie normalizovaného
normálneho rozdelenia.

Riešenie. Označme hmotnosti bonbónov X1, . . . , X100 a

Y = X1 + · · ·+X100.

Potom podl’a centrálnej limitnej vety má súčet Y má približne normálne rozdelenie.
Vypoč́ıtame ešte jeho strednú hodnotu a disperziu.

O jednotlivých bonbónoch vieme, že majú rovnomerné rozdelenie na intervale
(9, 11). To znamená, že E(Xi) = 10 a (podl’a vzorcovńıka) D(Xi) =

1
3
. Potom

E(Y ) = E (X1 + · · ·+X100) = E(X1) + · · ·+ E(X100) = 100 · 10 = 1000,

D(Y ) = D (X1 + · · ·+X100)
(1)
= D(X1) + · · ·+ D(X100) = 100 · 1

3
=

100

3
,

kde rovnost’ (1) vyplýva z nezávislosti. Teda rozdelenie Y aproximujeme pomocou
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normálneho rozdelenia Y ∼ N (1000; 100
3
) a

P(Y < 995) = P

Y − 1000√
100
3

<
995− 1000√

100
3

 = P

(
N (0, 1) < − 5

10√
3

)

= P

(
N (0, 1) < −

√
3

2

)
= Φ

(
−
√
3

2

)
.
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6 Náhodné vektory

Pŕıklad 1. Janko Hraško si vš́ımal počet správ, ktoré dostal počas jednotlivých
hod́ın. Ak označ́ıme

• X = počet správ na Whatsappe,

• Y = počet mailov,

tak združené rozdelenie náhodného vektora (X, Y ) je dané nasledovnou tabul’kou:

Y = 0 Y = 1 Y = 2
X = 0 0,12 0,08 0,05
X = 1 0,18 0,20 0,07
X = 2 0,10 0,12 0,08

(a) Nájdite marginálne rozdelenia jeho zložiek X a Y .

(b) Zistite, či sú počty správ na Whatsappe a počty notifikácíı nezávislé náhodné
premenné.

(c) Nájdite pravdepodobnost’ aspoň jednej správy alebo mailu počas náhodne zvo-
lenej hodiny.

(d) Vypoč́ıtajte podmienené rozdelenie počtu správ na Whatsappe, ak počas danej
hodiny prǐsiel Jankovi Hraškovi jeden mail.

(e) Vypoč́ıtajte kovarianciu X a Y .

Riešenie.

(a) Marginálne rozdelenia zložiek X a Y nájdeme sč́ıtańım pravdepodobnost́ı po
riadkoch, resp. po st́lpcoch:

Rozdelenie X je

P(X = 0) = 0,12 + 0,08 + 0,05 = 0,25,

P(X = 1) = 0,18 + 0,20 + 0,07 = 0,45,

P(X = 2) = 0,10 + 0,12 + 0,08 = 0,30.

a rozdelenie Y je

P(Y = 0) = 0,12 + 0,18 + 0,10 = 0,40,

P(Y = 1) = 0,08 + 0,20 + 0,12 = 0,40,

P(Y = 2) = 0,05 + 0,07 + 0,08 = 0,20.

(b) X a Y nie sú nezávislé, lebo napŕıklad

P(X = 0, Y = 0) = 0,12 ̸= P(X = 0) · P(Y = 0) = 0,25 · 0,40 = 0,10.
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(c) Aspoň jedna správa alebo mail počas náhodne zvolenej hodiny je komplement
k udalosti X = 0, Y = 0, ktorá má podl’a tabul’ky pravdepodobnost’ 0,12.
Hl’adaná pravdepodobnost’ je teda 0,88.

(d) Hl’adáme podmieneé rozdelenie X | Y = 1. Z defińıcie podmienenej pravdepo-
dobnosti:

P(X = x | Y = 1) =
P(X = x, Y = 1)

P(Y = 1)

Teda pre náš náhodný vektor:

P(X = 0 | Y = 1) =
0,08

0,40
= 0,20,

P(X = 1 | Y = 1) =
0,20

0,40
= 0,50,

P(X = 2 | Y = 1) =
0,12

0,40
= 0,30.

(e) Kovariancia X a Y sa vypoč́ıta ako cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ). Potre-
bujeme teda vypoč́ıtat’ tieto tri stredné hodnoty:

• Stredná hodnota X:

E(X) = 0 · 0,25 + 1 · 0,45 + 2 · 0,30 = 0 + 0,45 + 0,60 = 1,05

• Stredná hodnota Y :

E(Y ) = 0 · 0,40 + 1 · 0,40 + 2 · 0,20 = 0 + 0,40 + 0,40 = 0,80

• Stredná hodnota súčinu E(XY ):

E(XY ) = 0 · 0 · 0,12 + 0 · 1 · 0,08 + 0 · 2 · 0,05
+ 1 · 0 · 0,18 + 1 · 1 · 0,20 + 1 · 2 · 0,07
+ 2 · 0 · 0,10 + 2 · 1 · 0,12 + 2 · 2 · 0,08

Nenulové sú v skutočnosti len štyri sč́ıtance:

E(XY ) = 0,20 + 0,14 + 0 + 0,24 + 0,32 = 0,90.

Kovariancia teda je:

cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ) = 0,90− 1,05 · 0,80 = 0,06.

Pŕıklad 2. Nech X a Y sú nezávislé náhodné premenné s rovnomerným rozdeleńım
na intervale (0, 1). Nájdite hustotu náhodného vektora (m,M), kde m = min(X, Y )
a M = max(X, Y ).

Riešenie. Je jasné, že (m,M) môže nadobúdat’ iba hodnoty sṕlňajúce 0 < m ≤
M < 1. V tých bodoch roviny, ktoré tejto podmienke nevyhovujú, teda bude hustota
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nulová. Pre ostatné najskôr nájdeme distribučnú funkciu a následne derivovańım
nájdeme hustotu.

Poč́ıtajme teda najskôr distribučnú funkciu F (a, b), ak 0 < a ≤ b < 1. Podl’a
defińıcie je

F (a, b) = P(m ≤ a,M ≤ b)

Minimum hodnôt X a Y má byt’ menšie alebo rovné a, to znamená, že aspoň jedna
z hodnôt X, Y je menšia alebo rovná a. Súčasne maximum má byt’ menšie alebo
rovné b, čo znamená, že žiadna z hodnôt nie je väčšia ako b. Hl’adáme teda pravde-
podobnost’ toho, že žiadna z hodnôt nie je väčšia ako b, ale aspon jedna je menšia
alebo rovná a. To sa dá naṕısat’ ako rozdiel pravdepodobnost́ı:

F (a, b) = P({žiadna z hodnôt X, Y nie je väčšia ako b})
−P({žiadna z hodnôt X,Y nie je väčšia ako b a obidve sú väčšie ako a})

Vypoč́ıtame tieto pravdepodobnosti:

P({žiadna z hodnôt X, Y nie je väčšia ako b}) = P(X ≤ b, Y ≤ b)

(1)
= P(X ≤ b) · P(Y ≤ b)

(2)
= b · b = b2

P({žiadna z hodnôt X, Y nie je väčšia ako b a obidve sú väčšie ako a})

= P(X ∈ (a, b], Y ∈ (a, b])
(3)
= P(X ∈ (a, b]) ·P(Y ∈ (a, b])

(4)
= (b−a) ·(b−a) = (b−a)2

Vysvetlenia úprav:

(1) nezávislost’ X a Y

(2) X a Y majú rovnomerné rozdelenie na intervale (0, 1)

(3) nezávislost’ X a Y

(4) X a Y majú rovnomerné rozdelenie na intervale (0, 1)

Teda
F (a, b) = b2 − (b− a)2 = 2ab− a2

Hustota je derivácia distribučnej funkcie, postupne podl’a jednotlivých predmenných.
V našom pŕıpade je to podl’a a a b. Po zderivovańı podl’a a dostaneme 2b − a. Ak
toto zderivujeme podl’a b, zostane konštanta 2. Teda

f(a, b) =

{
2, 0 < a ≤ b < 1,

0, inak.

Poznámka. Všeobecneǰśı pŕıpad s maximom a minimom n náhodných premenných
bol na prednáške.

Pŕıklad 3. Majme náhodné premenné:

• X = výška študenta v cm, s disperziou D(X) = 64,
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• Y = hmotnost’ študenta v kg, s disperziou D(Y ) = 49.

Korelácia medzi výškou a hmotnost’ou je ρX,Y = 0,6.Vypoč́ıtajte kovarianciu cov(X, Y )
a zostavte kovariančnú maticu náhodného vektora (X, Y ).

Riešenie. Defińıcia korelácie je ρX,Y = cov(X,Y )√
D(X)D(Z)

, takže

cov(X,Y ) = ρX,Y

√
D(X)D(Z) = 0,6 ·

√
64 · 49 == 0,6 · 8 · 7 = 33,6

a kovariančná matica je(
cov(X,X) cov(X,Y )
cov(X,Y ) cov(Y, Y )

)
=

(
D(X) cov(X, Y )

cov(X,Y ) D(Y )

)
=

(
64 33,6
33,6 49

)
.

Pŕıklad 4. K náhodným premenným X,Y z predchádzajúceho pŕıklad pridajme
ešte X̃, ktorá bude vyjadrovat’ výšku študenta v metroch. Odvod’te, že korelácia X̃
a Y je rovnaká ako korelácia X a Y (čo znamená, že korelácia sa nezmeńı, ak výšku
vyjadŕıme v metroch namiesto centimetrov).

Riešenie. Defińıcia korelácie je

ρX̃,Y =
cov(X̃, Y )√
D(X̃)D(Y )

,

takže potrebujeme vypoč́ıtat’ cov(X̃, Y ) a D(X̃). Ked’že X je výška v centimetroch
a X̃ je výška v metroch, plat́ı X̃ = 1

100
X. Preto:

ρX̃,Y =
cov(X̃, Y )√
D(X̃)D(Y )

=
cov( 1

100
X, Y )√

D( 1
100

X)D(Y )
=

1
100

cov(X,Y )√
1

1002
D(X)D(Y )

=
1

100
cov(X,Y )

1
100

√
D(X)D(Y )

=
cov(X,Y )√
D(X)D(Y )

= ρX,Y ,

čo sme mali dokázat’.

Pŕıklad 5. Nech X je náhodná premenná s rozdeleńım:

P(X = −1) =
1

4
, P(X = 0) =

1

2
, P(X = 1) =

1

4
.

Definujme náhodnú premennú
Y = X2.

Dokážte, že X, Y sú nekorelované (teda že majú nulovú koreláciu).

Riešenie. Defińıcia korelácie je ρX,Y = cov(X,Y )√
D(X)D(Y )

, takže potrebujeme ukázat’, že

cov(X,Y ) = 0. Poč́ıtajme teda túto kovarianciu:

cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ) = E(X3)− E(X)E(X2).
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Z pravdepodobnost́ı zo zadania dostaneme:

E(X) = (−1) · 1
4
+ 0 · 1

2
+ 1 · 1

4
= 0

Náhodná premenná X2 nadobúda hodnotu 0 s pravdepodobnost’ou 1
2
a hodnotu 1 s

pravdepodobnost’ou 1
4
. Jej stredná hodnota teda je

E(X2) = 0 · 1
2
+ 1 · 1

2
=

1

2

Náhodná premenná X3 má rovnaké rozdelenie ako X, takže

E(X3) = E(X) = 0.

Kovariancia teda je

cov(X,Y ) = E(X3)− E(X)E(X2) = 0− 0 · 1
2
= 0,

čo sme potrebovali dokázat’.

Poznámka. Máme teda d’aľśı pŕıklad náhodných premenných, ktoré sú nekore-
lované, ale nie sú nezávislé. Opakovanie z prednášky: Ak sú náhodné premenné
nezávislé, tak ich korelácia je nulová. Naopak to vo všeobecnosti neplat́ı (ako sme
videli aj v tomto pŕıklade), ale ak majú náhodné premenné normálne rozdelenie, tak
z nekorelovanosti už nezávislost’ vyplýva.

Pŕıklad 6. Z dát bola vypoč́ıtaná výberová korelácia. Prirad’te dátam na obrázku
11 hodnoty výberovej korelácie:

(a) 0,94

(b) -0,79

(c) 0,84

(d) 0,08

Riešenie Korelácia meria lineárnu závislost’. Kladné znamienko znamená rastúcu
závislost’, záporné znamienko klesajúcu závisloti. Absolútna hodnota korelácie hovoŕı
o sile závislosti - ak je bĺızka jednej, ide o vel’mi silnú závislost’, ako klesá absolútna
hodnota, tak klesá aj sila závislosti.

Teda priradenie bude:

(a) 0,94 - vl’avo hore

(b) -0,79 - vpravo dolu

(c) 0,84 - vpravo hore

(d) 0,08 - vl’avo dolu
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Obr. 11: Korelácie

Pŕıklad 7. Iba jedna sada dát na obrázku 12 bola vygenerovaná z dvojrozmerného
normálneho rozdelenia. Ktorá?

Riešenie Na prednáške sme videli vygenerované dáta z rôznych dvojrozmerných
normálnych rozdeleńı - typický obrázok vyzerá tak, že body vytvárajú približne
elipsu (alebo v špeciálnom pŕıpade kruh), pričom viac koncentrované sú okolo stredu.
Tomuto zodpovedá graf vpravo hore.

Pŕıklad 8. Uprav́ıme pŕıklad 4 z časti o normálnom rozdeleńı - budeme uvažovat’

korelované náhodné premenné.
Uvažujme dva výrobné procesy:

• X1 je čas výroby súčiastky A, jeho rozdelenie je X1 ∼ N (10, 16)

• X2 je čas výroby súčiastky B, jeho rozdelenie je X2 ∼ N (12, 9)

Predpokladáme, že X1 a X2 sú korelované, čo súviśı s aktuálnym stavom stroja
použ́ıvaného pri výrobe súčiastok. Ich korelácia je 0,75. Pri výrobe súčiastky B,
ktorá je finálnym produktom, je však potrebná súčiastka A. Výroba teda priebeha
tak, že sa vyrob́ı súčiastka A a následne sa použije pri výrobe súčiastky B. Aká je
pravdepodobnost’, že súčiastka B bude vyrobená o menej ako 25 hod́ın? Odpoved’

vyjadrite pomocou distribučnej funkcie normalizovaného normálneho rozdelenia.

Riešenie. Celkový čas potrebný na výrobu súčiastky B je X1 +X2. Súčet X1 +X2
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Obr. 12: Dvojrozmerné dáta

má tiež normálne rozdelenie, a to s parametrami:

E(X1 +X2) = E(X1) + E(X2) = 10 + 12 = 22,

D(X1 +X2) = D(X1) + D(X2) + 2cov(X1, X2).

Potrebujeme teda ešte vypoč́ıtat’ kovarianciu X1 a X2: Podl’a defińıcie korelácie je

cor(X1, X2) =
cov(X1, X2)√
D(X1)D(X2)

,

a teda
cov(X,Y ) = cor(X, Y )

√
D(X)D(Y ) = 0,75

√
16 · 9 = 9

Takže môžeme dopoč́ıtat’ disperziu:

D(X1 +X2) = D(X1) + D(X2) + 2cov(X1, X2) = 16 + 9 + 2 · 9 = 43

Teda X1 +X2 ∼ N (22, 43) a

P(X1+X2 < 25) = P
(
X1 +X2 − 22√

43
<

25− 22√
43

)
= P

(
N (0, 1) <

3√
43

)
= Φ

(
3√
43

)
.
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Vzorcovńık I. na skúšku (pravdepodobnost’)

Prehl’ad dôležitých diskrétnych rozdeleńı

Názov Pravdepodobnosti Hodnoty Stredná
hodnota

Disperzia

Bernoulliho P (X = 1) = p,
P (X = 0) = 1− p

0, 1 p p(1− p)

Binomické P (X = k) =
(
n
k

)
pk(1−p)n−k 0, 1, . . . , n np np(1− p)

Geometrické P (X = k) = (1− p)k−1p 1, 2, . . . 1
p

1−p
p2

Poissonovo P (X = k) = λke−λ

k!
0, 1, 2, . . . λ λ

Prehl’ad dôležitých spojitých rozdeleńı

Názov Hustota Stredná
hodnota

Disperzia

Rovnomerné f(x) = 1
b−a

, x ∈ (a, b) a+b
2

(b−a)2

12

Exponenciálne f(x) = λe−λx, x > 0 1
λ

1
λ2

Normálne f(x) = 1√
2πσ2

e−
(x−µ)2

2σ2 , x ∈ R µ σ2

Základné pojmy a vlastnosti

• Distribučná funkcia: F (x) = P(X ≤ x)

• Hustota: F (x) =
∫ x

−∞ f(t)dt, f(x) = F ′(x)

• Stredná hodnota:

E(X) =
n∑

i=1

xiP (X = xi), E(X) =
∞∑
i=1

xiP (X = xi), E(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x)dx

E(g(X)) =

∫ ∞

−∞
g(x)f(x)dx

• Disperzia:
D(X) = E((X − E(X))2) = E(X2)− [E(X)]2

• Štandardná odchýlka:
√
D(x)
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• Vlastnosti:

E(X + Y ) = E(X) + E(Y ), E(aX) = aE(X)

D(a+X) = D(X), D(aX) = a2D(X)

Pre nezávislé náhodné premenné

E(XY ) = E(X)E(Y ),D(X + Y ) = D(X) + D(Y )

• Nezávislost’ diskrétnych náhodných premenných:

P(X = x, Y = y) = P(X = x)P(Y = y) ∀x, y

• Kovariancia:
cov(X,Y ) = E

(
(X − E(X))(Y − E(Y ))

)
.

Užitočný vzt’ah pre výpočet:

cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ).

Vlastnosti:

cov(aX + b, Y ) = a cov(X, Y ), cov(X + Z, Y ) = cov(X, Y ) + cov(Z, Y )

• Korelácia:

ρX,Y = cor(X, Y ) =
cov(X,Y )√
D(X)D(Y )

,

• Disperzia súčtu náhodných premenných (môžu byt’ závislé):

D(X + Y ) = D(X) + D(Y ) + 2 cov(X, Y )

• Distribučná funkcia náhodného vektora: F (x1, . . . , xn) = P(X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤
xn)

• Hustota spojitého náhodného vektora sa z distribučnej funkcie spoč́ıta po-
stupným zderivovańım podl’a jednotlivých premenných.

• Kovariančná matica dvojrozmerného náhodného vektora:cov(X,X) cov(X,Y )

cov(X,Y ) cov(Y, Y )

 =

 D(X) cov(X, Y )

cov(X,Y ) D(Y )


Vo všeobecnosti je v i-tom riadku a j-tom st́lpci cov(Xi, Xj)

• Korelačná matica dvojrozmerného náhodného vektora:cor(X,X) cor(X, Y )

cor(X, Y ) cor(Y, Y )

 =

 1 cor(X, Y )

cor(X, Y ) 1


Vo všeobecnosti je v i-tom riadku a j-tom st́lpci cor(Xi, Xj)
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