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PRIKLADY NA PRECVICENIE - PARABOLICKE ROVNICE
1. Rovnica vedenia tepla na priamke. Najdite riesenie rovnice
ut—a2um:0 prex e R;t >0
so zatiatonou podmienkou

(a) u(r,0) = e 3% pre x € R.
(b) u(z,0) =22 + 1 pre z € R.

Nacdrtnite graf zaciato¢nej podmienky a rieSenia v kladnom case.
2. Transformacia na RVT. N&jdite rieSenie rovnice
Ut — Uge =u—1 prex € R;t >0

so zaciatoénou podmienkou
u(z,0) =x prex € R

3. RVT na priamke - vlastnosti a dékazy.
(a) Uvazujme rieSenie u(x,t) rovnice
ut—a2um:0 prex e R;t >0

u(z,0) = up(z) prez € R.

Dokéazte, ze ak graf funkcie ug(x) je symetricky okolo priamky x = —1, tak pre
kazdé ¢ > 0 je graf rieSenia u(z,t) (ako funkcie premennej =) symetricky okolo
priamky z = —1.

(b) Uvazujme riesenie u(z,t) rovnice
4,2
U — alugy = e 7 prez e Rt >0

u(z,0) = max(0,z(1 —z)) prez € R.

Vypocéitajte hodnotu integralu ffooo u(zx,t)dx pre kazdé t > 0 a jeho limitu pre
t — o0

(c) Rozhodnite, ¢ je nasledujice tvrdenie pravdivé. Svoju odpoved dokazte.
Nech u(z,t) je riesenim rovnice

2
U — QPUgy = —€ % prex eR, >0

u(z,0) = max(0,z(1 —z)) prexz e R.

Potom existuje také (%,t), pre ktoré u(z,t) < 0.
Névod: Uvazujte integral [* u(z,t)dx.



(d) Rozhodnite, ¢i je nasledujtce tvrdenie pravdivé. Ak ano, dokazte ho. Ak nie, néjdite
kontrapriklad.

Nech u(x,t) spliia uy — a®uzz = 0 prex € Ryt > 0 a sicasne uy — b*ugpy =
0 prex e Rjt>0. Ak a #b, tak u(x,t) je konstantnd funkcia.

(e) Uvazujme rieSenie u(z,t) rovnice
U — aPugy = 0 prexz € Rt >0

u(z,0) = up(z) prez e R.
Dokazte, 7Ze ak je zaCiatoénd podmienka ug(z) parna, tak pre kazdé ¢ > 0 je funkcia

u(z,t) (ako funkcia premennej z) parna.

4. RVT na ohraniéenom intervale - nulové Dirichletove okrajové podmienky.
Najdite riesenie nasledujacich rovnic:

(a) ) "
u u
E(m,t) ~ 52 (x,t) =0 prex € (0,1),t>0
u(z,0) = sin(nz) cos(2mz) — sin(27x) cos(wx) pre x € [0, 1]

u(0,t) =0, u(l,t) =0 pret >0

ou 0%u
— - = = 1
t(a:,t) o (x,t) =2 prexz € (0,1),t>0

u(z,0) =x(1l —z) prez € [0,1]
u(0,t) =0, u(l,t) =0 pret >0

2
%(w,t) - %(m,t) =tx prex € (0,1),t>0

u(z,0) =x(1l —x) prex € [0,1]
u(0,t) =0, u(l,t) =0 pret >0

5. RVT na ohrani¢enom intervale - nenulové Dirichletove okrajové podmienky.
Najdite riesenie nasledujacich rovnic:

(a) ) .
u u
E(w,t)—ﬁ(x,t)—x prel‘E(O,l),t>0

u(z,0) =1 prex € [0,1]
u(0,t) =1, u(l,t) =2 pret >0

2
%(x,t) _%(x,t) =z+2® prexc€ (0,1),¢>0

u(z,0) =z prez € [0,1]
u(0,t) =1, u(l,t) =t pret>0



6. RVT na ohrani¢enom intervale - Neumannove okrajové podmienky. Néjdite
rieSenie rovnice

ou 0%u
E(fb,t) — W(:C’t) =0 prezxe (0,1),t>0
u(z,0) =z prex € [0,1]
ou ou
%(O,t) = %(l,t) =0 pret>0

7. RVT na ohrani¢enom intervale - limitia rieSenia. Najdite limitu @(z) = lim;_,o u(z, ),
kde u(z,t) je rieSenim rovnice

(a) ) .
u U
E(w,t) =32 (x,t) prez € (0,1),t >0

u(r,0) =2+ +2° prex € [0,1]
u(0,t) =2, u(l,t) =4 pret >0

ou 0%u

E(w,t)—w(l‘,t) prexE(O,l),t>0
u(z,0) =2+x+2* prez € [0,1]
ou ou
au = 22(1.¢) =
8x(0’t) 83:( ,)=0 pret>0



