Doméca tloha 1

1. Néjdite vSeobecné riesenie u = u(x,y, z) nasledovnej rovnice, ktoré ma tvar u(z,y, z) =

f(r), kde r = /22 + 3% + 22

fXa L%y QPu gy DPu 21,2 1 2
e cvicenie v stredu: 522 T RIE +toz =Vrty +z

e 3 L%y QPu oy QPu 2 2 2
e cvicenie vo Stvrtok: 52z T 0y +oz ="ty +z

2. Na nasledujicom cvi¢eni budeme potrebovat prevod do sférickych suradnic:

x = r cosf sin,

= r sinf sin,

z = r cosy,
. j.
") = VAT
O(x,y,2z) = arctan(%),
z
Y(x,y,z) = arccos (\/W)
Vypocitajte:

(a) prvé derivacie 14,1y, 72,0z, 0y, 02, 0p10y, V2,

(b) sucty druhych derivacii ryy + ryy + 72z, Opz + Oyy + 022, Yoz + Yy + Y2z

. 7 v . C s 2 u /. /. . 7 .
Pouzité oznacenie: f, = %, Joz = %, atd. Vysledky na kontrolu st na nasledujicich
strandch. Na cviceni - v ramci riesenia DU - nebudeme poéitaf vietky tieto derivacie,

ale iba:

e cvicenie v stredu: 75, + ryy + 722

e cvicenie vo Stvrtok: O, + 6y + 6.
Buduci tyzden:

e Budeme potrebovat vysledky prikladu 2 z DU - vypiste si ich alebo si vytladte str. 2 a
3 s vysledkami

e Budeme sa zaoberat Besselovou sférickou PDR - motivéacia a postup na str. 4 a 5 - kdpiu
dostanete na cviceni



sfericke.wxm

]

1l Definicie funkcii

(311) rho(x,y,z):=sqrt (x"2+y"2+z"2);

(%ol)‘xx,y,z):=xX2+y2+zz

($12) theta(x,y,z):=atan(y/x);

(%502) O(x,y, z):=atan(yj

X

($13) psi(x,y,z):=acos(z/sqrt (x"2+y"2+z2"2));

(%03) W(x,y, Z):=acos[zj

xx2+y2+22
2 Prve derivacie funkcie rho

(%14) diff(rho(x,z,vy),x);

X

\ 22 +y2 +X2

(%04)

(515) diff(rho(x,z,y),vy);
Y

(316) diff(rho(x,z,vy),z);
z
3 Prve derivacie funkcie theta

(%17) ratsimp(diff (theta(x,v,z),x));

(508) ——
%0
y2 +x?
(%19) ratsimp(diff (theta(x,v,z),2));
(%509) O

4 Prve derivacie funkcie psi

1

/

2



sfericke.wxm
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($110)

(%010)

($111)

($011)

($112)

(%012)

5 Sucet druhych derivacii

($1106)

(%016)

($117)

($017)

($118)

(%018)

ratsimp(diff (psi(x,v,2z),x));

X zZ

xﬁy2+x2(22+y2+x2)

ratsimp (diff (psi(x,y,2),y))7

Yy z

xﬁy2+x2(22+y2+x2)

ratsimp(diff (psi(x,v,2),2));

y2 +X2

22 +y2 +x2

ratsimp(diff (rho(x,vy,z),x%x,2)+diff (rho(x,v,2),vy,2)

+diff (rho(x,v,2),2,2)):
2

- 22 +y2 +x2

ratsimp(diff (theta(x,vy,z),x,2)+diff (theta(x,v,2),v,2)

+diff (theta(x,vy,2z),2,2));
0

ratsimp(diff(psi(x,vy,2z),%x,2)+diff(psi(x,v,2),vY,2)

+diff(psi(x,v,2),2,2));

Z

xﬁy2+x2(22+y2+x2)

2

/

2



Sféricka Besselova diferencialna rovnica

V epizdde Vyuzitie nohavic do autobusu seridlu Tedria velkého tresku vznikne napad vyvi-
nut aplikiciu pre smartphony, ktord by dokdzala rozlisit ru¢ne napisana diferencidlnu rovnicu
(resp. vyriesit ju, umoznit jej zdielanie na Facebooku, atd.).

Na jednom zabere je Howard, ako fotografuje urcita diferencidlnu rovnicu:

Na stranke [1] sa v komentari k tomuto zaberu docitame, ze ide o sféricki Besselovu dife-
rencidlnu rovnicu. V internetovej matematickej encyklopédii MathWorld sa pri tomto hesle
dozvieme, Ze sférickd Besselova diferencidlna rovnica vznikne pri transformécii Helmholtzovej
parcidlnej diferencidlnej rovnice do sférickych stradnic. Je tu naznaceny aj postup vypoctu. [2]
My teraz tato transforméciu spravime podrobne a na zaver zistime, aky ¢len rovnice zakryva
rukou Howard na obréazku.

Postup:
e Helmholtzova diferencidlna rovnica je rovnica
Fow+Fyy+F, +kK*F =0

s neznamou funkciou F' = F(z,y, z), kde k je konstanta.



e Sférické stiradnice st dané vztahmi
x(r,0,1) =r cosf sin,y(r,0,¢) =r sinb sinp, z(r,0,19) = r cos,
t. j.
Y z
r(z,y,z) = Va2 +y?+ 22,0(z,y, z) = arctan (—) ,(x,y, 2) = arccos | ———| .
x Va2 +y? + 22
Na domaécu tlohu ste mali vypoéitat:

1. prvé derivacie 14,7y, 72,05, 0y, 0., Vptby, V2,
2. sucty druhych derivacii ryp + 7yy + 72z, Opz + Oyy + 0.2, Vpw + Yy + 2.

Tieto vysledky teraz vyuzijeme.

e Definujme funkciu G vztahom G(r,0,v) = F(x(r,0,),y(r,0,), z(r,0,1)), je to teda
funkcia F' vyjadrena v sférickych suradniciach. Plati

F($7 y7 Z) = G(T(‘/E7 y7 Z)’ 0(‘/1:7 y7 Z)? QZ)(IL‘, y7 Z))7

vyjadrite vyuzitim tohto vztahu derivacie Fy,, Fy,, F,, pomocou derivacii funkcie G.
Teda:

F, = Gpry+ Gobl, + Gdﬂ/}x
Foo = Grrge + (Grrr’”x + Grot: + G?‘dﬂ/}I)TI +..

Napiste PDR, ktort spliia funkcia G, pri¢om vietky koeficienty budi vyjadrené pomocou
r,0,1 (nie x,y, z).

e RieSenie rovnice ziskanej v predchédzajicom bode budeme hladat v separovanom tvare
G(r,0,v) = G1(r)G2(0)G3 ().
Dosadte tento predpokladany tvar riesenia do rovnice a upravte ju na tvar
[¢leny obsahujuce 7, ale nie 6,1)] - [¢leny neobsahujtce r] = 0.
Této rovnost moze platif iba vtedy!, ak sa obe zatvorky rovnaju spolo¢nej konstante \.

e Nech A = n(n + 1). UvaZzujte zatvorku obsahujicu ¢leny s r a upravte ju tak, aby ste
vedeli urcit ¢leny z fotografie, ktoré st zakryté rukou.
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S touto ivahou sa pri PDR este stretneme, preto je dobré zapamiitat si ju.



