Cvicenia z parcidlnych diferencalnych rovnic
RV'T na priamke - priklady na precvicenie

1. Vypocet rieSeni. Najdite rieSenie u(z,t) nasledujtcich rovnic, kde x € R, ¢ > 0:

(a) up — a®uy, = 0,u(z,0) = (z — 1)2
(b

Uy — a? Ugy = ex,u(:ﬂ,O) = 6%

C) Uy — Ugy — Uy = 0,u(z,0) = €2

)
)
(c)
(d) us — Uy = t2€2+4 ,u(x,0) =0
(€) ut — uge = 0,u(z,0) = 35111(2:6) — 5cos(7x)
(f)

) (Pisomka 2014) us — = e " cos(4x), u(z,0) = 2z

2. Vlastnosti rieseni vyplyvajice z Greenovho vzorca'.

(a) Nech u(z,t) je rieSenim rovnice u; — a*u,, = 0 pre z € R, ¢ > 0 so zadiato¢nou
podmienkou u(z,0) = arctg(2z) pre x € R. Dokazte, ze potom u(0,¢) = 0 je
pre kazdé t > 0

(b) Nech u(x,t) je rieSenim rovnice u; — a?u,, = 0 pre x € R, ¢ > 0 so zadiato¢nou
podmienkou u(z,0) = |sinz| pre « € R. Dokéazte, ze potom:
e u(x,t) je pre kazdé ¢t > 0 parna funkcia premennej z,
e u(z,t) je pre kazdé t > 0 periodicka funkcia premennej x s periédou T,
e u(z,t) € (0,1) pre vietky = € R, ¢t > 0.

(c) Nech u(x,t) je rieSenim rovnice u; — a?u,, = 0 pre x € R, ¢ > 0 so zaciato¢nou
podmienkou u(x,0) = ug(z) pre x € R. Podobne, nech v(z, t) je rieSenim rovnice
vy — a*vg, = 0 pre x € R, t > 0 so zaiato¢nou podmienkou v(z,0) = vo(x) pre
x € R. Predpokladajme, Ze pre funkcie ug, vy plati ug(x) < vo(z) pre vSetky
x € R, pricom na nejakom intervale plati ostrd nerovnost. Dokazte, Ze potom

u(z,t) < wv(zx,t) pre kazdé t >0 a x € R.

(d) Nech u(z,t) je rieSenim rovnice u; — a*u,, = 0 pre z € R, ¢ > 0 so zaciato¢nou
podmienkou u(z,0) = max(0,z) pre x € R. Dokazte, ze u(z,t) > ug(x) pre
kazdé t > 0 az € R.

'Dajt sa teda dokézat bez explicitného nijdenia rieSenia, vyuzitim zapisu v tvare integralu a jeho
Gpravami.



3. Vlastnosti rieSeni ziskané derivovanim RVT?2.

(a) Nech u(z,t) je rieSenim rovnice u; — a®u,, = —e *t pre x € R, t > 0 so zafia-
to¢nou podmienkou u(z,0) = arctg(x) pre x € R. Dokézte, Ze potom u(zx,t) je
rastica funkcia premennej = pre kazdé ¢ > 0.

(b) (Pisomka 2014) Nech u(x,t) je rieSenim rovnice u; — a*u,, = aeflz? + 5% pre
x € Rt > 0 so zaciato¢nou podmienkou u(z,0) = 0 pre x € R, pricom o, f € R
st parametre. Urcte vSetky hodnoty parametrov «, 3, pre ktoré je funkcia u(x, t)
konvexnou funkciou premennej x pre kazdé ¢t > 0.
(c) Nech u(z,t) je rieSenim rovnice u; — a*u,, = 0 pre z € R, ¢ > 0 so zaciato¢nou
podmienkou u(x,0) = 21?3 pre z € R. Dokazte, Ze potom u(x,t) je pre kazdé
x € R rastuca funkcia casu t.
4. Integral z rieSenia. Pre kazdé ¢ > 0 vypoditajte hodnotu integrélu [ u(z,t)dz,
ak u(x,t) je rieSenim nasledujicich rovnic, kde z € R, ¢ > 0:

(&) up — Upy = eI u(2,0) =0
(b) uy — Uz — 4u, = 0,u(z,0) = max(0,1 — |z|)

(¢) us — Uge — 4u = 0,u(z,0) = max(0,1 — |z|)

Svoje tvrdenia dokazte.

’Daju sa teda dokazat bez explicitného néjdenia riesenia.



