Tyzden 11: Rovnica vedenia tepla na priamke
pokracovanie
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Dokazovanie vlastnosti pomocou derivacii

» Priklad 1.

» Nech u(x, t) je rieSenim RVT so zaiatoénou podmienkou
up(x) = x?020. Dokazte, 7e u(x,t) je v kazdom &ase t > 0
konvexnou funkciou premennej x.

» Zikladnd myslienka: DokaZeme, Ze ux(x,t) > 0 a to tak, ze
odvodime PDR pre uyy

> RieSenie vo videu



Dokazovanie vlastnosti z Greenovho vzorca

» Greenov vzorec pre riedenie RVT u; — a®uy = 0 na priamke so
zadiato¢nou podmienkou u(x,0) = up(x):

1 00 (x=9)?
u(x, ) = 7/ e~ up(s)ds
Varalt J-oco

» Rovnost dvoch vyrazov - napriklad u(x,t) a u(x + 7, t)
mozeme dokazovat z Greenovho vzorca bez toho, aby sme
integral explicitne spocitali.

» Niekedy vieme urcit znamienko integralu bez jeho vypoctu -
podobne ako v predchadzajicich pripadoch, kde sme to uz
robili.



Priklad 2.
Nech u(x,t) je rieSenim RVT
U — 3%y = 0 pre x e R, t >0
u(x,0) = |sin(x)|
Dokazte, ze plati:

» Funkcia u(x, t) je v kazdom ¢&ase t > 0 parna funkcia
premennej x

» Funkcia u(x, t) je v kazdom ase t > 0 periodicka funkcia
premennej x s periédou 7

» Prekazdé x cRat>0je0<u(x,t)<1

RieSenie. Vlastnosti budeme dokazovat z Greenovho vzorca bez
vypoctu integralu. RieSenie vo videu.
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Poznamka: RieSenie nemdze mat tvar u(x, t) = a(t)|sin(x)|, lebo
rieSenie je v kazdom Case t > 0 nekonecne hladka funkcia.



Numericky vypocet riesenia:
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Priklad 3.
Nech u(x, t) je rieSenim RVT

U — a%Uyy = 0 prex e R, t >0
u(x,0) = max(0,1 — |x|)
Dokazte, ze plati:

» Pre kazdé x e Rat>0je u(x,t) >0
> Vypoditajte [ u(x, t)dx pre kazdy &as

RiesSenie. RieSenie vo videu



Numericky vypocet riesenia:
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Priklad 4.

Najdite hodnotu integralu [0 u(x, t)dx pre kazdy ¢as t > 0, ak
u(x, t) je rieSenie rovnice

U — Uy +2ux, =0 prexeR, t >0

u(x,0) = el

RieSenie. Vo videu.



Nehomogénna RVT
> RieSime llohu
Up — 3% Uy = f(x,t) prexeR,t>0
so zaciato¢nou podmienkou
u(x,0) = up(x) prex € R

» RieSenie:

u(x, t) = / O:o G(x—s, t)uo(s)ds+ /O t /_ O:O G(x—s, t—7)f(s, 7)dsdT,

kde G je Greenova funkcia

2
Glet) = —— e i
Vamat
> Komentar k rieSeniu vo videu, zakladnd myslienka: Sirenie tepla
daného zaciato¢nou podmienkou a Sirenie tepla dodaného do
systému, druhy Clen je sictom pre teplo dodané v ¢ase od
T=0doT=t




Vypocet riesenia

Priklad 5. Rie$ime tlohu vy — a%uy = xe "t pre x € R, t > 0 so
zaciato¢nou podmienkou u(x,0) = x

» Dosadime do vzorca a zintegrujeme
P Riesenie vo videu

Priklad 6. RieSime Glohu u; — a®u, = et cos(4x) pre
x € R, t > 0 so zaciato¢nou podmienkou u(x,0) = x

» Postup 1: Dosadime do vzorca a zintegrujeme
» Postup 2: Odhadneme tvar rieSenia
> Riesenie vo videu



Dokazovanie vlastnosti riesenia
Priklad 7. Nech u(x, t) je riedenim dlohy u; — a?uy, = x3e~
x € R, t > 0 so zaciato¢nou podmienkou u(x,0) = arctg(x).
Dokéazte, Ze pre vsetky Casy t > 0 je u(x, t) rastdcou funkciou
premennej X.

3 ,—t

pre

» Rovnakd myslienka ako pri homogénnej RVT: definujeme
v(x, t) = ux(x, t), odvodime PDR pre v a dokdzeme, Ze
v(x,t) >0pret>0
> Riesenie vo videu
Priklad 8. Nech u(x, t) je rieSsenim dlohy u; — Uy = e te=x’ pre
x € R, t > 0 so zaciato¢nou podmienkou u(x,0) = e Najdite
hodnotu intehrélu [ u(x, t)dx pre vietky &asy t > 0.
» Rovnakd myslienka ako pri homogénnej RVT: zintegrujeme
vzorec pre rieSenie, zamenime poradie integrovania a vyuZzijeme,
Ze integral z hustoty je 1
» Riesenie vo videu



Exponencialna transformacia

Priklad 9. Riedime dlohu vy — Uy + u =€t pre x e R, t > 0 so
zaciato¢nou podmienkou u(x,0) =1

» Podobne ako pri homogénnej RVT: spravime transforméciu
u(x, t) = e +Pty(x, t), pricom v(x,t) splia RVT
> RieSenie vo videu



