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Obsah casti I. - vypocet riesenia



» RVT na intervale (0,1) so zadanou zadiato¢nou podmienkou a
funkénymi hodnotami v krajnych bodoch:

Uy — a’u = f(x,t) pre x € (0,1),t >0

u(x,0) = up(x) pre x € [0,1]
u(0,t) = A(t),u(1,t) = B(t) pret>0
» Postupne budeme riesit Glohy troch typov:

» Typ 1. Homogénna RVT s nulovymi okrajovymi podmienkami

» Typ 2. Nehomogénna RVT s nulovymi okrajovymi
podmienkami

» Typ 3. RVT s nenulovymi okrajovymi podmienkami



Typ 1. Homogénna RVT s nulovymi okrajovymi
podmienkami



Zadanie

> Riesime tlohu
U — a’u =0 pre x € (0,1),t >0
so zaciato¢nou podmienkou
u(x,0) = up(x) pre x € [0,1]
a nulovymi okrajovymi podmienkami

u(0,t) =u(l,t) =0 pret >0



Postup riesenia
Video PDR_T13_02 RVT na intervale (1) homogenna s
nulovymi okrajovymi podmienkami, mindty 00.00-05.21,
zhrnutie tohto odvodenia:

» Riesenie hladdme v tvare sinusového rozvoja - budd urdite
splnené okrajové podmienky:

Zak sin(kmx)
» Zo zaliatoCnej pomienky:
u(x,0) Zak )sin(kmx) = a,(0) = 2/ uo(x) sin(kmx)dx
k=1
» Dosadime do PDR:

Z[Oék +a%k?m2a(t)] sin(kmx) = 0 = cy(t)+a*k*m%a(t)

=0



Postup riesenia

Zaver:

P Riesenie je v tvare sinusového rozvoja

Zak sin(kmx)
» Rozvoj zaciatoCnej podmienky:

1
ak(0) = 2/0 up(x) sin(kmx)dx

» Z toho vyjde funkcia «(t) z rozvoja riesenia:

ak(t) = a(0)e Kt



Priklad 1

Video PDR_T13_02 RVT na intervale (1) homogenna s
nulovymi okrajovymi podmienkami, mindty 05.21-08.42,

Zadanie:

» Homogénna RVT u; — a®ux = 0 na intervale (0, 1)

» V krajnych bodoch nula: u(0,t) = u(1,t) =0

> Zatiato¢na podmienka: u(x,0) = x(x — 1)(x — 3)
RieSenie:

» Rozvoj zaciato¢nej podmienky

ak(0) = 2/01 x(x —1)(x — %)sin(kﬂx)dx =: Ak

» Funkcia ax(t) (pre tento typ RVT vzdy rovnaka):

ak(t) = ax(0)e Kt

> RieSenie v tvare rozvoja u(x, t) = Y % ak(t)sin(kmx) je
u(x, t) = 3202, Are T K™ tsin(krx)



P Integrovanie zaciatoCnej podmienky:

% WolframAlpha::

integrate 2%x*(x-1)*(x-1/2) * sin(k*pi*x), x from 0 to 1
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Definite integral:
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> Teda mame koeficient, ktory sme oznacili ako A:

6+ 6(—1)k
A = ——=—
k 13K3



Graf rieSenia v R-ku: video PDR_T13_03 Graf riesenia RVT v
R-ku
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Priklady na precvicenie |.

Ide vlastne len o rozvoj zaciatoCnej podmienky.

Zadanie:

» Homogénna RVT u; — a®u, = 0 na intervale (0, 1)
» V krajnych bodoch nula: u(0,t) = u(1,t) =0
» Zacdiato¢na podmienka:

> u(x,0) = x (v rieSeni nastane skok v pravom krajnom bode)

» u(x,0) = —5sin(27x) + 3sin(37x) (uz je v tvare sinusového
rozvoja)

> u(x,0) = 2sin(27x) cos(2mx) (pripomerime si goniometricky
vzorec sin(2y) = 2sin(y) cos(y))

> u(x,0) = sin(27x) cos(3mx) (pozndmka k odvodzovaniu
goniometrickych vzorcov na nasledujiicej strane)



Poznamka ku goniometrickym vzorcom

» Stadi si pamatat:
e™ = cos(x) + isin(x)
> Potom plati aj
e ™ = cos(—x) + isin(—x) = cos(x) — isin(x)
> Z toho:
e 4 e e

cos(x) = f,sin(x) = o7

> A mdzeme si odvodit vzorec napriklad pre sin3(x):
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Typ 2. Nehomogénna RVT s nulovymi okrajovymi
podmienkami



Zadanie

> Riesime tlohu
Uy — a’u = f(x,t) pre x € (0,1),t >0
so zaciato¢nou podmienkou
u(x,0) = up(x) pre x € [0,1]
a nulovymi okrajovymi podmienkami

u(0,t) =u(l,t) =0 pret >0



Postup riesenia
Video PDR_T13_04 RVT na intervale (2) nehomogenna s

nulovymi okrajovymi podmienkami, mindty 00.00-07.34,
zhrnutie tohto odvodenia:

» Riesenie hladdme v tvare sinusového rozvoja - budd urcite
splnené okrajové podmienky:

Za sin(kmx)
k=1
» Zo zaCiatoCnej pomienky:
u(x,0) Zak )sin(kmx) = ax(0) = 2/ up(x) sin(kmx)dx
k=1
» Dosadime do PDR:
Z[ak + a k27r2a(t)] sin(kmx) = f(x, t)

= d(t) + a2k271'2a(t) = f(t), kde f(x,t) =
Y21 fiu(t) sin(kmx) = fil(t) = 2 [5 f(x, t) sin(kmx)dx



Postup riesenia
Zaver:

P Riesenie je v tvare sinusového rozvoja

Zak sin(kmx)
P> Rozvoj zaciatoCnej podmienky:
1
ak(0) = 2/ up(x) sin(kmx)dx
0
» Rozvoj pravej strany:
1
fu(t) = 2/ F(x, t) sin(kmx)dx
0

» Z toho vyjde ODR pre funkciu a(t) z rozvoja riesenia:

a(t) + a2k2m2au(t) = fil(t)



Riesenie ODR pre funkciu a(t) z rozvoja riesenia:

a(t) + a2k>m2a(t) = fi(t)

P V/Seobecné rieSenie homogénnej rovnice je vzdy

2522
afl(t) = ekt
> Partikuldrne rieSenie nehomogénnej rovnice af (t) treba najst
(¢asto vieme odhadn(t jeho tvar)
» Potom
_H P
ak(t) = ol (t) + e (1),

konstantu ¢, z ot (t) uréime zo zadiatoénej podmienky (0
k d Yy



Priklad 2

Video PDR_T13_04 RVT na intervale (2) nehomogenna s
nulovymi okrajovymi podmienkami, mindty 07.34-14.15,

Zadanie:

» Nehomogénna RVT u; — a®u, = x(x — 1) na intervale (0,1)
» V krajnych bodoch nula: u(0,t) = u(1,t) =0
> Zatiato¢na podmienka: u(x,0) = x(x — 1)(x — 3)

RieSenie:
» Rozvoj zaciato¢nej podmienky (ako v priklade 1)
(0) = 2/01 x(x = 1)(x — %) sin(kmx)dx = Ay
» Rozvoj pravej strany
fi(t) =2 /01 x(x — 1) sin(kmx)dx =: By

» ODR pre funkciu ay(t) je ax(t) + a®k>m2ak(t) = By



Riesime ODR
dk(t) + 32k27r2ak(t) = By

» vSobecné rieSenie homogénnej ODR je
2,22

afl(t) = ekt
» partikuldrne riesenie budeme hladat konstantné

Ozf(t) = Dy

> potom
ak(t) = a’(t) + af(t),

pricom konstantu ¢, uréime zo zaliato¢nej podmienky a(0)

Nakoniec: rieSenie mame v tvare sinusového rozvoja

Zak sin(kmx)



Priklad 3
Video PDR_T13_04 RVT na intervale (2) nehomogenna s
nulovymi okrajovymi podmienkami, mindty 14.16-21.13

Zadanie:

» Nehomogénna RVT u; — a?ux = tx(x — 1) na intervale (0, 1)
» V krajnych bodoch nula: u(0,t) = u(1,t) =0
> Zatiato¢na podmienka: u(x,0) = x(x — 1)(x — 3)

Riesenie:
» Rozvoj zadiatoénej podmienky (ako v priklade 1)
1 1
ax(0) = 2/ x(x = 1)(x — ) sin(kmx)dx = Ay
0

» Rozvoj pravej strany (B je z prikladu 2)

1
fi(t) =2 | tx(x — 1)sin(kmx)dx =: tBy

0
» ODR pre funkciu ax(t) je dx(t) + a?k®m2ay(t) = Byt



RieSsime ODR

ak(t) + a2k27r2ak(t) = Byt

> vSobecné rieSenie homogénnej ODR je
2,22

odl(t) = e 7K™t
P partikularne rieSenie budeme hladat ako linedrnu funkciu

Oéf(t) = Dy + Ext

> potom
ak(t) = af(t) + ol (t),

pricom konstantu ¢, uréime zo zacliato¢nej podmienky a(0)

Nakoniec: riesenie mame v tvare sinusového rozvoja

Zak sin(kmx)



Priklady na precvicenie Il.

Zadanie:

» Homogénna RVT u; — % = f(x, t) na intervale (0,1)
» V krajnych bodoch nula: u(0,t) = u(1,t) =0
> Zatiato¢na podmienka: u(x,0) = x(x — 1)(x — 3)

Prava strana f(x, t) v jednotlivych prikladoch:
(x,t) = t2x(x — 1)

f
f(x,t) =e x(x—1)
f(x,t) =sin(t)x(x — 1)

vvyy



Priklady na precvicenie Ill.

Zadanie:

» Homogénna RVT u; — a®u, = tsin(27x) na |ntervale (0,1)
» V krajnych bodoch nula: u(0,t) = u(1,t) =
1

» Zaciato¢na podmienka: u(x,0) = x(x — )( )

Navod: Pri vypocte a(t) treba rozliSit pripad k = 2 a ostatné k



Priklady na precvicenie IV.

Zadanie:

» Rovnica uy — uxx + 2ux + u = € na intervale (0,1)
» V krajnych bodoch nula: u(0,t) = u(1,t) =0
> Zaciato¢na podmienka: u(x,0) = e*

Navod: Rovnako ako pri transformacii na RVT na priamke, aj tu sa
da pouzit exponencialna transformacia

u(x, t) = e Pty(x, t)



Typ 3. RVT s nenulovymi okrajovymi podmienkami



Zadanie

> Riesime tlohu
Uy — a’u = f(x,t) pre x € (0,1),t >0
so zaciato¢nou podmienkou
u(x,0) = up(x) pre x € [0,1]
a okrajovymi podmienkami

u(0,t) = a(t),u(l,t) = b(t) pret >0



Postup riesenia
Video PDR_T13_05 RVT na intervale (3) s nenulovymi
okrajovymi podmienkami, mindty 00.00-05.57, zhrnutie tohto
odvodenia:

» Zakladnou myslienkou je tranformacia, pricom nova funkcia
bude mat nulové okrajové podmienky

> Riesenie hfaddme v tvare
u(x, 1) = v(x, £) + wlx t),
pricom
> v(x,t) ma nulové okrajové podmienky

> w(x,t) ma rovnaké okrajové podmienky ako u(x,t) a je to
linedrna funkcia v premennej x, t.j.

w(x, t) = a(t) + [b(t) — a(t)]x

» Odvodime PDR a zadiato¢n(i podmienku pre v(x, t) a tito
rovnicu vyrieSime



Priklad 4

Video PDR_T13_05 RVT na intervale (3) s nenulovymi
okrajovymi podmienkami, mindty 07.06-23.45

Zadanie:

» Homogénna RVT u; — a’u, = 0 na intervale (0, 1)
» V krajnych bodoch nula: u(0, t) = sin(t), u(1,t) = cos(t)
» Zaliato¢na podmienka: u(x,0) = x

RieSenie:

» Transformacia u(x,t) = v(x,t) + w(x, t), kde w(x, t) je
linedrna funkcia premennej x s rovnakymi okrajovymi
podmienkami ako u(x, t):

w(x, t) = sin(t) + [cos(t) — sin(t)]x

» Potom:

ur = v¢ + cos(t) + [—sin(t) — cos(t)]x, Uxx = Vix



» 7 toho dostaneme ODR pre v:
Ve — @*Vae = — cos(t) + [sin(t) + cos(t)]x
P Zaciato¢na podmienka pre v je:
x = u(x,0) = v(x,0)+w(x,0) = v(x, 0)+sin(0)+[cos(0)—sin(0)]x

= v(x,0) =0
» Nulové okrajové podmienky: v(0,t) = v(1,t) =0

» Teda v riesi nehomogénnu RVT s nulovymi okrajovymi
podmienkami — typ Il. (rovnica, ktord uz vieme riesit)

Animacia rieSenia v R-ku:

» video PDR_T13_06 Animacia RVT v R-ku (1) (vzorovy
jednoduchsi priklad animovaného riesenia)
» PDR_T13_07 Animacia RVT v R-ku (2) (tento priklad)



Cast Il. - dokazovanie vlastnosti rieSenia



Priklad 5. Nerasticost zadaného integralu

Zadanie.

Nech u(x, t) je rieSenim rovnice vedenia tepla

ur — a’uy =0 pre x € (0,1),t >0
u(x,0) = upg(x) pre x € [0,1]
u(0,t) =0,u(l,t) =0 pret >0

Dokazte nerasticost funkcie

1
F(t) :/O lu(x, £)2dx



RieSenie vo videu PDR_T13_09 RVT dokazy (1) nerastucost,
zakladné myslienky:

» Absolttna hodnota nemé vplyv na umocnenie

1 1 1
F(t) = / luldx = / wldx = F'(t) = / 2uudx
0 0 0

» VyuZijeme PDR, podla ktorej u; = a®uyy

v

Integrujeme sicin = metdda per partes

> Vyuzijeme okrajové podmienky, nieco vypadne a zvySnym
¢lenom ur¢ime znamienko




Priklad na precvicenie V.

Zadanie.

Nech u(x, t) je rieSenim rovnice vedenia tepla

ur+u=uy prexe(0,1),t>0
u(x,0) = up(x) pre x € [0,1]
u(0,t) =0,u(l,t) =0 pret >0
Dokazte, Ze
1 /1 2
F(£) =5 [ lu(x 0)dx
2 Jo
je nerastica funkcia a ze pre nu navyse plati odhad

F(t) < e 2tF(0)



Navod: Nerastlicost sa dokazuje analogicky ako pre RVT v priklade
1, k druhému tvrdeniu:

> vieme ho ekvivalentne zapisat ako:
InF(t) < —2t + InF(0)
InF(t) —InF(0) < —2t

» namiesto znamienka derivacie (&o stacilo v prvej ¢asti)
potrebujeme odhadnit jej hodnotu (ak mame odhad derivécie,
vieme ziskat aj odhad funkcie)

P aby sme uZ nepotrebovali rieSenie RVT u, odhad by mal mat
tvar

F'(t)<...,

kde prava strana moze obsahovat F, ale nie u
P zrejmé tvrdenie, ale je tu uzitocné:

Vs € (0,t): f(s) < g(s j/ ds</ g(s)ds



Priklad 6. Konstantné celkové mnozstvo tepla

Zadanie.

Nech u(x,t) je rieSenim rovnice vedenia tepla

U — a’u =0 pre x € (0,1),t >0
u(x,0) = up(x) pre x € [0,1]
ux(0,t) = 0,ux(1,t) =0 pret>0

Dokazte, ze celkové mnozstvo tepla

G(t) = /01 u(x, £)dx

je konstantné v Case.



RieSenie vo videu PDR_T13_10 RVT dokazy (2) konstantnost,
zakladné myslienky:

» Dokazeme, ze G'(t) =0
» Zderivujeme, vyuzijeme PDR a okrajové podmienky - eSte
rychlejsie ako v priklade 1

Doésledok: Celkové mnozstvo tepla je v kazdom Case rovnaké, ako
bolo na zadiatku:

/01 u(x, t)dx = /01 up(x)dx



Priklad 7. Limita rieSenia (izolované krajné body)

Zadanie.

Nech u(x, t) je rieSenim rovnice vedenia tepla

U — a’uy =0 pre x € (0,1),t >0
u(x,0) = up(x) pre x € [0,1]
ue(0,t) =0,ux(1,t) =0 pret >0

Pre kazdy bod x € (0, 1) urcte limitu lim¢_ o u(x, t).



Riesenie vo videu PDR_T13_11 RVT dokazy (3) limita,
zakladné myslienky:

Oznaéme @(x) := lim;— o u(x, t), potom:

> ii(x) spifa td istd PDR, teda &I, — a’fi = 0, ale &1 nezavisi od
casu, takze
fe = 0 = (x) = Cx + D
> 0i(x) spiiia tie isté okrajové podmienky, teda

(0) = T (1) = 0:

SR

i(x)=C=C=0=10(x)=D

» Integral z rieSenia u(x, t) sa podla predchadzajiceho prikladu
rovna v kazdom case fol up(x)dx, to isté plati aj pre U(x):

/01 i(x)dx = /01 up(x)dx = D = /01 up(x)dx



Priklad na precvicenie VI.: Limita rieSenia (konstantna
teplota v krajnych bodoch)

Zadanie.

Nech u(x, t) je rieSenim rovnice vedenia tepla

U — a’uy =0 pre x € (0,1),t >0
u(x,0) = up(x) pre x € [0,1]
u(0,t) =A,u(l,t)=B pret>0

kde A, B € R st konstanty. Pre kazdy bod x € (0, 1) urcte limitu
lim¢ o0 U(x, t).

Navod: Rovnako ako v priklade 3 dokazte, ze limita je linedrna
funkcia x. Potom vyuzite jej okrajové podmienky v bodoch x =0 a
x =1



Priklad na precvicenie VII.: Vypocet riesenia (izolované
krajné body)
Zadanie.

Nech u(x,t) je rieSenim rovnice vedenia tepla

Uy — auy =0 pre x € (0,1),t>0
u(x,0) = up(x) pre x € [0,1]
ux(0,t) = 0,ux(1,t) =0 pret>0

Odvodte postup pre vypoclet rieSenia u(x, t).

Navod: RieSenie budeme hladat v tvare kosinusového radu
Zﬂk cos(kmx).

Okrajové podmienky tak budu urcite splnené. Odvodenie ODR a
zaciatoénych podmienok pre Sx(t) je analogické ako v pripade
sinusového rozvoja riesenia pre RVT s nulovymi funkénymi
hodnotami v krajnych bodoch.
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