Priklady na precvicenie, cvicenie 10

2-EFM-107 Parcidlne diferencialne rovnice, 2024

5. decembra 2024

Priklady sa neodovzdavaji, je mozné prist so svojim pokusom /rieSenim na konzultécie.
ROVNICA VEDENIA TEPLA NA PRIAMKE: PRIKLADY Z CVICENIA

1. Najdite rieSenie rovnice

ot 0z2

so zaciatoénou podmienkou

=ex(r—1) prexz € (0,1),t >0

u(z,0) = z(x — 1) pre x € [0,1]
a okrajovymi podmienkami

u(0,t) = 0,u(1,t) =0 pre t > 0.

2. Najdite rieSenie rovnice
ou 0%u
ot Ox?

so zaciatoénou podmienkou

=0prex e (0,1),t>0

u(x,0) = 0 pre z € [0,1]
a okrajovymi podmienkami
u(0,t) = sin(t),u(1,t) =1 pre t > 0.

3. N4jdite rieSenie rovnice

2
gﬁ:—g;;:xprexe(o,l)jt>0

so zaciatoénou podmienkou
u(z,0) = sin(27z) + sin(37z) pre z € [0,1]
a okrajovymi podmienkami
u(0,t) = 0,u(1,t) =0 pre t > 0.

Ndvod: Zaciatoénd podmienka uz je v tvare sinusového rozvoja (ktory ma v tomto pripade
len konecne vela nenulovijch ¢lenov).



4. N4jdite rieSenie rovnice

0 02
a—?—a—;;:xprexe((),l),t>0

so zaciato¢nou podmienkou
u(z,0) = sin(27z) cos(3mx) pre x € [0, 1]
a okrajovymi podmienkami
u(0,t) = 0,u(1,t) =0 pre t > 0.

Ndvod: Odvod’te si trigonometricki identitu, vdaka ktorej nebude potrebné pocitat in-
tegrdl zo zaciatoénej podmienky.

5. Nech u(z,t) je rieSenie rovnice

ou_ ou
ot 0x?

so zaCiatoénou podmienkou

+u=0preze (0,1),t>0

u(z,0) = up(z) pre z € [0,1]
a okrajovymi podmienkami
u(0,t) = 0,u(1,t) =0 pre t > 0.
Dokézte, ze F(t fo lu(z,t)|>dx je nerastiica funkcia premennej .

6. Nech u(z,t) je rieSenie rovnice

ou_ o
ot 0x?

so zaciatoénou podmienkou

=0prez e (0,1),t>0

u(z,0) = up(z) pre z € [0,1]

a okrajovymi podmienkami vyjadrujicimi izolované krajné body

ou ou
—(0,t) =0, —(1,t) =0 pre t > 0.
0,0 = 0,521, =0
Dokézte, ze celkové mnozstvo tepla F'(t fo x,t)dz sa nemeni v Case.
POKRACOVANIE

Rovnakou trasformdciou ako v pripade RVT na priamke, teda
u(z,t) = e Ply(z, 1)
sa dd riesit aj loha

ou 0% ou
— —a¢"—+A—+Bu= 1 .
5 % 92 o u= f(x,t) prex € (0,1),t >0

Aj teraz konstanty o, B urcéime tak aby funkcia v(x,t) spl/ﬁala RVT.



7. Néjdite riesenie u(x,t) rovnice
ou_ o
ot 022

so zaciatoénou podmienkou

+4u=1prex € (0,1),t >0

u(z,0) =z pre z € [0, 1]
a okrajovymi podmienkami

u(0,t) = 0,u(1,t) =0 pre t > 0.

V pripade okrajovijch podmienok
ou ou
—(0,t) =0,—(1,£) =0 t>0

budeme riesenie rozvijat do kosinusového radu

Zak cos(kmz).

8. N4jdite riesenie u(x,t) rovnice

ou_ P
ot 0z

so zaciatoénou podmienkou

=0prez e (0,1),t>0

u(z,0) =z pre z € [0, 1]

a okrajovymi podmienkami

ou ou

—(0,t) =0,—(1,t) =0 pret >0

0,6 =0, 51,1 =0
a limitu rieSenia pre t — oo. Fyzikdlna intuicia pre limitu: Pri izolovangch krajngch
bodoch sa teplota stabilizuje na konstantnej hodnote, pricom celkové mnoZstvo tepla pre
tito limitnd funkciu bude rovnaké ako celkové teplo na zaciatku.

9. Nech u(z,t) je rieSenie rovnice

ou_ ot
ot 0z

so zaciatoénou podmienkou

=0prex € (0,1),t >0

u(z,0) = 2% pre z € [0,1]

a okrajovymi podmienkami

ou ou
%(O,t) =0, %(1,16) =0 pret>0.

Pre kazdy ¢as t > 0 najdite hodnotu integralu F'(t fo x,t)dz.

Pozndmka: Nehladajte riesenie, ale dokdzte vlastnost, ktord vdam umozni ndjst hladani
hodnotu integralu.



