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Pŕıklady sa neodovzdávajú, je možné pŕıst’ so svojim pokusom/riešeńım na konzultácie.

Rovnica vedenia tepla na priamke: pŕıklady z cvičenia

1. Nájdite riešenie rovnice

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= e−tx(x− 1) pre x ∈ (0, 1), t > 0

so začiatočnou podmienkou

u(x, 0) = x(x− 1) pre x ∈ [0, 1]

a okrajovými podmienkami

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0 pre t > 0.

2. Nájdite riešenie rovnice

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0 pre x ∈ (0, 1), t > 0

so začiatočnou podmienkou

u(x, 0) = 0 pre x ∈ [0, 1]

a okrajovými podmienkami

u(0, t) = sin(t), u(1, t) = 1 pre t > 0.

3. Nájdite riešenie rovnice

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= x pre x ∈ (0, 1), t > 0

so začiatočnou podmienkou

u(x, 0) = sin(2πx) + sin(3πx) pre x ∈ [0, 1]

a okrajovými podmienkami

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0 pre t > 0.

Návod: Začiatočná podmienka už je v tvare śınusového rozvoja (ktorý ma v tomto pŕıpade
len konečne vel’a nenulových členov).
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4. Nájdite riešenie rovnice

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= x pre x ∈ (0, 1), t > 0

so začiatočnou podmienkou

u(x, 0) = sin(2πx) cos(3πx) pre x ∈ [0, 1]

a okrajovými podmienkami

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0 pre t > 0.

Návod: Odvod’te si trigonometrickú identitu, vd’aka ktorej nebude potrebné poč́ıtat’ in-
tegrál zo začiatočnej podmienky.

5. Nech u(x, t) je riešenie rovnice

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
+ u = 0 pre x ∈ (0, 1), t > 0

so začiatočnou podmienkou

u(x, 0) = u0(x) pre x ∈ [0, 1]

a okrajovými podmienkami

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0 pre t > 0.

Dokážte, že F (t) =
∫ 1
0 |u(x, t)|2dx je nerastúca funkcia premennej t.

6. Nech u(x, t) je riešenie rovnice

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0 pre x ∈ (0, 1), t > 0

so začiatočnou podmienkou

u(x, 0) = u0(x) pre x ∈ [0, 1]

a okrajovými podmienkami vyjadrujúcimi izolované krajné body

∂u

∂x
(0, t) = 0,

∂u

∂x
(1, t) = 0 pre t > 0.

Dokážte, že celkové množstvo tepla F (t) =
∫ 1
0 u(x, t)dx sa nemeńı v čase.

Pokračovanie

Rovnakou trasformáciou ako v pŕıpade RVT na priamke, teda

u(x, t) = eαx+βtv(x, t)

sa dá riešit’ aj úloha

∂u

∂t
− a2

∂2u

∂x2
+A

∂u

∂x
+Bu = f(x, t) pre x ∈ (0, 1), t > 0.

Aj teraz konštanty α, β urč́ıme tak aby funkcia v(x, t) spĺňala RVT.
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7. Nájdite riešenie u(x, t) rovnice

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
+ 4u = 1 pre x ∈ (0, 1), t > 0

so začiatočnou podmienkou

u(x, 0) = x pre x ∈ [0, 1]

a okrajovými podmienkami

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0 pre t > 0.

V pŕıpade okrajových podmienok

∂u

∂x
(0, t) = 0,

∂u

∂x
(1, t) = 0 pre t > 0

budeme riešenie rozv́ıjat’ do kośınusového radu

u(x, t) =

∞∑
k=0

αk(t) cos(kπx).

8. Nájdite riešenie u(x, t) rovnice

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0 pre x ∈ (0, 1), t > 0

so začiatočnou podmienkou

u(x, 0) = x pre x ∈ [0, 1]

a okrajovými podmienkami

∂u

∂x
(0, t) = 0,

∂u

∂x
(1, t) = 0 pre t > 0

a limitu riešenia pre t → ∞. Fyzikálna intúıcia pre limitu: Pri izolovaných krajných
bodoch sa teplota stabilizuje na konštantnej hodnote, pričom celkové množstvo tepla pre
túto limitnú funkciu bude rovnaké ako celkové teplo na začiatku.

9. Nech u(x, t) je riešenie rovnice

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0 pre x ∈ (0, 1), t > 0

so začiatočnou podmienkou

u(x, 0) = x2 pre x ∈ [0, 1]

a okrajovými podmienkami

∂u

∂x
(0, t) = 0,

∂u

∂x
(1, t) = 0 pre t > 0.

Pre každý čas t > 0 nájdite hodnotu integrálu F (t) =
∫ 1
0 u(x, t)dx.

Poznámka: Nehl’adajte riešenie, ale dokážte vlastnost’, ktorá vám umožńı nájst’ hl’adanú
hodnotu integrálu.
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