Diskrétne nahodné vektory

Metody riesenia uloh
z pravdepodobnosti a statistiky
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Nahodné vektory

» Nahodny vektor (X,, X,,..., X ) — kazda
jeho zlozka je nahodna premenna

* Diskretny nahodny vektor — nadobuda
konecne alebo spocitatelne vela hodnot
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Priklad 1: Hlasovanie komisie

* V komisii su 3 osoby —
— A sa spravne rozhoduj

— B sa spravne rozhoduj
— C sa spravne rozhoduj

A, B, C, pricom
e s pravd. 0,9
e s pravd. 0,8
e s prav. 0,75

* A, B, C hlasuju nezavisle
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Priklad 1: Hlasovanie komisie

* Vysledok hlasovania komisie — nahodny
vektor (X, X,, X,)

* Ak sa i-ty Clen komisie rozhodol spravne,
X.=1, inak X =0.

* Otazka (a): Aké hodnoty moéze
nadobudat tento nahodny
vektor a s akymi
pravdepodobnostami sa
nadobudaju?
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Priklad 1: Hlasovanie komisie

* Predpokladajme, ze komisia sa rozhodne
tak, ako hlasovala vacsina jej Clenov.

* Otazka (b): Vypocitajte pravdepodobnost,
Zze komisia sa rozhodne spravne.
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Priklad 1: Hlasovanie komisie

» Otazka (c): Clen komisie C si v&imol, Ze jeho
hlasovanie sa Casto ukaze byt nespravne.
Uvazujme tieto dve moznosti:

» Sedi vedla ¢lena B, a tak pri hlasovani odpiSe
jeho rozhodnutie

» Rezignuje a namiesto rozmyslania nad
problemom si len hodi mincou.
Pri ktorej z nich je pravd.
spravneho rozhodnutia komisie
vacsia”?
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Priklad 2: Hlasovanie Il.

* Uvazujme povodné pravd. a doplnme k
povodnemu vektoru (X, X,, X,) este:

— Y, ktora vyjadruje pocet Clenov, ktori hlasovali
spravne

— Z, ktora vyjadruje rozhodnutie komisie (0 =
nespravne, 1 = spravne)

* Mame teda nahodny vektor
(X Xo X5 Y, Z)
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Priklad 2: Hlasovanie Il.

* Ulohy:
a) Najdite marginalne rozdelenie Z

b) Najdite podmienené rozdelenie Z, za
podmienky, ze X,=0 — teda rozdelenie

vysledku hlasovania, za podmienky, ze Clen
A (najsikovnejsi) sa rozhodol nespravne
c) Najdite podmienené rozdelenie Z,
za podmienky, ze X,+X,>0 — teda
rozdelenie vysledku hlasovania, za

podmienky, ze Clen A alebo B sa
rozhodol spravne Shitcom



Nezavislost

* Pripomenme si definiciu nezavislosti
diskretnych nahodnych premennych X, Y:

PIX=x, Y=yl=PX=x]P[Y=y]
pre vsetky mozne hodnoty X, y

* UzitoCna strategia, ako dokazat,
ze X, Y nie su nezavisle: Najst
hodnoty x, y tak, ze pravdep.
P[X = x] a P[Y = y] su nenulove,
ale PIX=x, Y=y]=0
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Priklad 3: Nezavislost |.

* Pomocou uvedenej stratégie dokazte, ze
tieto zlozky tychto nahodnych vektorov nie
suU nezavisle:

a) (Y, Z) zprikladu 2
b) (X, Y) z prikladu 2

* Niekedy sa neda pouzit, treba
dokazovat inak - DU:
c) Dokazte, ze (X,, Z) z prikladu 2 nie
suU nezavisle.
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Priklad 4: Nezavislost' Il.

* Dokazte, ze zlozky nasledujucich
nahodnych vektorov nie su po dvoch
nezavisle — teda ziadna dvojica zloziek nie
je nezavisla:

a) Mame 3 Cervené ruze, 3 ruzove a 3 biele.
Nahodne z nich vyberieme 5 a
spravime kyticu. (C, R, B) je nahodny

vektor vyjadrujuci pocet ruzi
jednotlivych farieb v kytici.
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Priklad 4: Nezavislost' Il.

b) Hodime naraz siestimi kockami. Nahodny
vektor (X, X,, X,;, X,, X, X;) oznacuje pocet
jednotiek, dvojek, ..., sestiek, ktoré na nich
padnu.

c) Hodime naraz desiatimi kockami. Nahodny
vektor (P, N) oznacCuje pocCet parnych a
pocCet neparnych Cisel, ktoré na nich
padnu.

d) Hodime dvakrat kockou. (S, R)
oznacuje sucet a rozdiel (prve Cislo
minus druhe) Cisel, ktore padnu.
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Priklad 5: Scrabble |.

* V hre Scrabble hraci zostavuju z pismeniek
slova.

* PocCty pismeniek v slovenskej hre (podla
bodovych hodnot) su:

e 2 Zoliky (za O bodov)

« 1hod AxXS9, 0x5 Ex8 I x5 Nx5 Tx4 R x4, S x4,V x4
e Z2hody: M x4, Kx3, Lx3 Dx3, P x3

e S body: ] x2, U x2

e« dbody: Bx2, Hx1, ¥ x1, Zx1 Ax1, Cxl1

e S5bhodov: C %1, 7Zx1,8x1,ix1, ¥ x1

e 7bodov: U %1, Tx1, Ex1, U=x1

e 8bodov: D x1, Fx1, Gx1, Nx1, O x1

e 10 bodov: L x1, R x1, X x1, Ax1, 0 x1

fppt.com



Priklad 5: Scrabble |.

* Na zacCiatku si nahodne vytiahneme 7
pismen.

* Aka je pravdepodobnost, ze to budu:
—2 samohlasky a 5 spoluhasok

—2 samohlasky, 4 samohlasky a zolik
— obidva zoliky a zvysne budu
spoluhlasky
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Priklad 6: Scrabble II.

* V jednej obmene hry sa vytiahne 7 pismen a
kazdy z hracov sa snazi vytvorit slovo
pomocou tychto pismen.

* Pomienkou je, ze medzi tymito 7 pismenami
musia byt aspon dve samohlasky a aspon
dve spoluhlasky, pricom zolik méze
podla potreby predstavovat
samohlasku alebo spoluhlasku.
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Priklad 6: Scrabble II.

* V prvom kole sa pismena tahaju z celej
sady. Aka je pravdepodobnost, ze to bude
treba zopakovat, lebo nebude splnena

podmienka na minimalny pocet samohlasok
a spoluhlasok?
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Society of Actuaries

* SOA - Society of Actuaries, www.soa.org

* Exam P — Probability, www.soa.org/
education/exam-req/edu-exam-p-detail.aspx

PoCas semestra vyrieSime aj
niekolko prikladov z tejto
skusky

fppt.com



Priklad 7: SOA I.

* Zdruzené rozdelenie poctu tornad v P a Q

* Vypocitajte varianciu poctu tornad v Q za
podmienky, ze v P neboli ziadne tornada
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Priklad 8: SOA II.

* Poistenie vodicov, ktori prave dostali
vodiCcsky preukaz — nemame ich
charakteristiky, len historické udaje o
takychto vodiCoch, z ktorych sa odhadli

pravdepodobnosti:
» 0,5 nizke riziko
» 0,3 stredné riziko
» 0,2 vysoke riziko
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Priklad 8: SOA II.

* Poistenie uzavreli styria takito vodici

* Prepokladame, ze ich zaradenie podla
rizika je nezavislé a riadi sa uvedenym
rozdelenim.

Aka je pravdep., ze v do

kategorie vysokeho rizika spada
aspon o 2 viac vodicov ako
do kategorie nizkeho rizika?

(A) 0.006 (B)y0.012 (Cy0.018 (D) 0.049 (E) 0.073
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Multinomické rozdelenie

* Mame n gul6cok, umiestnujeme ich
nezavisle do k priehradiek

* Pravdepodobnost, ze gulocku umiestnime
do /-tej priehradky je p.
* Pravdapodobnost, ze v jednotlivych
priehradkach bude x, ..., x, gulocok, je:

r!
pit - PRt
ey

:T.'l.r
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Multinomické rozdelenie

* Priklad:

Uvazujme pravdepodobnosti z prikladu 6. Mame
15 vodicov. Aka je pravdepodobnost, ze 9 z nich
patri do kategorie nizkeho rizika, 3 do kategorie
stredneho rizika a 3 do kategorie vysokeho

rizika?
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Priklad 9: Hadzanie kockami

* Hodime siestimi kockami.

—Aka je pravdepodobnost, ze padnu dve
dvojky, dve trojky, patka a sestka?

—Aka je pravdepodobnost, ze padnu tri
jednotky a tri Sestky?
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Viacrozmerne
hypergeometrické rozdelenie

« V urne je spolu m gulocok, z nich m_, ma
farbu 1, m, farbu 2, ..., m, farbu K.

» Bez vracania vyberieme n gul6cok.

Pravdep., ze z nich j, ma farbu 1, .

J, ma farbu Kk, je:

i) G )~ Gid)

()

Il,
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Priklad 10: Kytica

* Mame 3 Cervene ruze, 3 ruzove a 3 biele.
Nahodne z nich vyberieme 5 a spravime
Kyticu.

* Aka je pravdepodobnost, ze v kytici bude
jedna Cervena, dve ruzove a dve biele ruze?
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Priklad 11: Vyber s vracanim
a bez vracania

« V urne je spolu m gulocok, z nich m_ ma
farbu 1, m,farbu 2, ..., m _farbu k.
* VVyberieme n z nich — vieme, ze ak je to vyber:
— s vracanim — multinomické

— bez vracania — viacrozmerne
hypergeometricke
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Priklad 11: Vyber s vracanim
a bez vracania

* |ntuicia:

Pri velkom pocte guléCok by v tom nemal byt
velky rozdiel, Ci gul6Cky vratime alebo nie.

fppt.com



Priklad 11: Vyber s vracanim
a bez vracania

* Presne:
— Fixujme n (veflkost vyberu)

— Nechajme m (celkovy pocCet gul6Cok) rast do
nekonecna tak, ze pritom m/m — p.

~ Potom pravdepodobnosti viacrozmerneho
hypergeometrického rozdelenia
konverguju k pravd. multinomickeho
rozdelenia. Dokazte toto tvrdenie.
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Priklad 11: Vyber s vracanim
a bez vracania

 Numerické ukaZka - DU:
— llustrujte predchadzajuce tvrdenie numericky.

— Pre zvolené ,dost velke®™ m (treba vyskusat, ake
musi byt) vypocitajte pravd. niekolkych
zvolenych udalosti presne pomocou
viacrozmerneho hypergeometrického

rozdelenia a porovnajte s
multinomickych, kde p.=m /m. Mali by

byt podobné.
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Priklad 12: SOA IlI.

* ESte jeden priklad zo skusky SOA:
— V predajni aut je pocCet predanych aut za
den 0O, 1 alebo 2.

— Ak predaju auto, ponuknu kupujucemu
predlzenu zaruku

— 0Oznacme X pocet predanygh auta Y
pocet predanych predlzenych zaruk.

fppt.com



Priklad 12: SOA IlI.

— Zdruzené rozdelenie vektora (X, Y) je:

(1/6 (z,y) = (0,0),

1712 (=, 5) = {10},

P =BV — = lh (Z. 9] = r1 1),
| ' 1/12 (z,y) = (2,0),
1/3 (2, %) =12, 1),

[ 1/6 = 4} —42.2).

— Vypocitajte disperziu nahodne]
premennej X, teda poctu
predanych aut.
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