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Metody riesenia tloh z pravdepodobnosti a Statistiky

Dve verzie domécej tlohy v maximalnej hodnote 100 bodov (ako 100 percent sa
berie 60 bodov, tak ako pri tlohach v Skole) - moZete si vybrat:

e Priklad 1 - kazda uloha v tomto priklade je za 10 bodov

e Priklady 2 a 3 - kazd4 tloha (4 tlohy v priklade 2 a tloha 3) je za 20
bodov

1 Priklad 1: Hlasovanie komisie

Majme trojclennti komisiu, ktord rozhoduje na zéklade hlasovania vicsiny jej
¢lenov. Otazky, ktoré riesi, ¢asto nie si jednoduché a tak sa niekedy stane, ze
sa po Case ndzor ¢lena komisie (a teda aj jeho hlasovanie) ako nespravne. Na
zéklade toho, Ze komisia funguje uz dlhsie, s zname pravdepodobnosti toho,
Ze jednotlivi ¢lenovia komisie rozhodnt pri rieSeni urc¢itého problému spravne.
Oznac¢me ¢lenov komisie A, B, C a pravdepodobnosti ich spravneho rozhodnutia
pa, pB a pc. Budeme predpokladat, ze py > pp > pc. VSetky pravdepodobnosti
st asponi 1/2 (ak niekto nechce vyslovene $kodit, v pripade pravdepodobnosti
mensej ako polovica by radsej jednoducho hlasoval naopak, aby pravdepodob-
nost spravnej odpovede zvysil). Takisto, ak nebude povedané inak, ¢lenovia ko
rozhoduju nezavisle.

Rozhodovanie komisie charakterizujeme ndhodnym vektorom (X1, Xo, X3).
Jeho zlozky nadobudaji hodnoty 0 a 1 podla toho, ¢i sa jednotlivi ¢lenovia
komisie (v poradi A, B, C) rozhodli nespravne (0) alebo spravne (1). Bude nas
zaujimat pravdepodobnost, Ze komisia v réznych situdciach rozhodne spravne.

1. Urcte pravdepodobnostné rozdelenie nasho ndhodného vektora - teda aké
hodnoty méze nadobudat a s akymi pravdepodobnostami.

2. Pomocou predchadzajuceho bodu ukézte, ze pravdepodobnost spravneho
rozhodnutia komisie je papp + papc + pBpc — 2papBpC-

3. Nechps = 0.8,pg = 0.7, pc = 0.6. Ukdzte, Ze pravdepodobnost spravneho
rozhodnutia komisie je mensia, ako keby sme nechali rozhodovat iba ¢lena

A.



4. Teraz nech p4 = 0.9,pp = 0.8, pc = 0.7. Ukazte, ze v tomto pripade je
komisia uZitoénd - pravdepodobnost jej spravneho rozhodnutia je vyssia
ako pravdepodobnost spravneho rozhodnutia jej Tubovolného ¢lena.

5. Uvazujme situaciu z bodu 4. C zistil, Ze sa najcastejsie myli a preto sa
namiesto samostatného hlasovania rozhodol odpisat vzdy hlasovanie ¢lena
B, ktory sedi vedla neho. Ako sa tym zmeni pravdepodobnost spravneho
rozhodnutia komisie?

6. Predpokladajme, ze v predchadzajicom bode by sa ¢len B rozhodol radsej
hédzat mincou. Minca je pravidelnd, takZze pravdepodobnost jeho spréav-
neho rozhodnutia je 1/2. Co je z hladiska spravneho rozhodnutia komisie
lepsie - ak bude odpisovat alebo ak bude hadzat mincou?

7. Ponechajme hodnoty pg = 0.8, pc = 0.75. Pri akej pravdepodobnosti p4
by bolo spravne rozhodnutie komisie menej pravdepodobné ako p4? Teda:
Ako mudry by musel byt A, aby bolo lepSie nechat rozhodnutie na neho,
ako zvolavat komisiu?

8. Zistime, nakolko moze rozhodovanie ovplyvnit jej najmenej muadry élen.
Dokazte (pri v8eobecnych hodnotach 1/2 < pe < pp < pa), ze pravdepo-
dobnost spravneho rozhodnutia komisie neméze byt mensia ako priemer
hodnét pas a pp.

9. Predpokladajme teraz, ze vSetci traja ¢lenovia st rovnako mudri a spravne
sa rozhoduju s rovnakou pravdepodobnostou p € [1/2,1]. Ozna¢me P
pravdepodobnost spravneho rozhodnutia komisie. Zistite, pre ktoré p na-
stavaji moznosti P > p, P = p, P < p.

10. V situécii z predchadzajiceho bodu urcéte p, pre ktoré je rozdiel P — p
maximalny. Teda, pri akom p je prinos komisie v porovnani s rozhodovanim
len jedného jej ¢lena najvacsi?

2 Priklad 2: Zastavovanie vytahu a podéitacové
simulovanie nahodnych javov

V niektorych pripadoch moze byt uzitoéné naprogramovat si situdciu, ktora
modelujeme. Bud preto, Ze je prilis§ komplikovand na analyticky vypodet alebo
preto, Ze si chceme spravit kontrolu nasich vypoctov. Ukazeme si to na priklade
rieSenia tlohy o vytahu:

V dome, ktoryj md prizemie an poschodi, je vytah. Na prizemi doriho nastipi
k ludi. Kazdy z nich vystipi nezdvisle na ostatngch s rovnakou pravdepodobno-
stou 1/n na ktoromkolvek poschodi. Akd je strednd hodnota poctu poschodi, na
ktorijch vytah zastavi, aby z neho nickto vystipil?

Simulédciu tejto situdcie (v jazyku R, ktory sa budete v Skole ucit budici
gkolsky rok) si mozete vyskusat spustanim kédu na stranke



www.rextester.com/DL0Z89092

Pozrime sa najskér na funkciu vytah:

Ako vstup dostéva pocet poschodi n a pocet Tudi k.

V prvom riadku sa pouzije funkcia sample. T4 vygeneruje ndhodny vyber.
Ako jej prvy argument treba zadat, z ¢oho sa ma vyberat. V nasom pripade
je to vektor 1:n, teda vektor s hodnotami 1, 2, ..., n.Druhy parameter
size zase hovori, kolko hodnot sa mé vyberat. V nasom pripade je to k.
Napokon, replace = TRUE alebo FALSE urdi, ¢i mé ist o vyber s navratom
alebo bez navratu.

Vzhladom na zadanie prikladu sa ndm teda do premennej vystupovanie
ulozi realizacia ndhodného vektora (X1, Xs, ... X}), pricom X je ¢islo
poschodia, na ktorom vystupi i-ty ¢lovek. Kazdé X; nadobuda hodnoty
1,2,...,n, kazda s rovnakou pravdepodobnostou. Zlozky tohto ndhodného
vektora s nezavislé.

Funkcia unique vynechd z vektora opakujice sa hodnoty. Ak napriklad do-
stane ako vstup vektor s hodnotami 1, 4, 1, 3, 3, 1, vystupom bude
vektor s hodnotami 1, 4, 3. V nasom pripade dostaneme zoznam po-
schodi, na ktorych niekto vystapil.

KedZe funkcia length vracia dizku vektora a return uréi, ¢o ma nasa
funkcia vracat, vistupom bude dlzka vektora so zoznamom poschodi. Inak
povedané, bude to pocet poschodi, na ktorych niekto vystupil.

Co mézeme s touto funkciou robit:

Prirodzene, moZeme ju zavolat s nejakymi parametrami, napr. vytah(6,
6). Dostaneme jedno &islo, zodpovedajice jednej situdcii so 6 Tudmi v
6-poschodovom dome. Napriklad 3,60 znamend, ze Tudia vystupovali na
troch réznych poschodiach.

Kvoli ndhodnosti dostaneme pri opétovnom za volani funkcie novy vy-
sledok. Chceli by sme funkciu spustit velakrat a zaznamenat si vysledky.
Na to sluzi funkcia replicate. Treba. jej povedat, kolko opakovani ma
spravit (my ich budeme mat 100 000) a ¢o mé opakovat.

Pri simulécii sa generuju nahodné c¢isla. Funkciou set.seed dosiahneme
to, ze pri opidtovnom spusteni programu sa vygeneruju tie isté ndhodné
¢isla.

Co spravit s vysledkami stotisic simulacii, ktoré mame vo vektor vysledky?

Pomocou table si mozeme pozriet, kolkokrat bola vysledkom jednotka,
dvojka, atd. V nasom pripade sa 7 krat stalo, Ze vSetci vystupili na tom
istom poschodi. 1995 krat vystupovali na dvoch poschodiach. Uz castejsie,
23 296 krat, to boli tri poschodia. Atd.



e Ak tuto tabulku vlozime do funkcie prop.table, dostaneme namiesto po-

¢tu pripadov ich podiel na celkovom pocte simulécii. (0.25 by potom na-
priklad znamenalo 25 percent.)

Pomocou funkcie barplot si mozeme nakreslit graf a namiesto tabulky
sa na vysledky pozriet vizuélne.

Podla zadania prikladu nés zaujima strednd hodnota po¢tu poschodi, na
ktorych niekto vystipil. Ak teda spravime priemer nasich hodnét vo vektor
vysledky, dostaneme odhad tejto strednej hodnoty. V nasom pripade je
to 3.98732.

Ulohy pre vés:

1.

Ponechajte si v programe definiciu funkcie vytah a nastavenie set.seed
. Potom niekolkokrat pod seba skopirujte generovanie simuldcii a vypo-
Cet priemeru (pre n = 6,k = 6, ako vo vzorovom kdde). Aké hodnoty
priemerov ste dostali?

. Zopakujte predchidzajtci bod pre pripad, Ze chcete analyzovat situéciu,

v ktorej mé budova 10 poschodi a do vytahu nastupuje 7 Tudi.

. Odvodte stredntt hodnotu analyticky pre vSeobecnom pripade, pre Iubo-

volné n a k. Ndvod: UvaZujme indikdtory Y;, ktoré vyjadruji, ¢i na i-tom
poschodi niekto vystipil. Jednoducho vieme vypocitat pravdepodobnost, Ze
sa takyto indikdtor rovnd nule, teda Ze na danom konkrétnom poschodi ne-
vystupil nikto. Pocet poschodi, na ktorych niekto vystiupil, je potom sucet
tychto indikdtorov.

Vypocitajte presné stredné hodnoty pre situacie z prvych dvoch pripadov.
Mali by sa podobat na vysledky zo simulécii, ktoré ste robili.

Priklad 3: Priklad zo skasok americkej Society
of actuaries

A car dealership sells 0, 1, or 2 Inxury cars on any day. When selling a car, the dealer also
tries to persuade the customer to buy an extended warranty for the car. Let X denote
the number of luxury cars sold in a given day, and let ¥ denote the number of extended
warranties sold, and suppose that

1/6  for (z,y) = (0,0),
1/12  for (z,y) = (1,0),
1/6  for (z,y) = (1,1),
(& =1 V=112 for (z,y) = (2,0),
1/3  for (z,y) = (2,1),
1/6  for (z,y) = (2,2).

What is the variance of X7



