
1. Ne
h X1, . . . , Xn je náhodný výber z Np(µ,Σ). Nájdite odhad parametrov µ a

Σ metódou maximálnej vierohodnosti.

Logaritmus funk
ie vierohodnosti má tvar:

l(x, µ,Σ) = −
n

2
log det(2πΣ)−

n

2
tr(Σ−1S)−

n

2
(x̄− µ)TΣ−1(x̄− µ)

Od µ závisí len posledný s£ítane
 a platí (x̄−µ)TΣ−1(x̄−µ) ≥ 0. Maximum sa teda dosahuje

vtedy, ke¤ (x̄ − µ)TΣ−1(x̄− µ) = 0, a teda µ̂ = x.

�alej teda platí

l(x, x̄,Σ) = −
n

2
log det(2πΣ)−

n

2
tr(Σ−1S) = −

np

2
log(2π)−

n

2
log det(Σ)−

n

2
tr(Σ−1S)

Na to, aby sme na²li odhad kovarian£nej mati
e, potrebujeme minimalizova´ výraz log det(Σ)+
tr(Σ−1S)

log det(Σ) + tr(Σ−1S) =

= log det(ΣS−1S) + tr(Σ−1S) = log det(ΣS−1) + log det(S) + tr(Σ−1S) =

= log det(ΣS−1/2S−1/2) + log det(S) + tr(Σ−1S1/2S1/2) =

= log det(S−1/2ΣS−1/2) + log det(S) + tr(S1/2Σ−1S1/2) =

= log

p∏

i=1

λi +

p∑

i=1

1

λi
+ log det(S) =

p∑

i=1

(logλi +
1

λi
) + log det(S),

kde λi, i = 1, . . . , p sú vlastné hodnoty mati
e S−1/2ΣS−1/2
.

Aby sa dosahovalo minimum, musí by´ λi = 1 ∀i, a teda musí plati´ S−1/2ΣS−1/2 = Ip. To ale

nastáva vtedy, ke¤ Σ = S, a teda Σ̂ = S.

2. Ne
h X1, . . . , Xn je náhodný výber z Np(µ,Σ). Predpokladajme, ºe µ = µ0.

Nájdite odhad parametra Σ metódou maximálnej vierohodnosti.

Logaritmus funk
ie vierohodnosti má v tomto prípade tvar:

l(x,Σ) = −
n

2
log det(2πΣ)−

n

2
tr(Σ−1S)−

n

2
(x̄ − µ0)

TΣ−1(x̄− µ0)

Ak ozna£íme d = x̄− µ0, potom

l(x,Σ) = −
n

2
log det(2πΣ)−

n

2
tr(Σ−1S)−

n

2
dTΣ−1d =

= −
np

2
log(2π)−−

n

2
log det(Σ)−

n

2
tr(Σ−1S)−

n

2
dTΣ−1d

Potrebujeme teda minimalizova´ výraz log det(Σ)+tr(Σ−1S)+dTΣ−1d. Úpravami dostávame

log det(Σ) + tr(Σ−1S) + dTΣ−1d =

= log det(Σ) + tr(Σ−1S) + tr(dTΣ−1d) =

= log det(Σ) + tr(Σ−1S) + tr(Σ−1ddT ) =

= log det(Σ) + tr(Σ−1(S + ddT ))

Podobne ako v pred
hádzajú
om príklade teda platí Σ̂ = S + ddT .
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