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1 Opakovanie maticovej algebry

Priklad 1. Dokazte, ze kazda symetrickd idempotentna matica A je pozitivne semide-
finitn4 matica, ktorej vSetky vlastné ¢isla st rovné bud 0 alebo 1, ¢iZe je ju mozné zapisat
v tvare

A = Udiag(1,...,1,0,...,0)U",

kde U je ortogonélna matica vlastnych vektorov matice A. Dokézte tiez, Ze stopa symet-
rickej idempotentnej matice je rovna jej hodnosti.

Priklad 2. Nech A je matica typu n x m a nech (AT A)~ je pseudoinverzna matica k
AT A. Ukazte, 7e (AT A)~ AT je jednou z pseudoinverzii matice A.

Priklad 3. Ortogonalny projektor na linedrny podpriestor L priestoru R” je taka ma-
tica P typu n X n, pre ktorta plati:
a)Ve e R": PrelL
b)Vre L: Pr=x
¢) Vax,y € R": (z, Py) = (Pz,y).
Presvedcte sa, ze kazdy ortogonalny projektor je idempotentnd symetrickd matica. Do-
kazte, ze existuje jediny ortogonalny projektor na dany linearny podpriestor L.

Priklad 4. Nech A, je symetrickd matica a a € RP. Ukazte, Ze potom

da’ x oxT Ax 0*a’x

Priklad 5. Nech

Najdite gradient a Hessian kvadratickej formy Q(z) = = Axz.

Priklad 6. Najdite vzorec pre det(A + aa’) a (A + aa®)™L.



Priklad 7. UkazZte, Ze pre lubovolné matice A, ,, Bpx, maji stéiny AB a BA rovnaké
nenulové vlastné hodnoty.

2 Nahodné vektory

Priklad 1. Nech X,Y st nezavislé ndhodné premenné s konec¢nou disperziou a nech
X=X, Xo=X+Y a X3 =X —Y. Nijdite kovarianéni maticu ndhodného vektora
Z = (X1, X5, X3)T. Presvedcte sa, ze ndhodné vektory (X, X)T, (X1, X3)T a (X, X3)7
maji reguldrne kovarian¢né matice, ale ndhodny vektor Z mé singuldrnu kovarian¢nu
maticu.

Priklad 2. Dokézte, Ze korelatna matica I'ubovolného nadhodného vektora, ktorého
komponenty maji kone¢né a nenulové disperzie, je pozitivne semidefinitna.

Priklad 3. Nech V = (XY, Z)T je ndhodny vektor s kone¢nymi a nenulovymi disper-
ziami komponent a nech pxy, pxz, py z st korela¢né koeficienty zloziek vektora V. Dokézte,
Ze potom

pxy + pxz + pyz > —3/2,

20xypxzpyz + 1> piy + pxz + Py

Priklad 4. Nahodny vektor (X,Y,Z)" ma strednt hodnotu (1,1,1) a kovarian¢na
maticu
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N4jdite stredntt hodnotu a kovarianént maticu nahodného vektora (X — 7, X —Y + Z)T.
Priklad 5. Nech X a Y sa n-rozmerné ndhodné vektory s kone¢nymi druhymi mo-
mentmi. Ukazte, Ze

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + Cov(X,Y) + Cov(Y, X)

Priklad 6. Nech XY, Z st n-rozmerné nahodné vektory s kone¢nymi druhymi mo-
mentmi. Ukazte, 7e

Cov(X +Y,Z) =Cov(X,Z)+ Cov(Y, Z)

Priklad 7. Nech X a Y sa n-rozmerné ndhodné vektory s koneé¢nymi druhymi mo-
mentmi. Dalej, nech a € RP, b € R? st redlne vektory, A je matica typu p x n a B je
matica typu g X n. Ukazte, ze

Cov(a+ AX,b+ BY) = ACov(X,Y)BT.

Priklad 8. Nech X,Y, Z st ndhodné premenné a a,b € R. Ukézte, ze
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1. E(alY) = a,

2. E(aX)+0bZ|Y)=aE(X|Y)+bE(Z]Y),

3. Ak X >0, potom E(X|Y) >0,

4. Ak st X a Y nezévislé, potom E(X|Y) = E(X).

Priklad 9. Nech X, Y st ndhodné premenné. Najdite E(Y|X) pre nasledovné situécie:

L. f(z,y) =z +yprex,ye€[0,1],

2. f(z,y) = 6a%y pre x,y € [0,1].

Priklad 10. Nech nidhodny vektor (X,Y)” ma rovnomerné rozdelenie na obdizniku
S =[a,b] x [c,d] C R?. Najdite E(Y|X).

Priklad 11. Nech X, Y st nezavislé nahodné premenné s rovnomernym rozdelenim
na [0,1] a Z = X + Y. Najdite E(Z|X) a E(XZ|X).

3  Kopuly

Priklad 1. Ukazte, ze min(u,v) a max(u + v — 1,0) st kopule.

Priklad 2. Nech X, Y st ndhodné premenné so zdruzenym rozdelenim danym kopulou
C'. Najdite rozdelenie Z = (X,Y), ak

1. X, Y ~U(0,1), C(u,v) = min(u,v)

2. X, Y ~U(0,2), C(u,v) =uv

3. X,Y ~ Exp(1), C je Gumbelova kopula s parametrom 6 = 1.

Priklad 3. Najdite limitu Frankovej kopuly

CF (u,0) — —%log 1 M DE = DT g gy

Priklad 4. Nech X,Y maja exponencidlne rozdelenie s parametrami A\, = 0.5 a A\, =
0.3. Najdite ich zdruzené rozdelenie, ktoré je dané Gumbelovou kopulou s parametrom

0 =3.

Priklad 5. N4jdite priklad dvojrozmerného rozdelenia, ktoré nie je Standardizované
normélne, ale jeho marginalne rozdelenia st standardizované normalne.

Priklad 6. Nech X a Y st ndhodné premenné so zdruzenou distribu¢nou funkciou

H(z,y)=(1+e " +e ¥ 'Vo,y eR

3



e Nijdite marginalne rozdelenia X a Y
e Nijdite kopulu ndhodnych premennych X a Y
Priklad 7. Uvazujme funkciu

Cplu, v) = (P~ (u), D7 (v)),

kde ®, oznacuje zdruzent distribuént funkciu 2-rozmerného normélneho rozdelenia s nu-
lovou strednou hodnotou a korelacnym koeficientom p. Ukdzte, Ze C, je kopula. Overte,
ze C, splia v oboch smeroch Sklarovu vetu. Ukazte, 7e ak p = 0, potom C, = IIL.

4 Viacrozmerné normalne rozdelenie

1 1
1 -1
(X1, X5)T méa standardizované dvojrozmerné normélne rozdelenie. Ukazte, Ze nahodny
vektor Y = (Y1, Y2)T méa nezavislé zlozky.

Priklad 1. Urcte rozdelenie ndhodného vektora Y = AX, ak A = [ } , kde X =

Priklad 2. Pomocou zékladnych vlastnosti charakteristickej funkcie dokazte, 7ze néa-
hodny vektor X ma rozdelenie N,(u,Y) vtedy a len vtedy, ked pre kazdy vektor a € R
plati a? X ~ N(ap, a’Ya).

Priklad 3. Nech X ~ Ny(p, X)), kde = (2,2)T a ¥ = [O .

1 -2 2 4
S I A ()

1 O] Dokazte, ze ak

tak AX a BX sa nezavislé.

Priklad 4. Dokazte, ze stredné hodnota ndhodného vektora X ~ N,(u,>) je p a jeho
kovarian¢na matica je X.

1. Pomocou charakteristickej funkcie ndhodného vektora X ~ N, (i, X)

2. Pomocou vety o rozdeleni podvektorov z prednasky.

Priklad 5. Nech vektor (X,Y, Z)T ma hustotu

flr,y,2) = 16T\/§/2 exp (—%(21’2 +4y* —2y(z +5) + (2 + 5)2))

pre x,y, z € R. Najdite jeho kovarianénu maticu.



Priklad 6. Nech X = (X1, Xo)T ~ Ny(,X), kde X1, X, st dvojrozmerné podvektory
X a

n = <2a _17 37 1)Ta
7T 3 =3 2
3 6 0 4
> = -3 0 5 =2
2 4 =2 4

Najdite rozdelenie X;|Xs =

Priklad 7. Nech

n(() )
() 6 )

Najdite rozdelenie Y5|Y; =y, kde Y = (Y1, Y5)T.

Priklad 8. Nech X, ..., X,, st nezavislé ndhodné vektory s rozdelenim X; ~ N,(p;, 2),
7 =1,...,n. Ukdzte, Ze potom

n

Vi=oXi+.. .+, X, ~ NP(Z Cilt, (Z c?)Z).

=1 =1
Ealej, ak Vo =0, Xy + ... + b, X, potom V = (V, Vo)T ~ Ny, (uy, 2y, kde

i )x (Be)x }
bTon (305 b))%

Teda V; a V, st nezavislé, ak 2?21 cjb; = 0.
5 Wishartovo rozdelenie a kvadratické formy

Priklad 1. Nech X, X5, X3 st nezavislé ndhodné premenné s rozdelenim N(0,1).
Néajdite rozdelenie kvadratickych foriem

2
Y = g(Xl2 + X3+ X2 - X1 Xy — X1 X3 — XoX3),

1
Z = S(XP 4 X3 + X7 +2X1 X5 + 2X1 X5 + 2X5X3).

Priklad 2. Nech X, ..., Xy je ndhodny vyber z Ng(u, ). Najdite

1. rozdelenie (X| — )XY X; — p)



2. rozdelenie nS

1 —1/2 -1/2 0 0 0

. / j—
3. rozdelenie 20BSB’, ak B = 0 0 0 —1/2 —1/2 1

Priklad 3. Nech M ~ W, (3, n). Najdite rozdelenie nahodnych premennych M, ..., M,,.

Priklad 4. Nech M ~ W,(3,n) a nech ¢ € RP je taky vektor, 7e ¢! Se > 0. Vyjadrite
pomocou distribu¢nej funkcie rozdelenia &2 pravdepodobnost udalosti ¢! Mc € (a,b), kde
a,b.

Priklad 5. Dokazte, ze ak S je vyberova kovarianéna matica pre nadhodny vyber
Xi,..., X, z rozdelenia N, (i, X), t.j.

=1

tak plati nS ~ W,(2,n — 1). Ukdzte, ze <5 je nevychyleny odhad matice X.

Priklad 6. Nech S je vyberova kovarianéna matica a X je vyberovy priemer pre
nédhodny vyber X, ..., X, z rozdelenia N,(u,X). Dokazte, ze potom S a X st nezavislé.

Priklad 7. Overte, Ze Hottelingovo rozdelenie T?(1,m) je identické rozdeleniu F(1,m)
a rozdeleniu nahodnej premennej 72, kde T ~ t,,.

Priklad 8. Nech X ~ N,(4,X) a A je matica typu p x p. Najdite stredni hodnotu
kvadratickej formy X'AX.

Priklad 9. Nech A ~ A(1,m,n). Dokazte, ze potom plati

1-A
m>—a ~ F(n,m).

n A

Priklad 10. Nech A ~ A(p,m, 1). Dokazte, Ze potom plati
1—A
R pm),

6 Metéda maximalnej vierohodnosti a test pomerom
vierohodnosti

Priklad 1. Nech X1, ..., X,, je ndhodny vyber z rovhomerného rozdelenia na intervale
[0, 6]. Najdite odhad parametra # met6dou maximéalnej vierohodnosti.



Priklad 2. Nech X,..., X, je ndhodny vyber z dvojrozmerného rozdelenia s hustotou

B 1 1 T 1)
f(zy,20) = 720, 72 exp{ (01x2 +€102>}, 21, T2 > 0.

1. Vypocitajte odhad parametra 6 = (6, 60,)” metédou maximalnej vierohodnosti.
2. Néajdite Cramer-Raovo dolné ohraniCenie a asymptotickt varianciu 0.

3. Pomocou testu pomerom vierohodnosti testujte hypotézu Hy : 6 = (0o1, 0p2)”.

Priklad 3. Nech Xj,..., X, je ndhodny vyber z rozdelenia N,(u, I,). Najdite odhad
parametra p metdédou maximalnej vierohodnosti.

Priklad 4. Nech X1, ..., X,, je ndhodny vyber z rozdelenia N,(u, X), kde matica ¥ je
neznama, ale vieme, Ze je diagonélna, t.j. ¥ = diag(o11,...,0p,). Najdite odhady para-
metrov p a > metdédou maximalnej vierohodnosti.

Priklad 5. Pomocou Wilksovej vety odvodte test pre testovanie hypotézy, Ze kocka je
vyvazend, ak nou hadzeme n krat.

Priklad 6. Nech Xj,..., X, je ndhodny vyber z rozdelenia N,(p,X). Uvazujme test
pomerom vierohodnosti pre hypotézu Hy, ze zlozky ndhodného vektora si zdruzene neza-
vislé, t.j. ze 3 je diagonalna matica. Dokéazte, Ze testovacia Statistika je —nlndet(R), kde
R je vyberova korelacna matica.

7 Linearne hypotézy o neznamych parametroch

Priklad 1. Uvazujme rozdelenie N3(u,Y). Formulujte hypotézu Hy : g = pio = 3 v
tvare Au = a.

Priklad 2. Nasimulujte vy'ber z normalneho rozdelenias y = (1,2)7 a ¥ = (1}2 1é2>

a testujte Hy : 2u1 — po = 0.2 pri zndmej aj pri neznamej X. Porovnajte vysledky.
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Priklad 3. Nech X ~ Ny(p,Y), kde ¥ = ( 1 _21) Z tohto rozdelenia urobime

nahodny vyber o rozsahu n = 6 s vyberovym priemerom z = (1,1/2)7. Na hladine a = 0.05
testujte nasledovné hypotézy:

1. Hy:p=(2,2/3)T
2. Hoz,u1+u2:7/2

3. Holﬂl—ﬂgzl/Q



4. HolllLl:Q

Priklad 4. Testujte hypotézy z predchédzajiceho prikladu pri neznamej ¥ a S =
2 -1
(&%)

Priklad 5. Nech X ~ N,(i,>), kde ¥ nepozname, ale vieme, ze to je diagonalna
matica. Odvod'te test pre testovanie hypotézy Hy : pu = po.



