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1 Opakovanie maticovej algebry

Príklad 1. Dokáºte, ºe kaºdá symetrická idempotentná matica A je pozitívne semide-
�nitná matica, ktorej v²etky vlastné £ísla sú rovné bu¤ 0 alebo 1, £iºe je ju moºné zapísa´
v tvare

A = Udiag(1, . . . , 1, 0, . . . , 0)UT ,

kde U je ortogonálna matica vlastných vektorov matice A. Dokáºte tieº, ºe stopa symet-
rickej idempotentnej matice je rovná jej hodnosti.

Príklad 2. Nech A je matica typu n×m a nech (ATA)− je pseudoinverzná matica k
ATA. Ukáºte, ºe (ATA)−AT je jednou z pseudoinverzií matice A.

Príklad 3. Ortogonálny projektor na lineárny podpriestor L priestoru Rn je taká ma-
tica P typu n× n, pre ktorú platí:
a) ∀x ∈ Rn : Px ∈ L
b) ∀x ∈ L : Px = x
c) ∀x, y ∈ Rn : 〈x, Py〉 = 〈Px, y〉.
Presved£te sa, ºe kaºdý ortogonálny projektor je idempotentná symetrická matica. Do-
káºte, ºe existuje jediný ortogonálny projektor na daný lineárny podpriestor L.

Príklad 4. Nech Ap×p je symetrická matica a a ∈ Rp. Ukáºte, ºe potom

∂aTx

∂x
= a,

∂xTAx

∂x
= 2Ax,

∂2aTx

∂x∂xT
= 2A.

Príklad 5. Nech

A =

1 4 2
4 3 1
2 1 9

 .

Nájdite gradient a Hessián kvadratickej formy Q(x) = xTAx.

Príklad 6. Nájdite vzorec pre det(A+ aaT ) a (A+ aaT )−1.
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Príklad 7. Ukáºte, ºe pre ©ubovo©né matice An×p, Bp×n majú sú£iny AB a BA rovnaké
nenulové vlastné hodnoty.

2 Náhodné vektory

Príklad 1. Nech X, Y sú nezávislé náhodné premenné s kone£nou disperziou a nech
X1 = X, X2 = X + Y a X3 = X − Y . Nájdite kovarian£nú maticu náhodného vektora
Z = (X1, X2, X3)

T . Presved£te sa, ºe náhodné vektory (X1, X2)
T , (X1, X3)

T a (X2, X3)
T

majú regulárne kovarian£né matice, ale náhodný vektor Z má singulárnu kovarian£nú
maticu.

Príklad 2. Dokáºte, ºe korela£ná matica ©ubovo©ného náhodného vektora, ktorého
komponenty majú kone£né a nenulové disperzie, je pozitívne semide�nitná.

Príklad 3. Nech V = (X, Y, Z)T je náhodný vektor s kone£nými a nenulovými disper-
ziami komponent a nech ρXY , ρXZ , ρY Z sú korela£né koe�cienty zloºiek vektora V . Dokáºte,
ºe potom

ρXY + ρXZ + ρY Z ≥ −3/2,

2ρXY ρXZρY Z + 1 ≥ ρ2XY + ρ2XZ + ρ2Y Z

Príklad 4. Náhodný vektor (X, Y, Z)T má strednú hodnotu (1, 1, 1) a kovarian£nú
maticu 2 0 1

0 3 1
1 1 2


Nájdite strednú hodnotu a kovarian£nú maticu náhodného vektora (X −Z,X − Y +Z)T .

Príklad 5. Nech X a Y sú n-rozmerné náhodné vektory s kone£nými druhými mo-
mentmi. Ukáºte, ºe

Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ) + Cov(X, Y ) + Cov(Y,X)

Príklad 6. Nech X, Y, Z sú n-rozmerné náhodné vektory s kone£nými druhými mo-
mentmi. Ukáºte, ºe

Cov(X + Y, Z) = Cov(X,Z) + Cov(Y, Z)

Príklad 7. Nech X a Y sú n-rozmerné náhodné vektory s kone£nými druhými mo-
mentmi. �alej, nech a ∈ Rp, b ∈ Rq sú reálne vektory, A je matica typu p × n a B je
matica typu q × n. Ukáºte, ºe

Cov(a+ AX, b+BY ) = ACov(X, Y )BT .

Príklad 8. Nech X, Y, Z sú náhodné premenné a a, b ∈ R. Ukáºte, ºe
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1. E(a|Y ) = a,

2. E(aX) + bZ|Y ) = aE(X|Y ) + bE(Z|Y ),

3. Ak X ≥ 0, potom E(X|Y ) ≥ 0,

4. Ak sú X a Y nezávislé, potom E(X|Y ) = E(X).

Príklad 9. Nech X, Y sú náhodné premenné. Nájdite E(Y |X) pre nasledovné situácie:

1. f(x, y) = x+ y pre x, y ∈ [0, 1],

2. f(x, y) = 6x2y pre x, y ∈ [0, 1].

Príklad 10. Nech náhodný vektor (X, Y )T má rovnomerné rozdelenie na obd¨ºniku
S = [a, b]× [c, d] ⊆ R2. Nájdite E(Y |X).

Príklad 11. Nech X, Y sú nezávislé náhodné premenné s rovnomerným rozdelením
na [0, 1] a Z = X + Y . Nájdite E(Z|X) a E(XZ|X).

3 Kopuly

Príklad 1. Ukáºte, ºe min(u, v) a max(u+ v − 1, 0) sú kopule.

Príklad 2. Nech X, Y sú náhodné premenné so zdruºeným rozdelením daným kopulou
C. Nájdite rozdelenie Z = (X, Y ), ak

1. X, Y ∼ U(0, 1), C(u, v) = min(u, v)

2. X, Y ∼ U(0, 2), C(u, v) = uv

3. X, Y ∼ Exp(1), C je Gumbelova kopula s parametrom θ = 1.

Príklad 3. Nájdite limitu Frankovej kopuly

CF
θ (u, v) = −1

θ
log

[
1 +

(e−θu − 1)(e−θv − 1)

e−θ − 1

]
, θ ∈ R \ {0}

Príklad 4. Nech X, Y majú exponenciálne rozdelenie s parametrami λx = 0.5 a λy =
0.3. Nájdite ich zdruºené rozdelenie, ktoré je dané Gumbelovou kopulou s parametrom
θ = 3.

Príklad 5. Nájdite príklad dvojrozmerného rozdelenia, ktoré nie je ²tandardizované
normálne, ale jeho marginálne rozdelenia sú ²tandardizované normálne.

Príklad 6. Nech X a Y sú náhodné premenné so zdruºenou distribu£nou funkciou

H(x, y) = (1 + e−x + e−y)−1∀x, y ∈ R

3



• Nájdite marginálne rozdelenia X a Y

• Nájdite kopulu náhodných premenných X a Y

Príklad 7. Uvaºujme funkciu

Cρ(u, v) = Φρ(Φ
−1(u),Φ−1(v)),

kde Φρ ozna£uje zdruºenú distribu£nú funkciu 2-rozmerného normálneho rozdelenia s nu-
lovou strednou hodnotou a korela£ným koe�cientom ρ. Ukáºte, ºe Cρ je kopula. Overte,
ºe Cρ sp¨¬a v oboch smeroch Sklarovu vetu. Ukáºte, ºe ak ρ = 0, potom Cρ = Π.

4 Viacrozmerné normálne rozdelenie

Príklad 1. Ur£te rozdelenie náhodného vektora Y = AX, ak A =

[
1 1
1 −1

]
, kde X =

(X1, X2)
T má ²tandardizované dvojrozmerné normálne rozdelenie. Ukáºte, ºe náhodný

vektor Y = (Y1, Y2)
T má nezávislé zloºky.

Príklad 2. Pomocou základných vlastností charakteristickej funkcie dokáºte, ºe ná-
hodný vektor X má rozdelenie Np(µ,Σ) vtedy a len vtedy, ke¤ pre kaºdý vektor a ∈ R
platí aTX ∼ N(aTµ, aTΣa).

Príklad 3. Nech X ∼ N2(µ,Σ), kde µ = (2, 2)T a Σ =

[
1 0
0 1

]
. Dokáºte, ºe ak

A =

[
1 −2
−3 6

]
, B =

[
2 4
1 2

]
,

tak AX a BX sú nezávislé.

Príklad 4. Dokáºte, ºe stredná hodnota náhodného vektora X ∼ Np(µ,Σ) je µ a jeho
kovarian£ná matica je Σ.

1. Pomocou charakteristickej funkcie náhodného vektora X ∼ Np(µ,Σ)

2. Pomocou vety o rozdelení podvektorov z predná²ky.

Príklad 5. Nech vektor (X, Y, Z)T má hustotu

f(x, y, z) =

√
3

16π3/2
exp

(
−1

8
(2x2 + 4y2 − 2y(z + 5) + (z + 5)2)

)
pre x, y, z ∈ R. Nájdite jeho kovarian£nú maticu.
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Príklad 6. Nech X = (X1, X2)
T ∼ N4(µ,Σ), kde X1, X2 sú dvojrozmerné podvektory

X a
µ = (2,−1, 3, 1)T ,

Σ =


7 3 −3 2
3 6 0 4
−3 0 5 −2
2 4 −2 4


Nájdite rozdelenie X1|X2 = x2

Príklad 7. Nech

X ∼ N2

((
1

2

)
,

(
2 1
1 2

))
Y |X = x ∼ N2

((
X1

X1 +X2

)
,

(
1 0
0 1

))
.

Nájdite rozdelenie Y2|Y1 = y1, kde Y = (Y1, Y2)
T .

Príklad 8.NechX1, . . . , Xn sú nezávislé náhodné vektory s rozdelenímXj ∼ Np(µj,Σ),
j = 1, . . . , n. Ukáºte, ºe potom

V1 = c1X1 + . . .+ cnXn ∼ Np(
n∑
j=1

cjµj, (
n∑
j=1

c2j)Σ).

�alej, ak V2 = b1X1 + . . .+ bnXn, potom V = (V1, V2)
T ∼ N2p(µV ,ΣV ), kde[

(
∑n

j=1 c
2
j)Σ (bT c)Σ

(bT c)Σ (
∑n

j=1 b
2
j)Σ.

]
Teda V1 a V2 sú nezávislé, ak

∑n
j=1 cjbj = 0.

5 Wishartovo rozdelenie a kvadratické formy

Príklad 1. Nech X1, X2, X3 sú nezávislé náhodné premenné s rozdelením N(0, 1).
Nájdite rozdelenie kvadratických foriem

Y =
2

3
(X2

1 +X2
2 +X2

3 −X1X2 −X1X3 −X2X3),

Z =
1

3
(X2

1 +X2
2 +X2

3 + 2X1X2 + 2X1X3 + 2X2X3).

Príklad 2. Nech X1, . . . , X20 je náhodný výber z N6(µ,Σ). Nájdite

1. rozdelenie (X1 − µ)′Σ−1(X1 − µ)
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2. rozdelenie nS

3. rozdelenie 20BSB′, ak B =

[
1 −1/2 −1/2 0 0 0
0 0 0 −1/2 −1/2 1

]
Príklad 3.NechM ∼ Wp(Σ, n). Nájdite rozdelenie náhodných premennýchM11, . . . ,Mpp.

Príklad 4. Nech M ∼ Wp(Σ, n) a nech c ∈ Rp je taký vektor, ºe cTΣc > 0. Vyjadrite
pomocou distribu£nej funkcie rozdelenia ξ2n pravdepodobnos´ udalosti cTMc ∈ (a, b), kde
a, b.

Príklad 5. Dokáºte, ºe ak S je výberová kovarian£ná matica pre náhodný výber
X1, . . . , Xn z rozdelenia Np(µ,Σ), t.j.

S =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Xi − X̄)T ,

tak platí nS ∼ Wp(Σ, n− 1). Ukáºte, ºe n
n−1S je nevychýlený odhad matice Σ.

Príklad 6. Nech S je výberová kovarian£ná matica a X̄ je výberový priemer pre
náhodný výber X1, . . . , Xn z rozdelenia Np(µ,Σ). Dokáºte, ºe potom S a X̄ sú nezávislé.

Príklad 7. Overte, ºe Hottelingovo rozdelenie T 2(1,m) je identické rozdeleniu F (1,m)
a rozdeleniu náhodnej premennej T 2, kde T ∼ tm.

Príklad 8. Nech X ∼ Np(µ,Σ) a A je matica typu p × p. Nájdite strednú hodnotu
kvadratickej formy X ′AX.

Príklad 9. Nech Λ ∼ Λ(1,m, n). Dokáºte, ºe potom platí

m

n

1− Λ

Λ
∼ F (n,m).

Príklad 10. Nech Λ ∼ Λ(p,m, 1). Dokáºte, ºe potom platí

1− Λ

Λ
∼ T 2(p,m).

6 Metóda maximálnej vierohodnosti a test pomerom

vierohodnosti

Príklad 1. Nech X1, . . . , Xn je náhodný výber z rovnomerného rozdelenia na intervale
[0, θ]. Nájdite odhad parametra θ metódou maximálnej vierohodnosti.
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Príklad 2. Nech X1, . . . , Xn je náhodný výber z dvojrozmerného rozdelenia s hustotou

f(x1, x2) =
1

θ21θ2

1

x2
exp

{
−
(
x1
θ1x2

+
x2
θ1θ2

)}
, x1, x2 > 0.

1. Vypo£ítajte odhad parametra θ = (θ1, θ2)
T metódou maximálnej vierohodnosti.

2. Nájdite Cramer-Raovo dolné ohrani£enie a asymptotickú varianciu θ̂.

3. Pomocou testu pomerom vierohodností testujte hypotézu H0 : θ = (θ01, θ02)
T .

Príklad 3. Nech X1, . . . , Xn je náhodný výber z rozdelenia Np(µ, Ip). Nájdite odhad
parametra µ metódou maximálnej vierohodnosti.

Príklad 4. Nech X1, . . . , Xn je náhodný výber z rozdelenia Np(µ,Σ), kde matica Σ je
neznáma, ale vieme, ºe je diagonálna, t.j. Σ = diag(σ11, . . . , σpp). Nájdite odhady para-
metrov µ a Σ metódou maximálnej vierohodnosti.

Príklad 5. Pomocou Wilksovej vety odvo¤te test pre testovanie hypotézy, ºe kocka je
vyváºená, ak ¬ou hádºeme n krát.

Príklad 6. Nech X1, . . . , Xn je náhodný výber z rozdelenia Np(µ,Σ). Uvaºujme test
pomerom vierohodnosti pre hypotézu H0, ºe zloºky náhodného vektora sú zdruºene nezá-
vislé, t.j. ºe Σ je diagonálna matica. Dokáºte, ºe testovacia ²tatistika je −nln det(R), kde
R je výberová korela£ná matica.

7 Lineárne hypotézy o neznámych parametroch

Príklad 1. Uvaºujme rozdelenie N3(µ,Σ). Formulujte hypotézu H0 : µ1 = µ2 = µ3 v
tvare Aµ = a.

Príklad 2.Nasimulujte výber z normálneho rozdelenia s µ = (1, 2)T a Σ =

(
1 1/2

1/2 2

)
a testujte H0 : 2µ1 − µ2 = 0.2 pri známej aj pri neznámej Σ. Porovnajte výsledky.

Príklad 3. Nech X ∼ N2(µ,Σ), kde Σ =

(
2 −1
−1 2

)
. Z tohto rozdelenia urobíme

náhodný výber o rozsahu n = 6 s výberovým priemerom x̄ = (1, 1/2)T . Na hladine α = 0.05
testujte nasledovné hypotézy:

1. H0 : µ = (2, 2/3)T

2. H0 : µ1 + µ2 = 7/2

3. H0 : µ1 − µ2 = 1/2
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4. H0 : µ1 = 2

Príklad 4. Testujte hypotézy z predchádzajúceho príkladu pri neznámej Σ a S =(
2 −1
−1 2

)
.

Príklad 5. Nech X ∼ Np(µ,Σ), kde Σ nepoznáme, ale vieme, ºe to je diagonálna
matica. Odvo¤te test pre testovanie hypotézy H0 : µ = µ0.
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