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Úvod

Cieľom týchto vysokoškolských skrípt je vysvetliť základné princípy matematickej štatistiky.
Predpokladajú sa základy teórie pravdepodobnosti. (...)

doc. Mgr. Radoslav Harman, PhD. a Mgr. Lenka Filová, PhD.
Katedra aplikovanej matematiky a štatistiky
FMFI UK Bratislava

Predbežná verzia úvodných kapitol (december 2022)
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Kapitola 1

Základy matematickej štatistiky

1.1 Náhodný výber
Uvažujme súbor dát tvorený číslami 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚 ∈ R, ktoré sme získali meraním alebo pozo-
rovaním. Často ide o merania či pozorovania realizované na 𝑚 objektoch, prípadne len na
jednom objekte, ale za 𝑚 rôznych podmienok. Klasická matematická štatistika sa na čísla
𝑦1, . . . , 𝑦𝑚 pozerá ako na realizácie postupnosti náhodných premenných 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚. Na zá-
klade teoretických a empirických poznatkov obvykle predpokladáme, že združené rozdelenie1

týchto náhodných premenných má určité vlastnosti. Najjednoduchším predpokladom je ten,
že 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚 sú nezávislé a majú rovnaké rozdelenie. Takýto predpoklad nazývame „model
náhodného výberu“.

Definícia 1.1. Nech 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚 sú nezávislé náhodné premenné, všetky s rovnakým rozde-
lením daným distribučnou funkciou 𝐹 . Potom hovoríme, že náhodné premenné 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚

tvoria náhodný výber2 rozsahu 𝑚 z rozdelenia s distribučnou funkciou 𝐹 .3

Poznámka 1.2. Aby sme charakterizovali súbor dát 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚 ∈ R, používame niektoré
súhrnné číselné charakteristiky. Najčastejšie používanými číselnými charakteristikami tohto
dátového súboru sú „výberový priemer dát“ a „výberový rozptyl dát“4

𝑦 = 1
𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖, resp. 𝑠2 = 1
𝑚 − 1

𝑚∑︁
𝑖=1

(𝑦𝑖 − 𝑦)2.

Všimnime si, že ak 𝑌 ∼ 𝐸𝑚𝑝(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚), 𝑦 ≥ 2, tak 𝑦 = 𝐸(𝑌 ) a 𝑠2 = 𝑚
𝑚−1𝐷(𝑌 ). To

naznačuje, že ak sú dáta 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 nezávislými realizáciami rovnakého pravdepodobnostného
mechanizmu, čiže realizáciami náhodného výberu 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚, tak čísla 𝑦 a 𝑠2 by mohli byť
blízko hodnotám 𝜇 ≡ 𝐸(𝑌𝑖), resp. 𝜎2 ≡ 𝐷(𝑌𝑖). Aby tento predpoklad vedeli matematicky
spresniť, pozrieme sa na 𝑦 a na 𝑠2 ako na realizácie náhodných premenných.

1 „Združené rozdelenie“ môžeme formálne reprezentovať distribučnou funkciou 𝐹Y(y) náhodného vektora
Y = (𝑌1, . . . , 𝑌𝑚)𝑇 alebo, ak je tento náhodný vektor diskrétny či spojitý, pravdepodobnosťami 𝑝 ∼ 𝑃 [Y = y],
y ∈ Y(Ω), resp. hustotou 𝑓 ∼ 𝑓Y(y), y ∈ R.

2Pojem “náhodný výber” je zaužívaný, ale nie je najšťastnejšie zvolený. Tento pojem totiž môže zvádzať k
tomu, že ide už o realizované hodnoty 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚, nie o náhodné premenné.

3Všimnime si, že takéto náhodné premenné majú rovnaké všetky pravdepodobnostné charakteristiky, špe-
ciálne majú rovnakú strednú hodnotu, aj rovnaký rozptyl (ak vylúčime patologický prípad, že stredná hodnota
alebo rozptyl náhodných premenných s distribučnou funkciou 𝐹 neexistuje).

4Niekedy sa uvedený výberový rozptyl nazýva „nevychýlený“ a výberový rozptyl, v ktorom by sme kon-
štantu 1

𝑚−1 nahradili konštantou 1
𝑚 , sa nazýva „vychýlený“. Táto terminológia sa vyjasní neskôr.
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Definícia 1.3. Nech 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚, 𝑚 ≥ 2, tvoria náhodný výber (z nejakého rozdelenia). Nech

𝑌 = 1
𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑌𝑖 a 𝑆2 = 1
𝑚 − 1

𝑚∑︁
𝑖=1

(𝑌𝑖 − 𝑌 )2.

Potom náhodnú premennú 𝑌 nazývame výberový priemer a náhodnú premennú 𝑆2 nazý-
vame výberový rozptyl.

Poznámka 1.4. Pre „štatistickú inferenciu“5 v rámci modelu náhodného výberu potrebu-
jeme matematicky opísať vlastnosti náhodných premenných 𝑌 a 𝑆2, ako aj vlastnosti ich
vzťahu. Hoci sa tieto vlastnosti dajú študovať aj vo všeobecnosti, v tejto učebnici sa obme-
dzíme na predpoklad, že 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚 majú normálne rozdelenie.6 V prípade tohto predpokladu
hrajú dôležitú úlohu špeciálne pravdepodobnostné rozdelenia, takzvané „chíkvadrát“ rozde-
lenie a „Studentovo“ rozdelenie, ktoré si teraz definujeme.

Definícia 1.5. Nech 𝑋1, . . . , 𝑋𝑘 sú nezávislé náhodné premenné s rozdelením 𝑁(0, 1). Potom
rozdelenie náhodnej premennej 𝑍 = ∑︀𝑘

𝑖=1 𝑋2
𝑖 nazývame chíkvadrát rozdelenie (alebo 𝜒2-

rozdelenie) s 𝑘-stupňami voľnosti . Značíme 𝑍 ∼ 𝜒2
𝑘.

Poznámka 1.6. Dá sa ukázať, že 𝑍 ∼ 𝜒2
𝑘 vtedy a len vtedy, keď je 𝑍 spojitá náhodná

premenná s hustotou danou predpisom

𝑓(𝑧) = 𝑧𝑘/2−1𝑒−𝑧/2

2𝑘/2Γ(𝑘/2)

pre 𝑧 > 0 a 𝑓(𝑧) = 0 pre 𝑧 ≤ 0. Vo vyjadrení tejto hustoty je Γ takzvaná gama funkcia. Pre
naše potreby nie je presný predpis pre 𝑓(𝑧) dôležitý; užitočné je však pozrieť si tvar hustoty
týchto rozdelení (napr. https://en.wikipedia.org/wiki/Chi-squared_distribution) a
skutočnosť, že pre 𝑍 ∼ 𝜒2

𝑘 platí 𝐸(𝑍) = 𝑘 a 𝐷(𝑍) = 2𝑘.

Definícia 1.7. Nech 𝑌, 𝑍 sú nezávislé náhodné premenné, pričom 𝑌 ∼ 𝑁(0, 1) a 𝑍 ∼ 𝜒2
𝑘.

Potom rozdelenie náhodnej premennej 𝑇 = 𝑌/
√︁

𝑍/𝑘 nazývame Studentovo rozdelenie
(alebo aj t-rozdelenie) s 𝑘-stupňami voľnosti. Značíme 𝑇 ∼ 𝑡𝑘.

Poznámka 1.8. Podobne ako v prípade rozdelenia 𝜒2
𝑘, nie je pre naše potreby dôležité poznať

presný predpis hustoty rozdelenia 𝑡𝑘. Uvedieme ho len v tejto poznámke:

𝑓(𝑡) = Γ((𝑘 + 1)/2)√
𝜋𝑘Γ(𝑘/2)

(︃
1 + 𝑡2

𝑘

)︃− 𝑘+1
2

pre všetky 𝑡 ∈ R. Grafy týchto hustôt (napr. https://en.wikipedia.org/wiki/Student%
27s_t-distribution) je však užitočné poznať. Je možné ukázať, že pre 𝑘 → ∞ konvergujú
hustoty rozdelení 𝑡𝑘 k hustote rozdelenia 𝑁(0, 1).

5 „Štatistická inferencia“ je často používaný pojem bez jasnej definície; obvykle zahŕňa takzvané „bodové
alebo intervalové odhadovanie parametrov štatistického modelu“ a „štatistické testovanie hypotéz“.

6V tomto prípade je 𝐹 v definícii 1.1 formálne súčinom 𝑚 distribučných funkcií rozdelenia 𝑁(𝜇, 𝜎2) pre
nejaké parametre 𝜇 ∈ R a 𝜎 ∈ (0, ∞), z ktorých aspoň jeden je neznámy.

https://en.wikipedia.org/wiki/Chi-squared_distribution
https://en.wikipedia.org/wiki/Student%27s_t-distribution
https://en.wikipedia.org/wiki/Student%27s_t-distribution
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Veta 1.9 (Základná veta o náhodnom výbere z normálneho rozdelenia). Nech 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚

tvoria náhodný výber z rozdelenia 𝑁(𝜇, 𝜎2), pričom 𝑚 ≥ 2. Nech 𝑌 je výberový priemer a 𝑆2

je výberový rozptyl náhodného výberu 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚. Potom platí:

a) 𝑌 ∼ 𝑁

(︃
𝜇,

𝜎2

𝑚

)︃
; b) (𝑚 − 1)𝑆2

𝜎2 ∼ 𝜒2
𝑚−1; c) 𝑇 = 𝑌 − 𝜇

𝑆

√
𝑚 ∼ 𝑡𝑚−1.

Dôkaz. Dôkaz len naznačíme. Zo základných poznatkov o normálnom rozdelení plynie, že
priemer 𝑌 náhodných premenných 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚, ktoré tvoria náhodný výber z normálneho
rozdelenia, musí mať taktiež normálne rozdelenie. Na jednoznačnú identifikáciu tohto nor-
málneho rozdelenia stačí určiť jeho strednú hodnotu a rozptyl. Avšak overiť, že 𝐸(𝑌 ) = 𝜇 a
𝐷(𝑌 ) = 𝜎2/𝑚 je možné priamočiarou aplikáciou vlastností normálneho rozdelenia, strednej
hodnoty a disperzie náhodných premenných. Tým je dokázaná časť a). Časti b), c) je možné
odovodiť s využitím vlastností viacrozmerného normálneho rozdelenia.

Poznámka 1.10. Všimnime si dôsledky častí a), b) vety 1.9: Ak označíme 𝑌𝑚 = 𝑌 , tak
𝐸(𝑌𝑚) = 𝜇 a 𝐷(𝑌𝑚) → 0 pre 𝑚 → ∞. Ak označíme 𝑆2

𝑚 = 𝑆2, tak 𝐸(𝑆2
𝑚) = 𝜎2 a 𝐷(𝑆2

𝑚) → 0
pre 𝑚 → ∞. To nám hovorí, že 𝑌 a 𝑆2 sú „dobrými“7 odhadmi „štatistických parametrov“
𝜇 a 𝜎2. Časť c) má význam pre takzvané „testovanie štatistických hypotéz“ a „intervalové
odhady“ týkajúce sa parametrov 𝜇 a 𝜎2.

1.2 Bodové odhady parametrov
Voľne vyjadrené, hlavným cieľom štatistiky je na základe dát spresniť naše znalosti o procese,
ktorý dáta vygeneroval. Ako sme už spomenuli, typicky tento proces modelujeme ako rea-
lizáciu náhodných premenných 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚. Neuvažujeme pritom všetky mysliteľné združené
rozdelenia náhodných premenných 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚, ale len takzvané „parametrické“ triedy rozde-
lení, pričom práve jeden parameter – označme ho 𝜃* – považujeme za „skutočný“.8 Jedným
zo základných cieľov štatistiky je „rozumne“ odhadnúť 𝜃*.

Definícia 1.11. Nech Θ ⊆ R𝑘 je neprázdna množina a nech pre každé 𝜃 ∈ Θ je 𝐹𝜃 dis-
tribučná funkcia 𝑚-rozmerného náhodného vektora. Potom systém {𝐹𝜃 : 𝜃 ∈ Θ}9 nazývame
𝑘-rozmerný parametrický štatistický model pre 𝑚-rozmerný výberový priestor.10 Mno-
žinu Θ nazývame parametrický priestor a prvky 𝜃 ∈ Θ nazývame parametre.

Poznámka 1.12. To, že „predpokladáme platnosť“ parametrického štatistického modelu
{𝐹𝜃 : 𝜃 ∈ Θ} znamená: Predpokladáme, že náhodný vektor pozorovaní Y = (𝑌1, . . . , 𝑌𝑚)𝑇 má
distribučnú funkciu 𝐹𝜃* pre nejaké fixné, „skutočné“ 𝜃* ∈ Θ.

7Viac v ďalšej časti skípt.
8V tejto časti sa neobmedzujeme len na dva špeciálne štatistické modely, ktoré sme spomenuli v pred-

chádzajúcej časti, ale tieto modely pre nás predstavujú vhodné ilustračné príklady: Pre model jednoduchého
náhodného výberu je „skutočným parametrom“ typicky vektor 𝜃* = (𝜇*, 𝜎2*)𝑇 rozmeru 𝑘 = 2. Pre mo-
del dvojice nezávislých náhodných výberov je „skutočným parametrom“ typicky vektor 𝜃* = (𝜇*

1, 𝜇*
2, 𝜎2*)𝑇

rozmeru 𝑘 = 3.
9Formálne definujeme parametrický model ako množinu všeobecných distribučných funkcií dát chápaných

ako náhodný vektor, ale v špeciálnych prípadoch je možné použiť aj „užšie“ formalizácie. Napríklad pre
diskrétne dáta môžeme použiť parametrickú triedu „pravdepodobnostných funkcií“ {𝑝𝜃 : 𝜃 ∈ Θ}. Alebo pre
spojité dáta môžeme použiť parametrickú triedu hustôt {𝑓𝜃 : 𝜃 ∈ Θ}.

10Alebo „pre 𝑚-rozmerný náhodný vektor pozorovaní“, prípadne „pre 𝑚 reálnych dát“.



Harman R, Filová L: Základy štatistiky, FMFI UK

Definícia 1.13. Nech {𝐹𝜃 : 𝜃 ∈ Θ} je 𝑘-rozmerný parametrický model na 𝑚-rozmernom vý-
berovom priestore. Odhadcom parametra budeme rozumieť akúkoľvek funkciu 𝑇 : R𝑚 → Θ.
Odhadom parametra budeme rozumieť 𝑘-rozmerný náhodný vektor11 𝑇 (𝑌1, . . . , 𝑌𝑚), kde
(𝑌1, . . . , 𝑌𝑚)𝑇 je náhodný vektor s distribučnou funkciou 𝐹𝜃.12 Pre namerané alebo pozoro-
vané dáta 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚, chápané ako realizácie náhodných premenných 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚, budeme pod
pojmom realizácia odhadu parametra rozumieť 𝑇 (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚).
Poznámka 1.14. Často sa v učebniciach štatistiky použiva pojem „odhad“ na všetky tri
pojmy z definície 1.13: odhadca, odhad, realizácia odhadu. Navyše pre všetky tri významy sa
používa rovnaký symbol, typicky 𝜃. To môže viesť k zmätkom v chápaní aj realizovaní metód
matematickej štatistiky, preto sme sa v týchto skriptách pokúsili terminológiu zjemniť.
Poznámka 1.15. Chceme, aby bol odhadca 𝑇 (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚), čiže „algoritmus“, ktorý z dát po-
skytuje realizácie odhadov vektora 𝜃*, v nejakom zmysle „rozumný“. Túto požiadavku vieme
matematicky spresniť tak, že požadujeme isté vlastnosti pre náhodný vektor 𝑇 (𝑌1, . . . , 𝑌𝑚),
ktorý sme nazvali odhad. Jedna zo základných dobrých vlastností odhadu je, aby v prípade,
že 𝜃 je akýkoľvek správny parameter, bol odhad 𝑇 (𝑌1, . . . , 𝑌𝑚) „v strednej hodnote“ presne
𝜃.13

Definícia 1.16. Nech {𝐹𝜃 : 𝜃 ∈ Θ} je 𝑘-rozmerný štatistický model na 𝑚-rozmernom výbe-
rovom priestore. Povieme, že odhad 𝑇 (𝑌1, . . . , 𝑌𝑚)14 je nevychýlený odhad parametra, ak
pre každé 𝜃 ∈ Θ platí: Ak náhodný vektor (𝑌1, . . . , 𝑌𝑚)𝑇 má distribučnú funkciu 𝐹𝜃, tak
𝐸(𝑇 (𝑌1, . . . , 𝑌𝑚)) = 𝜃.

1.3 Metóda maximálnej vierohodnosti
Metóda maximálnej vierohodnosti nám poskytuje univerzálny návod, ako získavať odhadcov,
a teda aj odhady neznámeho parametra pre diskrétne a spojité štatistické modely.
Definícia 1.17. Nech {𝐹𝜃 : 𝜃 ∈ Θ} je 𝑘-rozmerný štatistický model na 𝑚-rozmernom výbe-
rovom priestore. Predpokladajme, že pre každé 𝜃 ∈ Θ je náhodný vektor Y = (𝑌1, . . . , 𝑌𝑚)𝑇

s distribučnou funkciou 𝐹𝜃 diskrétny a jeho pravdepodobnostná funkcia je 𝑝𝜃, v zmysle
𝑃 [𝑌1 = 𝑦1, . . . , 𝑌𝑚 = 𝑦𝑚] = 𝑝𝜃(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) pre všetky (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚)𝑇 patriace do oboru hod-
nôt Y(Ω) náhodného vektora Y. Odhadcom parametra 𝜃 získaným metódou maximálnej
vierohodnosti v tomto prípade rozumieme funkciu 𝑇 : R𝑚 → R𝑘 definovanú15

𝑇 (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) = argmax𝜃∈Θ𝑝𝜃(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚).

Príklad 1.18. Uvažujme štatistický model na 𝑚-rozmernom výberovom priestore {𝐹𝜃 : 𝜃 ∈ Θ},
kde Θ = (0, 1)16 a 𝐹𝜃 je distribučná funkcia zodpovedajúca 𝑚 nezávislým náhodným premen-
ným s rozdelením 𝐵𝑖𝑛(𝑛, 𝜃). Hodnotu 𝑛 považujeme za známu, pevnú konštantu. Ukážte, že

11Často je 𝑘 = 1, čiže ide o normálnu náhodnú premennú.
12Samozrejme rozdelenie náhodného vektora 𝑇 (𝑌1, . . . , 𝑌𝑚) závisí od parametra 𝜃, ktorý obvykle nepoznáme.
13Tiež by sme chceli, aby sa realizácie odhadu 𝑇 (𝑌1, . . . , 𝑌𝑚) blížili ku 𝜃, ak budeme zväčšovať 𝑚, čiže počet

dát. Toto sme sa však do tejto skrípt rozhodli zatiaľ nezaradiť, pretože si to vyžaduje ďalšiu formalizáciu,
ktorá by u presahovala časové možnosti predmetu a zrejme aj študentov.

14Ktorý je určený odhadcom 𝑇 : R𝑚 → R𝑘.
15Takto definujeme 𝑇 (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) pre tie 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚, pre ktoré má príslušný optimalizačný problém jedno-

značné riešenie. Z dôvodu zachovania prehľadnosti sa vyhneme diskusii o situáciách, keď tento problém nemá
riešenie alebo má viac ako jedno riešenie.

16Čiže v zmysle predchádzajúceho značenia 𝑘 = 1.
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odhadcom pre parameter 𝜃, čiže pre „pravdepodobnosť úspechu“ binomického rozdelenia, zís-
kaným metódou maximálnej vierohodnoti, je 𝑇 (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) = 1

𝑚𝑛

∑︀𝑚
𝑖=1 𝑦𝑖. Ukážte, že príslušný

odhad 𝑇 (𝑌1, . . . , 𝑌𝑚) = 1
𝑚𝑛

∑︀𝑚
𝑖=1 𝑌𝑖 je nevychýlený odhad parametra 𝜃.

Definícia 1.19. Nech {𝐹𝜃 : 𝜃 ∈ Θ} je 𝑘-rozmerný štatistický model na 𝑚-rozmernom výbe-
rovom priestore. Predpokladajme, že náhodný vektor Y s distribučnou funkciou 𝐹𝜃 je spojitý
a jeho hustota je 𝑓𝜃. Odhadcom parametra 𝜃 získaným metódou maximálnej vierohod-
nosti v tomto prípade rozumieme funkciu 𝑇 : R𝑚 → R𝑘 definovanú17

𝑇 (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) = argmax𝜃∈Θ𝑓𝜃(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚).

Príklad 1.20. Uvažujme štatistický model na 𝑚-rozmernom výberovom priestore {𝐹𝜃 : 𝜃 ∈ Θ},
kde Θ = R18 a 𝐹𝜃 je distribučná funkcia zodpovedajúca 𝑚 nezávislým náhodným premen-
ným s rozdelením 𝑁(𝜃, 𝜎2). Hodnotu 𝜎2 považujeme za známu, pevnú konštantu. Ukážte,
že odhadca pre parameter 𝜃, čiže pre strednú hodnotu normálneho náhodného výberu, zís-
kaný metódou maximálnej vierohodnosti, je 𝑇 (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) = 1

𝑚

∑︀𝑚
𝑖=1 𝑦𝑖. Príslušný odhad je

výberový priemer; tento odhad už vieme, že je nevychýlený.

Veta 1.21. Uvažujme štatistický model {𝐹𝜃 : 𝜃 ∈ Θ} na 𝑚-rozmernom výberovom priestore,
𝑚 ≥ 2, ktorý zodpovedá jednoduchému náhodnému výberu z rozdelenia 𝑁(𝜇, 𝜎2) s nezná-
mymi obomi parametrami 𝜇 a 𝜎2. Formálne Θ = R × (0, ∞) a pre 𝜃 = (𝜇, 𝜎2)𝑇 ∈ Θ je
𝐹𝜃(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) = ∏︀𝑚

𝑖=1 𝐹𝜇,𝜎2(𝑦𝑖), kde 𝐹𝜇,𝜎2 je distribučná funkcia rozdelenia 𝑁(𝜇, 𝜎2). Po-
tom odhadcom parametra 𝜃 získaným metódou maximálnej vierohodnosti je 𝑇 (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) =
(𝑦, 𝑚−1

𝑚
𝑠2)𝑇 , čiže zodpovedajúcim odhadom parametra je

𝑇 (𝑌1, . . . , 𝑌𝑚) =
(︂

𝑌 ,
𝑚 − 1

𝑚
𝑆2
)︂𝑇

.

Dôkaz. Vetu nebudeme tento školský rok dokazovať; máte toho dosť aj tak.

Poznámka 1.22. Odhadca 𝜎2 pre klasický prípad náhodného výberu 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚 z rozdelenia
𝑁(𝜇, 𝜎2), získaný metódou maximálnej vierohodnosti, je teda

𝑚 − 1
𝑚

𝑠2 = 1
𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖,

čo sa niekedy nazýva „vychýlený“ výberový rozptyl dát. Dôvod je ten, že príslušný odhad

𝑚 − 1
𝑚

𝑆2 = 1
𝑚

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑌𝑖

je vychýlený v zmysle 𝐸
(︁

1
𝑚

∑︀𝑚
𝑖=1 𝑌𝑖

)︁
̸= 𝜎2. Nevychýleným odhadom 𝜎2 je priamo 𝑆2, čo je

„mierne korigovaný“ odhad metódou maximálnej vierohodnosti. Metóda maximálnej viero-
hodnosti nám občas poskytuje vychýlené odhady, ale za veľmi všeobecných predpokladov na
štatistický model je vychýlenie tohto odhadu (ak nie presne nulové, tak) klesajúce k nule s
rastúcim 𝑚. Takejto vlastnosti hovoríme „asymptotická nevychýlenosť“.

17Tu platí rovnaká poznámka ako pri definícii pre diskrétny model.
18Čiže v zmysle predchádzajúceho značenia 𝑘 = 1, podobne ako v predchádzajúcom príklade.
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1.4 Testovanie štatistických hypotéz
Majme pravdepodobnostný model {𝐹𝜃 : 𝜃 ∈ Θ} na 𝑚-rozmernom výberovom priestore. Cie-
ľom je „testovať“ nulovú hypotézu 𝐻0, že skutočný parameter patrí do zvolenej množiny19

Θ0 ⊆ Θ „voči“ alternatívnej hypotéze 𝐻1, že skutočný parameter nepatrí do Θ0, čiže
rozhodnúť, či máme nulovú hypotézu zamietnuť alebo nezamietnuť.20 Symbolicky testujeme:

𝐻0 : 𝜃 ∈ Θ0 voči 𝐻1 : 𝜃 /∈ Θ0.

Testovanie budeme realizovať pomocou funkcie 𝜏 : R𝑚 → {0, 1} nazývanej štatistický
test, ktorej vstupom budú dáta 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚 a výsledkom bude 0 (tento výstup budeme nazývať
„𝐻0 nezamietame“) alebo 1 (tento výstup budeme nazývať „𝐻0 zamietame“). Pritom
vyžadujeme nasledovnú vlastnosť pre nejaké vopred zadané 𝛼 ∈ (0, 1):21 Ak náhodný vektor
Y = (𝑌1, . . . , 𝑌𝑚)𝑇 má distribúčnú funkciu 𝐹𝜃 pre nejaké 𝜃 ∈ Θ0, tak

𝑃 [𝜏(𝑌1, . . . , 𝑌𝑚) = 1] = 𝛼. (1.1)

Menej formálne vyjadrené: Nech by bol skutočný parameter kdekoľvek v Θ0, tak – z pohľadu
pred získaním dát – pravdepodobnosť budúceho chybného rozhodnutia „𝐻0 zamietame“ je
rovná 𝛼. Pravdepodobnosť 𝛼 nazývame chyba 1. druhu daného testu. Štatistický test 𝜏 s
chybou 1. druhu rovnou 𝛼 nazývame test hypotézy 𝐻0 na hladine významnosti 𝛼 pre
model {𝐹𝜃 : 𝜃 ∈ Θ}.

V matematickej štatistike vykonávame test 𝜏 na zvolenej hladine významnosti 𝛼 jedným
z dvoch nasledovných (ekvivalentných) spôsobov:

1) [Testovanie založené na „kritickej oblasti“.] Máme funkciu 𝑔 : R𝑚 → R a množinu 𝑊𝛼 ⊂
R,22 ktoré definujú 𝜏 nasledovne:

𝜏(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) =

⎧⎨⎩1 pre 𝑔(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) ∈ 𝑊𝛼,

0 pre 𝑔(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) /∈ 𝑊𝛼.

Aby bolo splnené (1.1), funkcia 𝑔 a množina 𝑊𝛼 sú zvolené tak, že

𝑃 [𝑔(𝑌1, . . . , 𝑌𝑚) ∈ 𝑊𝛼] = 𝛼,

pre akékoľvek 𝜃 ∈ Θ0 a Y = (𝑌1, . . . , 𝑌𝑚)𝑇 ∼ 𝐹𝜃. V takomto prípade nazývame množinu 𝑊𝛼

kritickou oblasťou pre testovaciu štatistiku23 𝑔(𝑌1, . . . , 𝑌𝑚) a test 𝐻0 : 𝜃 ∈ Θ0 voči 𝐻1 :
𝜃 /∈ Θ0 na hladine významnosti 𝛼. Neformálne: 𝐻0 zamietneme, ak realizácia testovacej šta-
tistiky padne do kritickej oblasti.

19Často je Θ0 jednoprvková množina. V tom prípade sa nulová hypotéza nazýva „jednoduchá“.
20Ide teda o určitý binárny rozhodovací problém.
21Hodnota 𝛼 sa najčastejšie volí 0.05.
22Ako funkcia 𝑔, tak aj množina 𝑊𝛼 vychádzajú z teoretických tvrdení matematickej štatistiky a závisia od

konkrétneho modelu a konkrétnej testovanej hypotézy. Často je funkciou 𝑔 „odhadca“ v zmysle predchádza-
júcej časti skrípt.

23Často je testovacou štatistikou nejaký odhad, v zmysle predchádzajúcej časti skrípt.
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2) [Testovanie založené na „p-hodnote“.] Máme funkcie 𝑔 : R𝑚 → R a 𝑝 : R → R,24 ktoré
definujú 𝜏 takto:

𝜏(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚) =

⎧⎨⎩1 pre 𝑝(𝑔(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚)) < 𝛼,

0 pre 𝑝(𝑔(𝑦1, . . . , 𝑦𝑚)) ≥ 𝛼.

Aby bolo splnené (1.1), funkcie 𝑔 a 𝑝 sú zvolené tak, že

𝑃 [𝑝(𝑔(𝑌1, . . . , 𝑌𝑚)) < 𝛼] = 𝛼,

pre akékoľvek 𝜃 ∈ Θ0 a Y = (𝑌1, . . . , 𝑌𝑚)𝑇 ∼ 𝐹𝜃. V takomto prípade25 nazveme funkciu 𝑝
p-hodnotou pre testovaciu štatistiku 𝑔(𝑌1, . . . , 𝑌𝑚) a test 𝐻0 : 𝜃 ∈ Θ0 voči 𝐻1 : 𝜃 /∈ Θ0
na hladine významnosti 𝛼. Neformálne: 𝐻0 zamietneme, ak realizácia p-hodnoty testu bude
menšia než stanovená hladina významnosti 𝛼.

Pre danú hypotézu 𝐻0 je obvykle možné skonštruovať veľké množstvo neekvivalentných
testov na hladine významnosti 𝛼. Takéto testy sa pritom môžu podstatne líšiť, a to napríklad
tým, akú majú takzvanú „chybu 2. druhu“, t.j. s akou pravdepodobnosťou vrátia výsledok “𝐻0
nezamietame”, ak 𝐻0 neplatí. Chybami druhého druhu sa v tomto stručnom úvode nebudeme
zaoberať. Tiež si treba uvedomiť, že rôzne testy môžu poskytovať rôzne rozhodnutia ohľadom
zamietnutia alebo nezamietnutia hypotézy 𝐻0.26 Korektným spôsobom štatistického testova-
nia je použiť vopred stanovený štatistický test na otestovanie vopred stanovenej štatistickej
hypotézy.27

Konštrukcia štatistických testov úzko súvisí s kvantilmi náhodných premenných. Zopa-
kujme si čo je to kvantil. Nech 𝑋 je náhodná premenná s distribučnou funkciou 𝐹 . Nech
𝐺 je kvantilová funkcia distribučnej funkcie 𝐹 a nech 𝑝 ∈ (0, 1). Potom číslo 𝐺(𝑝) nazveme
𝑝-kvantilom (alebo 100𝑝-percentným kvantilom) náhodnej premennej 𝑋. Pre náhodnú
premennú 𝑋 s rozdelením 𝜒2

𝑘 a 𝑡𝑘 označujeme 𝑝-kvantil symbolom 𝜒2
𝑘(𝑝), resp. 𝑡𝑘(𝑝).

Ekvivalentná, ale názornejšia definícia kvantilu 𝜒2
𝑘(𝑝) je nasledovná: Nech náhodná pre-

menná 𝑍 má rozdelenie 𝜒2
𝑘. Potom 𝜒2

𝑘(𝑝) je to (jednoznačne určené) reálne číslo, pre ktoré
platí 𝑃 [𝑍 < 𝜒2

𝑘(𝑝)] = 𝑝. Podobne, ak náhodná premenná 𝑇 má rozdelenie 𝑡𝑘, tak 𝑡𝑘(𝑝) je
to (jednoznačne určené) reálne číslo, pre ktoré platí 𝑃 [𝑇 < 𝑡𝑘(𝑝)] = 𝑝. Hodnoty 𝜒2

𝑘(𝑝) alebo
𝑡𝑘(𝑝) získame pomocou vhodného štatistického (numerického) softvéru.

Pre model 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚 náhodného výberu z normálneho rozdelenia 𝑁(𝜇, 𝜎2) môžeme tes-
tovať hypotézy o strednej hodnote 𝜇 aj rozptyle 𝜎2 pomocou nasledovných viet.

Veta 1.23 (𝑡-test a 𝜒2-test pre náhodný výber z 𝑁(0, 1) založený na kritickej oblasti). Nech
𝑌1, . . . , 𝑌𝑚 je náhodný výber z rozdelenia 𝑁(𝜇, 𝜎2), kde 𝑚 ≥ 2, 𝜇 ∈ R, 𝜎2 > 0, 𝑌 je výberový
priemer a 𝑆2 je výberový rozptyl náhodného výberu 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚. Nech 𝛼 ∈ (0, 1).

24Podobne ako pri testovaní založenom na kritickej oblasti, funkcie 𝑔 a 𝑝 vychádzajú z teoretických tvrdení
matematickej štatistiky a závisia od konkrétneho modelu a konkrétnej testovanej hypotézy.

25Všimnime si, že – ak by predpis pre funkcie 𝑔 a 𝑝 mal spĺňať uvedenú podmienku pre každé 𝛼 ∈ (0, 1) –
náhodná premenná 𝑝(𝑔(𝑌1, . . . , 𝑌𝑚)) musí mať rovnomerné rozdelenie na intervale (0, 1).

26A to na základe tých istých dát!
27Ak sa chcete dozvedieť o nesprávnom (v prípade zámerného konania neetickom) prístupe k testovaniu

štatistických hypotéz viac, pozrite napríklad https://en.wikipedia.org/wiki/Data_dredging a https:
//en.wikipedia.org/wiki/HARKing.

https://en.wikipedia.org/wiki/Data_dredging
https://en.wikipedia.org/wiki/HARKing
https://en.wikipedia.org/wiki/HARKing
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Nech 𝜇0 ∈ R. Pre test hypotézy 𝐻0 : 𝜇 = 𝜇0 voči 𝐻1 : 𝜇 ̸= 𝜇0 na hladine významnosti 𝛼,
je množina

𝑊𝛼 =
(︁
−∞, −𝑡𝑚−1(1 − 𝛼/2)

)︁
∪
(︁
𝑡𝑚−1(1 − 𝛼/2), ∞

)︁
kritickou oblasťou štatistiky 𝑇 =

√
𝑚(𝑌 − 𝜇0)/𝑆. Nech 𝜎2

0 > 0. Pre test hypotézy 𝐻0 : 𝜎2 =
𝜎2

0 voči 𝐻1 : 𝜎2 > 𝜎2
0 na hladine významnosti 𝛼, je množina

𝑊𝛼 =
(︁
𝜒2

𝑚−1(1 − 𝛼), ∞
)︁

kritickou oblasťou štatistiky 𝑍 = (𝑚 − 1)𝑆2/𝜎2
0.

Dôkaz. Veta je dôsledkom vety 1.9, definície štatistického testu a kvantilov.
Veta 1.24 (𝑡-test a 𝜒2-test pre náhodný výber z 𝑁(0, 1) založený na p-hodnotách). Nech
𝑌1, . . . , 𝑌𝑚 je náhodný výber z rozdelenia 𝑁(𝜇, 𝜎2), kde 𝑚 ≥ 2, 𝜇 ∈ R, 𝜎2 > 0, 𝑌 je výberový
priemer a 𝑆2 je výberový rozptyl náhodného výberu 𝑌1, . . . , 𝑌𝑚. Nech 𝛼 ∈ (0, 1).

Nech 𝜇0 ∈ R. Uvažujme test hypotézy 𝐻0 : 𝜇 = 𝜇0 voči 𝐻1 : 𝜇 ̸= 𝜇0 na hladine význam-
nosti 𝛼. Potom funkcia

𝑝(𝑡) = 2
(︁
1 − 𝐹𝑇 (|𝑡|)

)︁
, 𝑡 ∈ R,

kde 𝐹𝑇 je distribučná funkcia náhodnej premennej 𝑇 ∼ 𝑡𝑚−1, je p-hodnotou pre štatistiku
𝑇 =

√
𝑚(𝑌 − 𝜇0)/𝑆. Nech 𝜎2

0 > 0. Uvažujme test hypotézy 𝐻0 : 𝜎2 = 𝜎2
0 voči 𝐻1 : 𝜎2 > 𝜎2

0
na hladine významnosti 𝛼. Potom funkcia

𝑝(𝑧) = 1 − 𝐹𝑍(𝑧), 𝑧 ∈ (0, ∞),

kde 𝐹𝑇 je distribučná funkcia náhodnej premennej 𝑍 ∼ 𝜒2
𝑚−1, je p-hodnotou pre štatistiku

𝑍 = (𝑚 − 1)𝑆2/𝜎2
0.

Dôkaz. Veta je dôsledkom vety 1.9, definície štatistického testu a kvantilov.

Predchádzajúce vety je možné zhrnúť do nasledovných postupov.28 Predpokladajme, že
naše dáta 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚 sú realizáciou náhodného výberu z rozdelenia 𝑁(𝜇, 𝜎2).

Test hypotézy 𝐻0 : 𝜇 = 𝜇0 voči 𝐻1 : 𝜇 ̸= 𝜇0 na hladine významnosti 𝛼: Vypočítame výbe-
rový priemer dát 𝑦, výberový rozptyl dát 𝑠2 a následne realizáciu štatistiky 𝑡 =

√
𝑚(𝑦−𝜇0)/𝑠.

Určíme kvantil 𝑡𝑚−1(1−𝛼/2). Ak |𝑡| > 𝑡𝑚−1(1−𝛼/2)29 výsledok testu je „𝐻0 zamietame“, inak
je výsledok testu „𝐻0 nezamietame“. Alternatívne: Aplikujeme na 𝑡 funkciu 2(1 − 𝐹𝑇 (|𝑡|)),
kde 𝑇 ∼ 𝑡𝑚−1, čím dostaneme realizáciu 𝑝 pre 𝑝-hodnotu testu. Ak 𝑝 < 𝛼, výsledok testu je
„𝐻0 zamietame“, inak je výsledok testu „𝐻0 nezamietame“.

Test hypotézy 𝐻0 : 𝜎2 = 𝜎2
0 voči 𝐻1 : 𝜎2 > 𝜎2

0 na hladine významnosti 𝛼: Vypočítame
výberový rozptyl dát 𝑠2 a následne realizáciu štatistiky 𝑧 = (𝑚 − 1)𝑠2/𝜎2

0. Určíme kvantil
𝜒2

𝑚−1(1 − 𝛼). Ak 𝑧 > 𝜒2
𝑚−1(1 − 𝛼)30 výsledok testu je „𝐻0 zamietame“, inak je výsledok testu

„𝐻0 nezamietame“. Alternatívne: Aplikujeme na 𝑧 funkciu 1 − 𝐹𝑍(𝑧), kde 𝑍 ∼ 𝜒2
𝑚−1, čím

dostaneme realizáciu 𝑝 pre 𝑝-hodnotu testu. Ak 𝑝 < 𝛼, výsledok testu je „𝐻0 zamietame“,
inak je výsledok testu „𝐻0 nezamietame“.

28Formálne vzaté, tieto postupy nám udávajú algoritmus výpočtu testov 𝜏 pre „vstupné“ dáta 𝑦1, . . . , 𝑦𝑚.
Tento algoritmus je samozrejme veľmi jednoduché realizovať. Pochopiť filozofiu a matematiku, ktorá za týmto
algoritmom stojí, a teda interpretáciu toho čo robíme keď „testujeme štatistické hypotézy“, už ale nie je úplne
triviálne.

29Všimnite si, že táto podmienka je ekvovalentná tomu, že 𝑡 nadobudlo hodnotu v kritickej oblasti 𝑊𝛼.
30Všimnite si, že táto podmienka je ekvovalentná tomu, že 𝑧 nadobudlo hodnotu v kritickej oblasti 𝑊𝛼.
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Príklad 1.25. Máme váhu a predmet neznámej hmotnosti 𝜇. Na základe dlhodobých skú-
seností si dovolíme tvrdiť, že opakované merania hmotnosti daného predmetu touto váhou
majú približne rozdelenie 𝑁(𝜇, 𝜎2), avšak 𝜎2 je tiež neznáme. Vykonali sme nezávislé opa-
kované váženia daného objektu, ktoré nám vyšli 80.92, 81.22, 79.83, 79.15, 81.48, 79.93,
81.76, 79.81, 80.48, 81.24, 79.25, 79.78, 81.12, 80.35, 80.10. a) Urobme test hypotézy 𝐻0 :
𝜇 = 80 voči 𝐻1 : 𝜇 ̸= 80 na hladine významnosti 𝛼 = 0.05. b) Urobme test hypotézy
𝐻0 : 𝜎2 = 0.25 voči 𝐻1 : 𝜎2 > 0.25.

Riešenie: a) Máme 𝑚 = 16, 𝑦 ≈ 80.432, 𝑠2 = 0.629, 𝑡 ≈
√

16(80.432−80)/
√

0.629 ≈ 2.179.
Softvér nám poskytol kvantil 𝑡15(0.975) ≈ 2.131. Máme |𝑡| > 𝑡15(0.975), takže 𝐻0 zamietame.
Alternatívne, realizácia p-hodnoty získaná z distribučnej funkcie implementovanej v softvéri
je 𝑝 = 2(1 − 𝐹𝑇 (|𝑡|)) ≈ 0.046. Vidíme, že 𝑝 < 𝛼, takže 𝐻0 zamietame.

b) Keďže 𝑠2 = 0.629, máme 𝑧 ≈ 15 · 0.629/0.25 = 37.74. Softvér vypočítal kvantil
𝜒2

15(0.95) ≈ 25. Hypotézu 𝐻0 zamietame, pretože 𝑧 > 𝜒2
15(0.95). Alternatívne, realizáciu

p-hodnoty získame pomocou softvéru je 1 − 𝐹𝑍(𝑧) ≈ 0.001. Takže 𝐻0 zamietame, pretože
𝑝 < 𝛼.

Príklad 1.26. Skonštruovali sme test inteligencie. Na základe dlhodobých skúseností si dovo-
líme predpokladať, že výsledok tohto testu pre človeka náhodne zvoleného z dospelej populácie
má približne normálne rozdelenie, avšak s neznámymi parametrami 𝜇 a 𝜎2. Výsledky tohto
testu pre náhodný výber z dospelej populácie sme získali takéto: 109, 110, 92, 90, 110, 102,
107, 123, 129. a) Urobme test hypotézy 𝐻0 : 𝜇 = 100 voči 𝐻1 : 𝜇 ̸= 100 na hladine vý-
znamnosti 𝛼 = 0.05. b) Urobme test hypotézy 𝐻0 : 𝜎2 = 152 voči 𝐻1 : 𝜎2 > 152 na hladine
významnosti 𝛼 = 0.05.

Riešenie: a) Máme 𝑦 = 108, 𝑠2 = 161.5, 𝑡 =
√

9(108 − 100)/
√

161.5 ≈ 1.889. Softvér
nám poskytol kvantil 𝑡8(0.975) ≈ 2.306. Máme |𝑡| ≤ 𝑡8(0.975), takže 𝐻0 nezamietame. Al-
ternatívne, realizácia p-hodnoty získaná z distribučnej funkcie implementovanej v softvéri je
𝑝 = 2(1 − 𝐹𝑇 (|𝑡|)) ≈ 0.096. Vidíme, že 𝑝 ≥ 𝛼, takže 𝐻0 nezamietame.

b) Už sme vypočítali 𝑠2 = 161.5, preto 𝑧 = 8 ·161.5/152 ≈ 5.742. Softvér vypočítal kvantil
𝜒2

8(0.95) ≈ 15.507. Hypotézu 𝐻0 nezamietame, pretože 𝑧 ≤ 𝜒2
8(0.95). Alternatívne, realizácia

p-hodnoty, ktorú získame pomocou softvéru implementujúceho funkciu 𝐹𝑍 , je 1 − 𝐹𝑍(𝑧) ≈
0.676. Vidíme, že 𝑝 ≥ 𝛼, takže 𝐻0 nezamietame.
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