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. Uvedte vSeobecnt definiciu o-algebry (€2, S). Z definicie o-algebry (£2,S) dokazte, 7ze
ak Ay, Ay,--- € S, potom N2, A; € S, t.j. dokdzte uzavretost o-algebry vzhladom ku
spocitatelnym prienikom. Uved'te dva priklady systému mnozin S tak, aby ({a,b, c},S)
bola o-algebra.

. Uvedte definiciu o-algebry generovanej systémom § podmnozin mnoziny 2. Uvedte tiez
definiciu o-algebry borelovskych podmnozin mnoziny R™. Zdoévodnite, preco je interval
I C R akéhokolvek typu (otvoreny, polouzavrety, uzavrety) borelovskd mnoZina.

. Uvedte definiciu pravdepodobnostnej miery P na o-algebre (€2, S). NapiSte jeden pri-
klad pravdepodobnostného priestoru (€2, S, P), v ktorom exaktne popiSete matematické
objekty 2, S a P.

. Z definicie pravdepodobnostnej miery dokazte nasledovné tvrdenia: Nech A,B su uda-
losti pravdepodobnostného priestoru (€2, S, P). Ak A, B st disjunktné, tak P(AUB) =
P(A) + P(B). Ak A C B, tak P(B\ A) = P(B) — P(A) a P(A) < P(B). Ak
A, B,C st udalosti pravdepodobnostného priestoru (2, S, P), tak P(AU BUC) =
P(A)+ P(B)+ P(C)—P(ANB)—P(BNC)—PANC)+P(ANnBNC).

. Formulujte vetu o pravdepodobnosti zjednotenia n udalosti (princip inklazie-exkluzie).
Zdovodnite nasledovné tvrdenie: Ak postupnost ¢isiel (1,2,...,n) dokonale nahodne

premieSame, potom pravdepodobnost, Ze aspon jedno z ¢isiel 1,2,...,n bude po pre-
(k!

c v z . A . . n
mieSani na svojom povodnom mieste, je >, “—r—.

. Definujte podmienent pravdepodobnost udalosti. Formulujte a dokézte vetu o uplnej
pravdepodobnosti a Bayesovu vetu (t.j. Bayesov vzorec).

. Uvedte definiciu nezavislosti dvojice udalosti. Formulujte definiciu zdruZenej nezavislosti
n-tice udalosti pre n > 2. Popiste nejaky pravdepodobnostny priestor (€2, S, P), na
ktorom identifikujete tri rozne zdruzene nezéavislé udalosti A, Ay, A3 € S a tiez tri
rozne udalosti By, Bs, Bs, ktoré st nezavislé po dvoch, ale zdruzene (ako trojica) nie st
nezavislé.

. Nech Aq, Ay, ..., A, st zdruzene nezavislé udalosti, pricom kazda méa pravdepodobnost
p. Nech A je udalost, 7e nastane prave k spomedzi udalosti A, Ay, ..., A,, kde k €
{0,...,n}. Napiste vyjadrenie hodnoty P(A) pomocou n,k a p (binomicka formula).
Svoje tvrdenie podrobne zdovodnite!
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. Uvedte definiciu a zakladné vlastnosti distribu¢nej funkcie F' nahodnej premennej. Do-

kazte dve z uvedenych vlastnosti. Nac¢rtnite distribu¢ni funkciu ndhodnej premennej X,
pre ktori plati: P[X =0] =1/4, P[X =1]=1/2, P[X =2] =1/4.

Uved'te formélnu definiciu a jeden (zmysluplny) priklad diskrétnej nahodnej premennej.
Zdovodnite tvrdenie: Ak je X diskrétna nidhodné premennd, tak je aj g(X) diskrétna
ndhodna premenné (pre akukol'vek funkciu g : R — R.) Aky je vSeobecny predpis distri-
bucnej funkcie ndhodnej premennej X, ktora nadobuda x4, ..., x,, s pravdepodobnostami

D1, 7pn?

Definujte strednu hodnotu diskrétnej nahodnej premennej. Uvedte jeden priklad dis-
krétnej ndhodnej premennej s konecnym oborom hodnot a urcte jej strednt hodnotu.
Napiste vetu o linearite strednej hodnoty pre diskrétne ndhodné premenné. Nech dis-
krétna nahodna premenna X nadobuda x4, ..., x,, s pravdepodobnostami py, ..., p,. Nech
g je spojita funkcia a nech existuje koneéna E(g(X)). Ako je mozné vypocitat E(g(X))
pomocou hodnot g(x;) a p;?

Uved'te definiciu disperzie diskrétnej nahodnej premennej. Uvedte jeden priklad diskrét-
nej ndhodnej premennej s koneénym oborom hodnot a uréte jej disperziu. Dokazte tvrde-
nie: Ak a, b st realne ¢isla a X je diskrétna nahodna premenné, tak D(aX+b) = a*D(X).
Ako je mozné vypocitat disperziu ndhodnej premennej X, ktord nadobtuda hodnoty
x1, ..., T, s pravdepodobnostami p1, ..., p,7

Uvedte a dokazte Markovovu aj CebySevovu nerovnost pre diskrétne ndhodné premenné.

Nech X méa binomické rozdelenie s parametrami n a p (teda X ~ Bin(n,p)). Uvedte
predpis pre P|X = k], kde k € {0, ...,n}. Uvedte vyjadrenie pre EX a DX pomocou n
a p. Vztah pre EX dokazte. Ak je interpretacia binomického rozdelenia?

Majme postupnost ndhodnych premennych X, , X, 11,... pricom X, ~ Bin(n,\/n)
pre v8etky n > nq, pricom 0 < A < ny. Nech k € {0,1,2,...}. Pomocou k a A vyjadrite
lim,, o P[X,, = k|. Svoje tvrdenie dokézte!

Nech X mé Poissonovo rozdelenie s parametrom A > 0 (teda X ~ Po(\)). Uvedte
predpis pre P[X = k|, kde k € NU {0}. Ako zavisi EX a DX od A? Vztah pre EX
dokazte. V akych situaciach sa mozeme stretnut s Poissonovym rozdelenim?

Nech X mé geometrické rozdelenie s parametrom p (teda X ~ Geo(p)). Uved'te predpis
pre P[X = k], kde k € {0,...,n}. Uvedte vyjadrenie pre EX pomocou p a naznalte
techniku dokazu. V akych situdcidch sa mozeme stretnit s geometrickym rozdelenim?

Nech X mé hypergeometrické rozdelenie s parametrami M, N an (X ~ Hyp(M, N,n)).
Uvedte predpis pre P[X = k|, kde k£ € {max(0,n+ N — M),... , min(n, N)}. Aka
je interpretacia hypergeometrického rozdelenia? Uvedte vyjadrenie pre EX pomocou
M,N,n.

Uvedte definiciu spojitej ndhodnej premennej. Nech X spojitd nahodnd premenné s
hustotou f. Vyjadrite pomocou f hodnotu Pla < X < b, kde a < b. Ako ur¢ime hustotu
premennej X, ak pozname (spojite diferencovatelntt) distribu¢nu funkciu premennej X?
Musi byt hustota spojitej ndhodnej premennej spojita (ako funkcia z R do R)? Musi
byt distribu¢na funkcia spojitej ndhodnej premennej spojita?
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Nech X je spojita ndhodna premenna s distribuc¢nou funkciou F'x a hustotou fx. Nech
a,b € R, a# 0 anech Y = aX + b. Vyjadrite distribu¢nt funkciu a hustotu premenne;j
Y pomocou konstant a,b a Fx, resp. fx. Toto vyjadrenie dokazte.

Definujte stredntt hodnotu spojitej nahodnej premennej. Uved'te priklad spojitej nahod-
nej premennej s konec¢nou strednou hodnotou. NapiSte vetu o linearite strednej hodnoty
pre spojité ndhodné premenné. Nech X je spojitda ndhodn& premenna s hustotou f a
nech g : R — R je spojita funkcia taka, ze g(X) je spojita nadhodné premenna s kone¢nou
strednou hodnotou. Ako je mozné vypocitat E(g(X)) pomocou funkcii f a g7

Uvedte definiciu disperzie spojitej ndhodnej premennej. Uvedte priklad spojitej nahod-
nej premennej s kone¢nou disperziou. Zdovodnite, preco pre nahodni premennid X s
konec¢nou disperziou a pre akékolvek realne ¢&islo a plati D(aX) = a*D(X). Ako je
mozné pomocou integrovania vypocitat disperziu spojitej ndhodnej premennej X, ktora
mé hustotu f(z) pre x € (a,b) a f(z) =0 pre x ¢ (a,b)?

Uvedte a dokazte Markovovu aj éebyéevovu nerovnost pre spojité nahodné premenné.

Nech X méa rovnomerné rozdelenie na intervale (a,b) (teda X ~ R(a,b)). Uvedte predpis
pre hustotu a distribu¢nt funkciu nadhodnej premennej X. Uvedte vyjadrenie pre £X
a DX pomocou hodnét a,b. Vztah pre FX dokdzte. V akych situacidch sa mozeme
stretnit s rovnomernym rozdelenim?

Nech X mé exponencidlne rozdelenie s parametrom A > 0 (teda X ~ Exzp())). Uvedte
predpis pre hustotu a distribu¢nt funkciu ndhodnej premennej X. Uvedte vyjadrenie
pre EX a DX pomocou A. Vztah pre EX dokazte. V akych situdciach sa mozeme
stretndt s exponencidlnym rozdelenim?

Nech ndhodn4 premenna X mé normalne rozdelenie s parametrami p a o2 > 0. Uved'te
predpis pre hustotu nahodnej premennej X, predpis pre EX a DX. Nacrtnite graf
hustoty a graf distribu¢nej funkcie ® ndhodnej premennej s normalizovanym normélnym
rozdelenim. Aké je rozdelenie ndhodnej premennej Y = aX + b, kde a, b st realne ¢isla,
a # 07

Formulujte centrélnu limitnd vetu a integralnu Moivreovu-Laplaceovu vetu (t.j. vetu,
ktora zdovodiuje moznost asymptotickej aproximacie binomického rozdelenia normal-
nym rozdelenim). Aky je vzfah medzi tymito tvrdeniami?

Uvedte definiciu ndhodného vektora a jeho distribu¢nej funkcie. Nech F' je distribu¢né
funkcia ndhodného vektora X = (X,Y)T a nech a,b,c,d € R, priom a < b a c <
d. Vyjadrite Pla < X < b,¢c <Y < d| pomocou hodnét F(a,c), F(a,d), F(b,c) a
F(b,d). Toto vyjadrenie zdovodnite. Skonstruujte priklad funkcie z R? do R, ktora je
distribu¢nou funkciou nejakého ndhodného vektora (X, V).

Uvedte definiciu nezévislosti n-tice ndhodnych premennych. Nech ndhodné premenné
X1, Xy st nezavislé s kone¢nou strednou hodnotou a disperziou. a) Ako je mozné vyjadrit
E(X,X,) pomocou E(X;) a E(X32)? b) Ako je mozné vyjadrit D(X; + X3) pomocou
D(X;1) a D(X5)? Dokazte vzorec b) pomocou vzorca a).

Formulujte a pomocou éebyéevovej nerovnosti dokazte (slaby) zékon velkych ¢isiel.
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Definujte diskrétny nahodny vektor a jeho strednti hodnotu. Uved'te priklad diskrétneho
nadhodného vektora s koneénym oborom hodndét a urcéte jeho strednt hodnotu. Napiste
znenie vety o linearite strednej hodnoty diskrétneho ndhodného vektora. Napiste znenie
vety o strednej hodnote funkcie diskrétneho ndhodného vektora.

Definujte kovarianciu ndhodnych premennych. Uvedte zakladné vlastnosti kovariancie.
Nech X = (X, Y)T je ndhodny vektor, ktory nadobiida hodnoty (z;,y;)” s pravdepodob-
nostami p;, kde i = 1,...,n. Ako moZeme vypocitat cov(X,Y’) pomocou hodnot (x;, y;)T
a pz?

Definujte kovarian¢nt maticu ndhodného vektora a uvedte jej zakladné vlastnosti. Majme
diskrétny nahodny vektor X = (X, ..., X,,) s kone¢nou kovarian¢nou maticou Cov(X).
Nech A je matica typu k x m a nech b € R¥. Ako je mozné vyjadrif kovarianént maticu
ndhodného vektora Y = AX + b pomocou A a Cov(X)? Ako je mozné zapisat prvky
kovarian¢nej matice ndhodného vektora (X,Y)? pomocou D(X), D(Y) a korela¢ného
koeficientu premennych X a Y?

Definujte korela¢ny koeficient ndhodnych premennych. Uvedte zéakladné vlastnosti ko-
relacného koeficientu. Nech X = (X, Y)7T je nahodny vektor, ktory nadobtda hodnoty
(x4,9)7 s pravdepodobnostami p;, kde i = 1,...,n. Ako mézeme vypocitat p(X,Y)
pomocou hodnét x;, y;, p;?

Uved'te definiciu a interpretaciu multinomického rozdelenia. Ak X = (Xi,..., X,,)T ~
Mult(n, p1,...,pm), akd je stredna hodnota a kovarianéna matica vektora X7 Aké roz-
delenie m& ndhodna premenna X7

Uved'te definiciu spojitého nahodného vektora. Nech X = (Xy,...,X,,)T je spojity
ndhodny vektor s hustotou fx. Nech m = 2. Pomocou fx vyjadrite pravdepodobnost,
7e X padne do obdlznika (a;, b;) X (ag, by). Pomocou fx tieZ vyjadrite hustotu nahodnej
premennej X;. Uved'te priklad spojitého nahodného vektora a uvedte jeho hustotu.

Definujte stredntt hodnotu spojitého ndhodného vektora. Uvedte priklad spojitého né-
hodného vektora a uvedte jeho stredni hodnotu. Napiste vetu o linearite strednej hod-
noty. Napiste vyjadrenie pre E(g(X)), pomocou spojitej funkcie g a hustoty f spojitého
nahodného vektora g(X).

Nech m-rozmerny nahodny vektor X = (X7, ..., X;,,)T ma (regularne) mnohorozmerné
normélne rozdelenie N, (p, %), Akdt mé X hustotu, stredni hodnotu a kovarian¢ni ma-
ticu? Aké rozdelenie ma ndhodna premenna X;? Nech b € R* a A je matica typu k x m,
k < m a hodnosti k. Aké rozdelenie ma ndhodny vektor AX + b?

Uvedte definiciu kvantilovej funkcie prisliuchajicej danej distribu¢nej funkcii F'. Popiste
metodu inverznej transformécie na generovanie realizacii s danou distribu¢nou funkciou.
Ako je mozné zvolit funkciu g : R — R, aby pre U ~ R(0, 1) platilo g(U) ~ Exp(\)?

Stru¢ne popiste algoritmus, ako pomocou generatora z rozdelenia R(0, 1) vygenerujeme
realizdciu diskrétnej nahodnej premennej, ktord nadobuda len konec¢ny pocet bodov s
nenulovou pravdepodobnostou. Uvedte tiez metddu, ako generovat realizacie ndhodnej
premennej s geometrickym rozdelenim.

Popiste zamietaciu metodu generovania realizacii spojitych ndhodnych premennych. Po-
piste ako pouzit tito metédu na generovanie realizacii z normélneho rozdelenia (ak
mame k dispozicii generator nezavislych realizacii z rozdelenia R(0,1).)
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Popiste metédu ako vygenerovat realizdciu z mnohorozmerného normalneho rozdelenia
so zadanou strednou hodnotou a kovariané¢nou maticou. (Predpokladame, Ze pre zadana
pozitivne semidefinitnti maticu ¥ vieme najst maticu C tak, aby platilo ¥ = CCT.)

Popiste metodu ako generovat realizécie rovnomerného rozdelenia vo vnutri a na povrchu
jednotkovej gule v R™. (Predpokladame, Ze mame k dispozicii generatory nezavislych
realizécii z rozdeleni R(0,1) aj N(0,1).) Pre m = 2 uvedte dve odlisné metody.

Definujte rozdelenia 7 a ¢ tak, ze popiSete konstrukciu ndhodnych premennych s roz-
delenim x?2, resp. t;, pomocou nezavislych ndhodnych premennych s rozdelenim N(0, 1)
(nie je potrebné vediet hustotu ndhodnych premennych s rozdelenim 2 a t;). DokéZte,
7e ak Z ~ X3, tak plati E(Z) = k.

Uvedte definiciu tychto pojmov: ndhodny vyber, vyberovy priemer, vyberovy rozptyl.
Nech Y7,...Y,, tvoria nahodny vyber z N(u,0?), pricom m > 2. Nech Y je vyberovy
priemer a S? je vyberovy rozptyl viberu Y1, ..., Y,,. Uvedte rozdelenie a strednti hodnotu
nahodnych premennych Y a S2%. Aké rozdelenie ma ndhodna premenna T = %\/ﬁ ?

Popiste pojmy: Nulova a alternativna hypotéza, Statisticky test, hladina vyznamnosti
testu, chyba prvého druhu, testovacia Statistika a kritickd oblast.

Nech Y7, ..., Y, je ndhodny vyber z rozdelenia N (i, 0?), kde m > 2, u € R, 6 > 0 a nech
a € (0,1). Pre test hypotézy Hy : 1 = po vo&i Hy : u # o na hladine vyznamnosti «
uved'te tvar kritickej oblasti a prislusnu testovaciu Statistiku. Uved'te priklad realisticke;j
situacie, v ktorej je mozné tento test pouzit.

Nech Y7, ..., Y, je ndhodny vyber z rozdelenia N (u, 0?), kde m > 2, u € R, 6% > 0 a nech
a € (0,1). Pre test hypotézy Hy : 0® = 02 vo¢i Hy : 0® > o2 na hladine vyznamnosti «
uved'te tvar kritickej oblasti a prislusnu testovaciu $tatistiku. Uved'te priklad realistickej
situacie, v ktorej je mozné tento test pouzit.

Nech Yi1,..Y1m,, Yo1, ..., Yo, st zdruZene nezéavislé ndhodné premenné. Pre ¢ = 1 aj
pre i = 2 nech Y; 1, ...Y; ,,, tvoria ndhodny vyber z rozdelenia N (u;,0?), pricom m; > 2,
0% > 0.Nech a € (0,1) a Ay € R. Uved'te kritickt oblast a prisluni testovaciu tatistiku
pre test hypotézy Hy : i1 — po = Ao voéi Hy : g — e # A na hladine vyznamnosti «.
Uvedte priklad realistickej situécie, v ktorej je mozné tento test pouzit.

Nech Y7, ..., Y,,, m > 3 je postupnost nezavislych ndhodnych premennych, pricom Y; ~
N(ax; + b,0?), kde xy,...,x,, € R nie st vietky rovnaké, a,b € R, > > 0 a nech
a € (0,1). Pre test hypotézy Hy : a = 0 vo¢i Hy : a # 0 na hladine vyznamnosti «
uvedte tvar kritickej oblasti a prislusnu testovaciu Statistiku.



