Maticova algebra pre statistikov (1-PMA-215)

Priklady k cvic¢eniam

Radoslav Harman, KAMS, FMFI UK
22. novembra 2016

Poznédmka: Niektoré z nasledovnych prikladov si prevzaté z knihy D.A.Harville: Matriz
Algebra from a Statistician’s Perspective, Springer 2008.

1 Zakladné definicie tebérie matic, blokové matice

Priklad 1. Overte asociativnost ndsobenia matic, ¢iZe dokdzte, Ze pre vsetky A € R™*™ B €
R™*P ¢ C € RP*" plati (AB)C = A(BC).

Priklad 2. Ukdzte, Ze pre vietky A,B € R™™ plati: a) (A + B)(A — B) = A? — B? vtedy a
len vtedy, ked matice A, B komutuji; b) Ak si matice A, B, AB — BA symetrické, tak A a B
komutugi.

Priklad 3. Maticu A typu n X n nazgvame iplne symetrickou (angl. completely symmetric), ak
A = al, +b1,17 pre nejaké a,b € R. Nahliadnite, Ze tiplne symetrickd matica je symetrickd a Ze
sucet uplne symetrickych matic je uplne symetrickd matica. DokdZte, Ze sucin uplne symetrickijch
matic je uplne symetrickd matica. Presvedcte sa, Ze uplne symetrické matice komutuji.

Priklad 4. Dokdzte, Ze sucin dvoch horngch trojuholnikovijch matic A, B € R™" je hornd

trojuholnikovd matica. Pomocou tohto turdenia dokdzte, Ze sucin dolnijch trojuholnikoviyjch matic
C,D € R™" je dolna trojuholnikovd matica.

Priklad 5. Nech A € R™™"™ a nech k € N. Ukdzte, Ze plati

In On,n k_ In On,n
A 1, kA 1, i

Priklad 6. Ako vieme z kurzu linedrnej algebry, matica A € R™ " sa nazyjva requldrna, ak
existuje matica A~ € R™™", nazijvand inverzia matice A, pre ktori plati AA~' = A71A =1,,.
Nech A € R™™" je reguldrna matica a nech a € R". Presvedcte sa, Ze nasledovné matice si
requldrne a vzdjomne tnverzné:

A a Al —Ala
0, 1) Lo, 1 '

Priklad 7. H-maticou nazveme kazZdu maticu tvaru

1 al ¢
0L b |
0O 0 1

kde a,b € R", ¢ € R. Dokdzle, Ze H-matice tvoria grupu, ciZe Ze sucin dvoch H-malic je
H-matica a ku kaZdej H-matici H existuje H-matica H™' takd, e HH™ ! = H'H = 1,,,,.
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Priklad 8 (zdlhavejsie). Nech A € R™" B € R™*, C € R™?, D € R***. Priamo z definicie
(obycajného) siucinu matic a Kroneckerovho sicinu matic dokdzte: (A ® B)(C ® D) = (AC) ®
(BD).

Priklad 9 (zdlhavejsie). Nech A € R™" B € R"™*", C € R"™*. Priamo z definicie (obycajného)
sti¢inu matic, Kroneckerovho sicinu matic a a operdtora vec dokdzte: vec(ABC) = (CT ®
A)vec(B).

Priklad 10 (komplexnejsia tloha). Nech A € R™" aj B € R"*". Kolko ndsobeni a scitani
redlnych cisiel je potrebngch, aby sme vypocitali sucin AB? Najprv sa nad touto otdzkou zamys-
lite samostatne a potom si vyhladajte odpoved pomocou klhicovijch slov “Matriz multiplication
algorithm”. Zamyslite sa tieZ nad tiym, ako je mozné efektivne vypocitat A¥, kde k je velké cislo.

2 Stlpcovy a riadkovy priestor matice, hodnost matice, ne-
zavislost mnoZiny matic

Priklad 11. Nech A € R™", B € R™?, C € R™™. Ukdzte, Ze a) ak C(A) C C(B) tak

C(CA) C C(CB); b) ak C(A) = C(B) tak C(CA) = (CB);

Priklad 12. Nech A je $tvorcovd matica. a) Dokdzte, Ze C(A*) C C(A) pre kaZdé prirodzené
¢islo k. b) Dokdzte, Ze ak C(A?) = C(A), potom C(A¥) = C(A) pre kazdé prirodzené ¢islo k.

Priklad 13. Nech A4, ..., A € R™*", Ukdzte, Ze existuji indexy 1 <11 < --- < i, < k také, Ze
A, ..., A, tvoria bdzu priestoru span(Ay, ..., Ag).

Priklad 14. Nech

o 1 0 =3 2
0 -2 0 6 2
A= o 2 2 5 2
0 -4 -2 10

Ndjdite (akikolvek) bazu priestoru C(A). Aki md matica A hodnost?

Priklad 15. Presvedcte sa, Ze rank(A;...A;) < min{rank(A;),...,rank(Ay)}. (Predpokladdme,
Ze Ay, ..., Ay st matice vhodngch rozmerov.)

Priklad 16. Nech A € R™ "™ md hodnost r. Ukdzte, Ze A sa dd napisat ako siucet r matic,
ktoré maju vietky hodnost 1. (Ndvod: Vyuzite “BT-rozklad” z predndsky.)

Priklad 17. Presvedéte sa, Ze mnozina U, vSetkych hornych trojuholnikovych matic typu n X n
a mnozina L, vsetkiych dolngch trojuholnikovijch matic typu n X n su linedrne podpriestory
priestoru R™™. Akid maji tieto priestory dimenziu? Charakterizujte linedrny priestor D, =
U, NL,. Akd dimenziu md priestor D,,?

Priklad 18. Antisymetrickou nazjvame kaZdi maticu A € R™™, ktord spliia AT = —A.
Zidovodnite, preco mnozina vsetkych antisymetrickiyjch matic typu nxn tvori linedrny podpriestor
priestoru R™™, Akid dimenziu md tento linedrny podpriestor?

Priklad 19. Nech A,B,C € R™*" su nezduvislé matice. Pre ktoré redlne c¢isla k si matice
kA +B,A + kB + C,B + kC nezdvislé? (Mozete pouZit vzorec pre determinant matice 3 X 3 a
turdenie, Ze homogénny systém troch linedrnych rovnic o troch nezndmych md nenulové riesenie
prdve vtedy, ked je determinant matice tohto systému nulovy.)
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Priklad 20 (komplexnejsia tloha). Riadkovym priestorom matice A = (ay,...,a,)’ € R™*"
nazyvame linedrny vektorovy podpriestor priestoru R™ generovany vektorm: aq, ..., a,, € R". Pre
vietky turdenia z predndsky ohladom stipcového priestoru matice sformulujte analogické turdenie
ohladom riadkového priestoru matrice.

3 Stopa matice, geometria priestoru matic, ortogonalny do-
plnok, nulovy priestor matice

Priklad 21. Dokdzte, Ze ak si matice A,B,C € R™"™ symetrické, tak tr(ABC) = tr(BAC).
Ukazte, zZe rovnost tr(ABC) = tr(BAC) neplati pre matice A,B,C € R""  ak matice A,B
nekomutujii o C = (AB — BA)T,

Priklad 22. a) Dokdzte Pytagorovu vetu pre matice, ¢ize dokdzte, Ze ak A,B € R™ ™ sy
navzdjom kolmé nenulové matice (1.j. skaldrny sucin matic A a B je 0), tak ||A]|* + ||B|* =
|A + B|>. b) Dokdzte rovnobeznikovi vetu pre matice, ¢ize dokdzte, e ak A,B € R™ ", tak
2[|A[2+2||B|*> = ||A+B|?>+||A—Bj|?. ¢) Dokdzte polarizacni rovnost pre matice, ¢ize dokdzte,
Ze ak A, B € R™", tak tr(AB”) = 1(|A + B|? — ||A — B||?).

Priklad 23. Pomocou Cauchy-Schwarzovej nerovnosti dokdzte trojuholnikovi nerovnost: ||A +
B|| < [|A]] + ||B]| pre vsetky A,B € R™*™, pricom rovnost plati len v pripade B = 0, alebo ak
A = cB pre nejaké c € R.

Priklad 24. Dokdzte nasledovné turdenie: Nech A € R™™ a b € R™. Potom ||Ab|| < ||All|/b]|.

Pomécka: ||(ai, ...,an)"b||? = Y.I"  (al' b)? pre akékolvek vektory ay, ..., a,, b € R",

Priklad 25. Dokdzte kosinusovi vetu pre matice, ¢iZe dokdzte, Ze ak A, B € R™™ s nenulové
matice, tak ||A — B||> = ||A]|> + [|B||* — 2||A||||B|| cos(7), kde v je uhol medzi A a B.

Priklad 26. Nech a, b si nenulové n-rozmerné vektory. Ndjdite uhol medzi maticami I,,, aa’ a
uhol medzi maticami aa’ , bb”.

Priklad 27. a) Ndjdite nejaki ortonormdlnu bdzu priestoru symetrickyjch matic typu 2 x 2,
ktord obsahuje maticu (1,0)7(1,0). b) Ndjdite nejaki ortonormdlnu bdzu priestoru symetrickyjch
matic typu 2 x 2, ktord obsahuje maticu (1/v/2)I,.

Priklad 28. Nech A € R"™*". Ukdzte, Ze ak je B requldrna matica typu nxn (t.j. existuje matica
B! takd, 26 BB™! = B™'B =1,,) a C je akdkolvek matica typu p x m, tak a) C(AB) = C(A);
b) C(CABBTAT) = ¢(CA).

Priklad 29. Nech X € RP*™ g A,B € R™". Ukdzte, Ze a) N(XA) O N(A); b) N(A) D
N((AT,B)7); ) N(A +B) 2 N(A”, BT)"),

Priklad 30 (komplexnejsia tloha). Prestudujte si nasledovny élanok na Wikipedii: https:
//en. wikipedia. org/wiki/ Rank-nullity_ theorem

4 Inverzné, ortogonalne a permutacné matice

Priklad 31. Nech A = al, + b1,17, a,b € R, je uplne symetrickd matica (pozri priklad 3).

Ukazte, Ze ak a # 0, b # —a/n, potom inverzia matice A je tieZ dplne symetrickd matica.


https://en.wikipedia.org/wiki/Rank-nullity_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Rank-nullity_theorem
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Priklad 32. Dokdzte turdenie: Nech A € R™™ D € R"™ "™ si requldrne matice a nech B €
R™<" ¢ C € R™" sii také matice, Ze D' + CA™B je tieZ requldrna. Potom je aj matica
A + BDC reguldrna a plati

(A+BDC)'=A"' -~ A'B(D"! + CA~'B)"'CA". (1)
Rovnost (1) sa nazgva Woodburyho formula.

Priklad 33. Presvedcte sa, Ze hornd trojuholnikovd matica je requldrna prdve vtedy, ked siu
vsetky diagondlne prvky nenulové. Na zvolenej hornej trojuholnikove; matici typu 4 X 4 so vset-
kymi diagondlnymi a nad-diagondlnymi prokami nenulovymi demonstrujte, Ze inverzia requldrnej
hornej trojuholnikovej matice je hornd trojuholnikovd matica.

Priklad 34. Nech A € R™" je requldrna matica, nech G € R™™ a nech p je prirodzené cislo.
Ukazte, Ze nasledovné dva vyroky si ekvivalentné: a) Pre kaZdi maticu B € R"™*P md rovnica
AX = B riesenie X = GB; b)) G = A~

Priklad 35. Nech

10011
01011
A=]100111
1 11320
1110 3

Pomocou vety o inverzii blokovej matice ukdzte, Ze A je requldrna matica a ndjdite A1,

Priklad 36. Pre kazdé 6 € R definujme maticu

v - (5l o))

Zdovodnite algebraicky aj geometricky turdenie: U(a)U(B) = U(a + ) pre kaZdé o, f € R.

Priklad 37. Popiste mnoZinu vSetkyjch ortogondlnych horngjch trojuholnikovijch matic typu m X
m.

).

Priklad 39. Nech P, Py € R™™ sii permutacné matice a nech A € R™*™ je requldrna matica.
Ukdzte, Ze potom P1 APy je requldrna matica a plati (P1AP,)~! = PTAIPT.

Priklad 38. Ndjdite nejaki ortogondlnu maticu typu 3 X 3, ktorej prvy riadok je (%,

S

1
29

Priklad 40. Kolko obsahuje priestor R™*™ permutacngjch matic? Ak je m prvocislo, kolko je
permutacnijch matic P spliiajicich P™ = 1,,2 *Kolko obsahuje permutacnijch matic P splriaji-
cich P? = 1,,2 (Ak hviezdickovi tlohu neviete vyriesit pre vieobecné m, vyrieste ju aspori pre
m=2,3,4.)



Priklady z MAPS (1-PMA-215); Radoslav Harman, FMFT UK

5 ZovSeobecnené inverzie

Priklad 41. Nech A € R™*™. Presvedcte sa, Ze mnozina vsetkych zovsSeobecnengjch inverzii ma-
tice A je afinnd, ciZe ak ay, ..., ay st redlne cisla, ktoryjch siucet je 1 a Gy, ..., G st zovsSeobecnené
. ; . . . k . . Lo . .

inverzie matice A, tak aj matica ), oG, je zovSeobecnend inverzia matice A.

Priklad 42. Nech 0 # A € R™*" rank(A) =r a nech B € R™*", T € R™" si také matice,
7e A = BT. Nech R € R™" je pravd inverzia matice T. Zdovodnite, preco je BIB reguldrna
matica. Ukdzte, 2e R(BTB)™'R” je zovieobecnend inverzia matice ATA.

Priklad 43. Nech A € R™*", B € R™*? g nech existuje matica H € R™™ takd, Ze AHB = B.
Dokdzte, Ze potom AGB = B pre akikolvek zovieobecneni inverziu G matice A.

Priklad 44. Nech A € R™*", rank(A) = a nech
A A
A=
( Az Ay ) ’

kde A1 € R™" je requldrna. Pomocou vety z predndsky tijkajicej sa hodnosti Schurovho doplnku
dokdzte, Ze Aqy = AglAfllAlg. Nasledne dokdzte, Ze matica

(A O
= (%' 0)

je zovSeobecnend inverzia matice A.

Priklad 45. Ndjdite aspon dve rozne zovseobecnené inverzie matice

3 2 6

-1 5 =2

A= 3 8
0O 1 0

-2 -1 —4

Priklad 46. Ukdzte, Ze kaZdd symelrickd matica md aspon jednu symetricki zovseobecneni
inverziu. (Ndvod: Najprv ukdzte, Ze ak G je zovSeobecnend inverzia symetrickej matice A, tak
aj GT je zovseobecnend inverzia matice A.)

Priklad 47. Nech A € R™", B € R, C € R™4, C(C) C C(A) a C(BT) C C(AT).
Potom matica BA~C nezdvisi na volbe zovseobecnenej inverzie A~. Dokdzte! PouZijic prdve
dokdzané turdenie a tordenie Q(XTX) = C(XT) si vsimnite, Ze X(XTX)™XT nezdvisi na vybere
zovieobecnenej inverzie matice X' X.

Priklad 48. Nech A € R™ " a nech A~ je zovSeobecnend inverzia matice A. UkdZte, Ze potom
N(A) =C(I,— A~ A). Ndvod: Vsimnite si, Ze ak Ax = 0, pre x € R", potom x = x — A~ Ax.
6 Idempotentné matice a projektory

Priklad 49. Dokdzte nasledovné turdenie. Nech A € R™™™. Potom N(A) = C(I, — A) vtedy a
len vtedy, ked A je idempotentnd. Ndvod: PouZite turdenie prikladu 48.
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Priklad 50. Nech A € R™*" je idempotentnd symetrickd matica. Potom 1, —2A je ortogondlna
matica. Dokdzte! Najdite geometricki interpretdciu ortogondlnej matice 1,, — 2A pre pripad, Ze
A je projektor na linedrny priestor W C R™ (aspon pre n = 2).

Priklad 51. Najprv ukdzte, Ze ak A € R™" B,C € R"™? ¢ ATAB = ATAC, tak AB = AC.
(Vyuzite rovnost (AB — AC)T(AB — AC) = (BT — CT)(ATAB — ATAC).) Pomocou tohto

turdenia dokdzte, Ze ak A € R™™ je symetrickd matica a A3 = A2, tak A je idempotentnd.

Priklad 52. Nech A,B su symetrické idempotentné matice, pre ktoré plati C(A) = C(B).
Potom A = B. Dokdzte!

Priklad 53. Ndjdite nejaku nesymetricki idempotentni maticu typu 2 X 2.

Priklad 54. Ndjdite ortogondlny projektor na a) priamku {cl, € R™ : ¢ € R}; b) rovinu
{(c,d,d)T € R®: ¢,d € R}; ¢) priestor €(X), kde

X —

~ =~ =
co Ot N
O O W

Priklad 55. Nech vektory uy, ..., u,, € R" tvoria ortonormdlnu bdzu priestoru R™, ¢iZe uy, ..., u,
je systém navzdjom ortogondlnych vektorov normy 1. Nech k € {1,2,...,n}. Dokdzte, Ze P =
Zle uwu! je projektor na priestor C(uy, ..., u) generovany vektormi uy, ..., uy.

Priklad 56. Dokdzte tvrdenie: Nech X € R™P o Y € R"™ 9, pricom C(Y) C C(X). Potom
PyPx = Py.

Priklad 57. Nech P € R"". Dokdzte, ze P je ortogondlny projektor na priestor U = C(P)
vtedy a len vtedy, ked je P symetrickd idempotentnd matica.

Priklad 58. Nech x € R". a) Ndjdite predpis pre projektor Py zobrazujici na priestor C(x)
generovany vektorom x. b) Ukdzte, Ze {y € R? : y = P (1,0)T pre nejaké x € R?} je kruznica
so stredom v bode (1/2,0)T a polomerom 1/2.

7 Determinant matice

Priklad 59. Ukdzte, Ze determinant ortogondlnej matice mézZe byl len 1 alebo —1. Nech U =
(uy,uy) € R**2. Ndjdite geomelricki charakteriziciu vaztahu vektorov uy, s, na zdklade ktorej
je mozné rozhodnit, ¢ |U| =1 alebo |U| = —1.

Priklad 60. Ukdzte, Ze determinant idempotentnej matice mozZe byt len 0 alebo 1. Ukdzle, Ze
ak md idempotetnd matica determinant 1, tak to nutne musi byt jednotkovd matica.

Priklad 61. Z definicie determinantu ukdzte, Ze
ajp a2 0 0
Q21 Q2 0 0 o a1 a2 a33 34
asi agz azz aA34 Qg1 G22 43  OGyq

Qg1 Qg2 A43 QA4q4q

NN

Priklad 62. Nech T € R™™ o W € R™" si requldrne matice a nech U € R™*" 'V € R™*™,
Pomocou vety o determinante blokovej matice ukdzte, Ze |T||W—-VT~U| = [W||IT-UW~'V]|.
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Priklad 63. PouZite predchddzajici priklad na dékaz turdeni: a) |A +xxT| = |A](1+xTA7'x)
pre akikolvek reguldrnu maticu A € R™™ a akykolvek vektor x € R"; b) |L,,+CD| = |I,+DC|
pre akékolvek matice C € R™™ D € R™*".

Priklad 64. Nech a,b € R. Dokdzte, Ze determinant 1iplne symetrickej matice A = al,, + 01,17
je |A| = a®(a + nb). (Ndvod: K prvému riadku matice A pripocitajte vietky zvysné riadky a
ndsledne odpocitajte prvy stlpec od vsetkyjch zvysnijch stipcov.)

Priklad 65. Nech A,B € R™ " si reguldrne matice. Dokdzte, Ze adj(AB) = adj(B)adj(A).
(Toto turdenie plati aj bez predpokaldu regularity, ale dokaz je uz komplikovnejsi.)

8 Vlastné cisla, vlastné vektory, pozitivne semidefinitné a
pozitivne definitné matice

Priklad 66. Ndjdite (redlne) spektrum matic

(o) () %)

Priklad 67. Ndjdite spekirum matice

A =

(el

1
2
1

N — O

Presvedcte sa, Ze A je pozitivne definitnd (pomocou spektra aj pomocou Syvestrovho kritéria).

Priklad 68. Nech A je symetrickd matica typu n X n, nech Ay, ..., A\, si jej vlastné cisla (so
zopakovanim podla ich ndsobnosti) a nech uy,...,u, je ortonormdlny systém prislichagicich
vlastngch vektorov. UkdZe, Ze potom matica At = Zi;/\ﬁéo N twul’ je zovseobecnend inverzia
matice A. Presvedcte sa, Ze okrem AATA = A plati aj ATAAT = AT,

Priklad 69. Nech a,b € R a nech A = al,, + b1,1T je tiplne symetrickd matica. Ukdste, Ze
potom je vlastnym vektorom matice A vektor 1,, a tieZ akiyjkolvek vektor kolmyg na 1,,. Pre maticu
A ndjdite vlastné ¢isla a ich ndsobnosti.

Priklad 70. Ukdzte, Ze kazdy projektor P € R™ " je pozitivne semidefinitnd matica. Ukdzte, Ze
spektrum projektora neobsahuje iné cisla ako 0 a 1. Charakterizujte vlastny priestor projektora
P zodpovedagici vlastnému éislu 0 (ak P # 1) a vlastny priestor projektora P zodpovedajici
vlastnému ¢islu 1 (ak P # 0px0 ).

Priklad 71. Dokdzte, e ak A = UAU?, kde U € R™" je ortogondlna matica a A =
diag(A1, ..., An), tak Ay, ..., N, st vlastné c¢isla matice A a stlpce matice U si vlastné vektory
matice A. (“Hlavnd veta” z predndsky je v istom zmysle “opacnd” k tomuto tvrdeniu a jej dokaz
je ovela Tazsi.)

Priklad 72. Nech A = UAU? je pozitivne semidefinitnd matica, kde U € R™ " je ortogondlna
matica a A = diag(Ay, ..., \). Presvedéte sa, Ze \; > 0 pre vSetky 1 = 1,...,n. Definujme maticu
AY?2 = UAN2UT, kde AV? = diag(v/ A1, ..., V/An). Presvedcte sa, Ze AY? je symetrickd pozitivne
semidefinitnd matica, ktord spliia AY?AY? = A. Formulujte analogické turdenie pre pozitivne
definitnd maticu A.
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