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Poznámka: Niektoré z nasledovných príkladov sú prevzaté z knihy D.A.Harville: Matrix
Algebra from a Statistician's Perspective, Springer 2008.

1 Základné de�nície teórie matíc, blokové matice

Príklad 1. Overte asociatívnos´ násobenia matíc, £iºe dokáºte, ºe pre v²etky A ∈ Rn×m, B ∈
Rm×p a C ∈ Rp×r platí (AB)C = A(BC).

Príklad 2. Ukáºte, ºe pre v²etky A,B ∈ Rn×n platí: a) (A + B)(A − B) = A2 − B2 vtedy a
len vtedy, ke¤ matice A,B komutujú; b) Ak sú matice A,B,AB−BA symetrické, tak A a B
komutujú.

Príklad 3. Maticu A typu n×n nazývame úplne symetrickou (angl. completely symmetric), ak
A = aIn+b1n1

T
n pre nejaké a, b ∈ R. Nahliadnite, ºe úplne symetrická matica je symetrická a ºe

sú£et úplne symetrických matíc je úplne symetrická matica. Dokáºte, ºe sú£in úplne symetrických
matíc je úplne symetrická matica. Presved£te sa, ºe úplne symetrické matice komutujú.

Príklad 4. Dokáºte, ºe sú£in dvoch horných trojuholníkových matíc A,B ∈ Rn×n je horná
trojuholníková matica. Pomocou tohto tvrdenia dokáºte, ºe sú£in dolných trojuholníkových matíc
C,D ∈ Rn×n je dolná trojuholníková matica.

Príklad 5. Nech A ∈ Rn×n a nech k ∈ N. Ukáºte, ºe platí(
In 0n,n
A In

)k
=

(
In 0n,n
kA In

)
.

Príklad 6. Ako vieme z kurzu lineárnej algebry, matica A ∈ Rn×n sa nazýva regulárna, ak
existuje matica A−1 ∈ Rn×n, nazývaná inverzia matice A, pre ktorú platí AA−1 = A−1A = In.
Nech A ∈ Rn×n je regulárna matica a nech a ∈ Rn. Presved£te sa, ºe nasledovné matice sú
regulárne a vzájomne inverzné:(

A a
01,n 1

)
,

(
A−1 −A−1a
01,n 1

)
.

Príklad 7. H-maticou nazveme kaºdú maticu tvaru 1 aT c
0 In b
0 0 1

 ,

kde a,b ∈ Rn, c ∈ R. Dokáºte, ºe H-matice tvoria grupu, £iºe ºe sú£in dvoch H-matíc je
H-matica a ku kaºdej H-matici H existuje H-matica H−1 taká, ºe HH−1 = H−1H = In+2.
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Príklad 8 (zd¨havej²ie). Nech A ∈ Rm×n,B ∈ Rr×s,C ∈ Rn×p,D ∈ Rs×t. Priamo z de�nície
(oby£ajného) sú£inu matíc a Kroneckerovho sú£inu matíc dokáºte: (A⊗B)(C⊗D) = (AC)⊗
(BD).

Príklad 9 (zd¨havej²ie). Nech A ∈ Rm×n,B ∈ Rn×r,C ∈ Rr×s. Priamo z de�nície (oby£ajného)
sú£inu matíc, Kroneckerovho sú£inu matíc a a operátora vec dokáºte: vec(ABC) = (CT ⊗
A)vec(B).

Príklad 10 (komplexnej²ia úloha). Nech A ∈ Rn×n aj B ∈ Rn×n. Ko©ko násobení a s£ítaní
reálnych £ísiel je potrebných, aby sme vypo£ítali sú£in AB? Najprv sa nad touto otázkou zamys-
lite samostatne a potom si vyh©adajte odpove¤ pomocou k©ú£ových slov �Matrix multiplication
algorithm�. Zamyslite sa tieº nad tým, ako je moºné efektívne vypo£íta´ Ak, kde k je ve©ké £íslo.

2 St¨pcový a riadkový priestor matice, hodnos´ matice, ne-
závislos´ mnoºiny matíc

Príklad 11. Nech A ∈ Rm×n, B ∈ Rm×p, C ∈ Rr×m. Ukáºte, ºe a) ak C(A) ⊆ C(B) tak
C(CA) ⊆ C(CB); b) ak C(A) = C(B) tak C(CA) = C(CB);

Príklad 12. Nech A je ²tvorcová matica. a) Dokáºte, ºe C(Ak) ⊆ C(A) pre kaºdé prirodzené
£íslo k. b) Dokáºte, ºe ak C(A2) = C(A), potom C(Ak) = C(A) pre kaºdé prirodzené £íslo k.

Príklad 13. Nech A1, ...,Ak ∈ Rm×n. Ukáºte, ºe existujú indexy 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ k také, ºe
Ai1 , ...,Air tvoria bázu priestoru span(A1, ...,Ak).

Príklad 14. Nech

A =


0 1 0 −3 2
0 −2 0 6 2
0 2 2 5 2
0 −4 −2 1 0

 .

Nájdite (akúko©vek) bázu priestoru C(A). Akú má matica A hodnos´?

Príklad 15. Presved£te sa, ºe rank(A1...Ak) ≤ min{rank(A1), ..., rank(Ak)}. (Predpokladáme,
ºe A1, ...,Ak sú matice vhodných rozmerov.)

Príklad 16. Nech A ∈ Rm×n má hodnos´ r. Ukáºte, ºe A sa dá napísa´ ako sú£et r matíc,
ktoré majú v²etky hodnos´ 1. (Návod: Vyuºite �BT-rozklad� z predná²ky.)

Príklad 17. Presved£te sa, ºe mnoºina Un v²etkých horných trojuholníkových matíc typu n×n
a mnoºina Ln v²etkých dolných trojuholníkových matíc typu n × n sú lineárne podpriestory
priestoru Rn×n. Akú majú tieto priestory dimenziu? Charakterizujte lineárny priestor Dn =
Un ∩ Ln. Akú dimenziu má priestor Dn?

Príklad 18. Antisymetrickou nazývame kaºdú maticu A ∈ Rn×n, ktorá sp¨¬a AT = −A.
Zdôvodnite, pre£o mnoºina v²etkých antisymetrických matíc typu n×n tvorí lineárny podpriestor
priestoru Rn×n. Akú dimenziu má tento lineárny podpriestor?

Príklad 19. Nech A,B,C ∈ Rm×n sú nezávislé matice. Pre ktoré reálne £ísla k sú matice
kA + B,A + kB + C,B + kC nezávislé? (Môºete pouºi´ vzorec pre determinant matice 3× 3 a
tvrdenie, ºe homogénny systém troch lineárnych rovníc o troch neznámych má nenulové rie²enie
práve vtedy, ke¤ je determinant matice tohto systému nulový.)
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Príklad 20 (komplexnej²ia úloha). Riadkovým priestorom matice A = (a1, ..., am)T ∈ Rm×n

nazývame lineárny vektorový podpriestor priestoru Rn generovaný vektormi a1, ..., am ∈ Rn. Pre
v²etky tvrdenia z predná²ky oh©adom st¨pcového priestoru matice sformulujte analogické tvrdenie
oh©adom riadkového priestoru matrice.

3 Stopa matice, geometria priestoru matíc, ortogonálny do-
plnok, nulový priestor matice

Príklad 21. Dokáºte, ºe ak sú matice A,B,C ∈ Rn×n symetrické, tak tr(ABC) = tr(BAC).
Ukáºte, ºe rovnos´ tr(ABC) = tr(BAC) neplatí pre matice A,B,C ∈ Rn×n, ak matice A,B
nekomutujú a C = (AB−BA)T .

Príklad 22. a) Dokáºte Pytagorovu vetu pre matice, £iºe dokáºte, ºe ak A,B ∈ Rm×n sú
navzájom kolmé nenulové matice (t.j. skalárny sú£in matíc A a B je 0), tak ‖A‖2 + ‖B‖2 =
‖A + B‖2. b) Dokáºte rovnobeºníkovú vetu pre matice, £iºe dokáºte, ºe ak A,B ∈ Rm×n, tak
2‖A‖2+2‖B‖2 = ‖A+B‖2+‖A−B‖2. c) Dokáºte polariza£nú rovnos´ pre matice, £iºe dokáºte,
ºe ak A,B ∈ Rm×n, tak tr(ABT ) = 1

4
(‖A + B‖2 − ‖A−B‖2).

Príklad 23. Pomocou Cauchy-Schwarzovej nerovnosti dokáºte trojuholníkovú nerovnos´: ‖A+
B‖ ≤ ‖A‖ + ‖B‖ pre v²etky A,B ∈ Rm×n, pri£om rovnos´ platí len v prípade B = 0, alebo ak
A = cB pre nejaké c ∈ R.

Príklad 24. Dokáºte nasledovné tvrdenie: Nech A ∈ Rm×n a b ∈ Rn. Potom ‖Ab‖ ≤ ‖A‖‖b‖.
Pomôcka: ‖(a1, ..., am)Tb‖2 =

∑m
i=1(a

T
i b)2 pre akéko©vek vektory a1, ..., am,b ∈ Rn.

Príklad 25. Dokáºte kosínusovú vetu pre matice, £iºe dokáºte, ºe ak A,B ∈ Rm×n sú nenulové
matice, tak ‖A−B‖2 = ‖A‖2 + ‖B‖2 − 2‖A‖‖B‖ cos(γ), kde γ je uhol medzi A a B.

Príklad 26. Nech a,b sú nenulové n-rozmerné vektory. Nájdite uhol medzi maticami In, aaT a
uhol medzi maticami aaT ,bbT .

Príklad 27. a) Nájdite nejakú ortonormálnu bázu priestoru symetrických matíc typu 2 × 2,
ktorá obsahuje maticu (1, 0)T (1, 0). b) Nájdite nejakú ortonormálnu bázu priestoru symetrických
matíc typu 2× 2, ktorá obsahuje maticu (1/

√
2)I2.

Príklad 28. Nech A ∈ Rm×n. Ukáºte, ºe ak je B regulárna matica typu n×n (t.j. existuje matica
B−1 taká, ºe BB−1 = B−1B = In) a C je akáko©vek matica typu p×m, tak a) C(AB) = C(A);
b) C(CABBTAT ) = C(CA).

Príklad 29. Nech X ∈ Rp×m a A,B ∈ Rm×n. Ukáºte, ºe a) N(XA) ⊇ N(A); b) N(A) ⊇
N((AT ,BT )T ); c) N(A + B) ⊇ N((AT ,BT )T ).

Príklad 30 (komplexnej²ia úloha). Pre²tudujte si nasledovný £lánok na Wikipedii: https:

// en. wikipedia. org/ wiki/ Rank-nullity_ theorem

4 Inverzné, ortogonálne a permuta£né matice

Príklad 31. Nech A = aIn + b1n1
T
n , a, b ∈ R, je úplne symetrická matica (pozri príklad 3).

Ukáºte, ºe ak a 6= 0, b 6= −a/n, potom inverzia matice A je tieº úplne symetrická matica.
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Príklad 32. Dokáºte tvrdenie: Nech A ∈ Rm×m, D ∈ Rn×n sú regulárne matice a nech B ∈
Rm×n a C ∈ Rm×n sú také matice, ºe D−1 + CA−1B je tieº regulárna. Potom je aj matica
A + BDC regulárna a platí

(A + BDC)−1 = A−1 −A−1B(D−1 + CA−1B)−1CA−1. (1)

Rovnos´ (1) sa nazýva Woodburyho formula.

Príklad 33. Presved£te sa, ºe horná trojuholníková matica je regulárna práve vtedy, ke¤ sú
v²etky diagonálne prvky nenulové. Na zvolenej hornej trojuholníkovej matici typu 4× 4 so v²et-
kými diagonálnymi a nad-diagonálnymi prvkami nenulovými demon²trujte, ºe inverzia regulárnej
hornej trojuholníkovej matice je horná trojuholníková matica.

Príklad 34. Nech A ∈ Rn×n je regulárna matica, nech G ∈ Rn×n a nech p je prirodzené £islo.
Ukáºte, ºe nasledovné dva výroky sú ekvivalentné: a) Pre kaºdú maticu B ∈ Rn×p má rovnica
AX = B rie²enie X = GB; b) G = A−1.

Príklad 35. Nech

A =


1 0 0 1 1
0 1 0 1 1
0 0 1 1 1
1 1 1 3 0
1 1 1 0 3

 .

Pomocou vety o inverzii blokovej matice ukáºte, ºe A je regulárna matica a nájdite A−1.

Príklad 36. Pre kaºdé θ ∈ R de�nujme maticu

U(θ) =

(
cos(θ) sin(θ)
− sin(θ) cos(θ)

)
.

Zdôvodnite algebraicky aj geometricky tvrdenie: U(α)U(β) = U(α + β) pre kaºdé α, β ∈ R.

Príklad 37. Popí²te mnoºinu v²etkých ortogonálnych horných trojuholníkových matíc typu m×
m.

Príklad 38. Nájdite nejakú ortogonálnu maticu typu 3× 3, ktorej prvý riadok je (1
2
, 1
2
, 1√

2
).

Príklad 39. Nech P1,P2 ∈ Rm×m sú permuta£né matice a nech A ∈ Rm×m je regulárna matica.
Ukáºte, ºe potom P1AP2 je regulárna matica a platí (P1AP2)

−1 = PT
2A
−1PT

1 .

Príklad 40. Ko©ko obsahuje priestor Rm×m permuta£ných matíc? Ak je m prvo£íslo, ko©ko je
permuta£ných matíc P sp¨¬ajúcich Pm = Im? *Ko©ko obsahuje permuta£ných matíc P sp¨¬ajú-
cich P2 = Im? (Ak hviezdi£kovú úlohu neviete vyrie²i´ pre v²eobecné m, vyrie²te ju aspo¬ pre
m = 2, 3, 4.)

4



Príklady z MAP� (1-PMA-215); Radoslav Harman, FMFI UK

5 Zov²eobecnené inverzie

Príklad 41. Nech A ∈ Rm×n. Presved£te sa, ºe mnoºina v²etkých zov²eobecnených inverzií ma-
tice A je a�nná, £iºe ak α1, ..., αk sú reálne £ísla, ktorých sú£et je 1 a G1, ...,Gk sú zov²eobecnené
inverzie matice A, tak aj matica

∑k
i=1 αiGi je zov²eobecnená inverzia matice A.

Príklad 42. Nech 0 6= A ∈ Rm×n, rank(A) = r a nech B ∈ Rm×r, T ∈ Rr×n sú také matice,
ºe A = BT. Nech R ∈ Rn×r je pravá inverzia matice T. Zdôvodnite, pre£o je BTB regulárna
matica. Ukáºte, ºe R(BTB)−1RT je zov²eobecnená inverzia matice ATA.

Príklad 43. Nech A ∈ Rm×n, B ∈ Rm×p a nech existuje matica H ∈ Rn×m taká, ºe AHB = B.
Dokáºte, ºe potom AGB = B pre akúko©vek zov²eobecnenú inverziu G matice A.

Príklad 44. Nech A ∈ Rm×n, rank(A) = r a nech

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
,

kde A11 ∈ Rr×r je regulárna. Pomocou vety z predná²ky týkajúcej sa hodnosti Schurovho doplnku
dokáºte, ºe A22 = A21A

−1
11 A12. Následne dokáºte, ºe matica

G =

(
A−111 0
0 0

)
je zov²eobecnená inverzia matice A.

Príklad 45. Nájdite aspo¬ dve rôzne zov²eobecnené inverzie matice

A =


3 2 6
−1 5 −2

4 3 8
0 1 0
−2 −1 −4

 .

Príklad 46. Ukáºte, ºe kaºdá symetrická matica má aspo¬ jednu symetrickú zov²eobecnenú
inverziu. (Návod: Najprv ukáºte, ºe ak G je zov²eobecnená inverzia symetrickej matice A, tak
aj GT je zov²eobecnená inverzia matice A.)

Príklad 47. Nech A ∈ Rm×n, B ∈ Rp×n, C ∈ Rm×q, C(C) ⊆ C(A) a C(BT ) ⊆ C(AT ).
Potom matica BA−C nezávisí na vo©be zov²eobecnenej inverzie A−. Dokáºte! Pouºijúc práve
dokázané tvrdenie a tvrdenie C(XTX) = C(XT ) si v²imnite, ºe X(XTX)−XT nezávisí na výbere
zov²eobecnenej inverzie matice XTX.

Príklad 48. Nech A ∈ Rm×n a nech A− je zov²eobecnená inverzia matice A. Ukáºte, ºe potom
N(A) = C(In−A−A). Návod: V²imnite si, ºe ak Ax = 0m pre x ∈ Rn, potom x = x−A−Ax.

6 Idempotentné matice a projektory

Príklad 49. Dokáºte nasledovné tvrdenie. Nech A ∈ Rn×n. Potom N(A) = C(In −A) vtedy a
len vtedy, ke¤ A je idempotentná. Návod: Pouºite tvrdenie príkladu 48.
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Príklad 50. Nech A ∈ Rn×n je idempotentná symetrická matica. Potom In−2A je ortogonálna
matica. Dokáºte! Nájdite geometrickú interpretáciu ortogonálnej matice In − 2A pre prípad, ºe
A je projektor na lineárny priestor U ⊆ Rn (aspo¬ pre n = 2).

Príklad 51. Najprv ukáºte, ºe ak A ∈ Rm×n, B,C ∈ Rn×p a ATAB = ATAC, tak AB = AC.
(Vyuºite rovnos´ (AB − AC)T (AB − AC) = (BT − CT )(ATAB − ATAC).) Pomocou tohto
tvrdenia dokáºte, ºe ak A ∈ Rn×n je symetrická matica a A3 = A2, tak A je idempotentná.

Príklad 52. Nech A,B sú symetrické idempotentné matice, pre ktoré platí C(A) = C(B).
Potom A = B. Dokáºte!

Príklad 53. Nájdite nejakú nesymetrickú idempotentnú maticu typu 2× 2.

Príklad 54. Nájdite ortogonálny projektor na a) priamku {c1n ∈ Rn : c ∈ R}; b) rovinu
{(c, d, d)T ∈ R3 : c, d ∈ R}; c) priestor C(X), kde

X =

 1 2 3
4 5 6
7 8 9

 .

Príklad 55. Nech vektory u1, ...,un ∈ Rn tvoria ortonormálnu bázu priestoru Rn, £iºe u1, ...,un
je systém navzájom ortogonálnych vektorov normy 1. Nech k ∈ {1, 2, ..., n}. Dokáºte, ºe P =∑k

i=1 uiu
T
i je projektor na priestor C(u1, ...,uk) generovaný vektormi u1, ...,uk.

Príklad 56. Dokáºte tvrdenie: Nech X ∈ Rn×p a Y ∈ Rn×q, pri£om C(Y) ⊆ C(X). Potom
PYPX = PY.

Príklad 57. Nech P ∈ Rn×n. Dokáºte, ºe P je ortogonálny projektor na priestor U = C(P)
vtedy a len vtedy, ke¤ je P symetrická idempotentná matica.

Príklad 58. Nech x ∈ Rn. a) Nájdite predpis pre projektor Px zobrazujúci na priestor C(x)
generovaný vektorom x. b) Ukáºte, ºe {y ∈ R2 : y = Px(1, 0)T pre nejaké x ∈ R2} je kruºnica
so stredom v bode (1/2, 0)T a polomerom 1/2.

7 Determinant matice

Príklad 59. Ukáºte, ºe determinant ortogonálnej matice môºe by´ len 1 alebo −1. Nech U =
(u1,u2) ∈ R2×2. Nájdite geometrickú charakterizáciu vz´ahu vektorov u1,u2, na základe ktorej
je moºné rozhodnú´, £i |U| = 1 alebo |U| = −1.

Príklad 60. Ukáºte, ºe determinant idempotentnej matice môºe by´ len 0 alebo 1. Ukáºte, ºe
ak má idempotetná matica determinant 1, tak to nutne musí by´ jednotková matica.

Príklad 61. Z de�nície determinantu ukáºte, ºe∣∣∣∣∣∣∣∣


a11 a12 0 0
a21 a22 0 0
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44


∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣( a11 a12
a21 a22

)∣∣∣∣ ∣∣∣∣( a33 a34
a43 a44

)∣∣∣∣ .
Príklad 62. Nech T ∈ Rm×m a W ∈ Rn×n sú regulárne matice a nech U ∈ Rm×n, V ∈ Rn×m.
Pomocou vety o determinante blokovej matice ukáºte, ºe |T||W−VT−1U| = |W||T−UW−1V|.
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Príklad 63. Pouºite predchádzajúci príklad na dôkaz tvrdení: a) |A+xxT | = |A|(1 +xTA−1x)
pre akúko©vek regulárnu maticu A ∈ Rn×n a akýko©vek vektor x ∈ Rn; b) |Im+CD| = |In+DC|
pre akéko©vek matice C ∈ Rn×m,D ∈ Rm×n.

Príklad 64. Nech a, b ∈ R. Dokáºte, ºe determinant úplne symetrickej matice A = aIn+b1n1
T
n

je |A| = an−1(a + nb). (Návod: K prvému riadku matice A pripo£ítajte v²etky zvy²né riadky a
následne odpo£ítajte prvý st¨pec od v²etkých zvy²ných st¨pcov.)

Príklad 65. Nech A,B ∈ Rn×n sú regulárne matice. Dokáºte, ºe adj(AB) = adj(B)adj(A).
(Toto tvrdenie platí aj bez predpokaldu regularity, ale dôkaz je uº komplikovnej²í.)

8 Vlastné £ísla, vlastné vektory, pozitívne semide�nitné a
pozitívne de�nitné matice

Príklad 66. Nájdite (reálne) spektrum matíc(
1 −1
−1 1

)
,

(
1 0
−1 1

)
a

(
0 −1
1 0

)
.

Príklad 67. Nájdite spektrum matice

A =

 2 1 0
1 2 1
0 1 2

 .

Presved£te sa, ºe A je pozitívne de�nitná (pomocou spektra aj pomocou Syvestrovho kritéria).

Príklad 68. Nech A je symetrická matica typu n × n, nech λ1, ..., λn sú jej vlastné £ísla (so
zopakovaním pod©a ich násobnosti) a nech u1, ...,un je ortonormálny systém prislúchajúcich
vlastných vektorov. Ukáºe, ºe potom matica A+ =

∑
i;λi 6=0 λ

−1
i uiu

T
i je zov²eobecnená inverzia

matice A. Presved£te sa, ºe okrem AA+A = A platí aj A+AA+ = A+.

Príklad 69. Nech a, b ∈ R a nech A = aIn + b1n1
T
n je úplne symetrická matica. Ukáºte, ºe

potom je vlastným vektorom matice A vektor 1n a tieº akýko©vek vektor kolmý na 1n. Pre maticu
A nájdite vlastné £ísla a ich násobnosti.

Príklad 70. Ukáºte, ºe kaºdý projektor P ∈ Rn×n je pozitívne semide�nitná matica. Ukáºte, ºe
spektrum projektora neobsahuje iné £ísla ako 0 a 1. Charakterizujte vlastný priestor projektora
P zodpovedajúci vlastnému £íslu 0 (ak P 6= In) a vlastný priestor projektora P zodpovedajúci
vlastnému £íslu 1 (ak P 6= 0n×n).

Príklad 71. Dokáºte, ºe ak A = UΛUT , kde U ∈ Rn×n je ortogonálna matica a Λ =
diag(λ1, ..., λn), tak λ1, ..., λn sú vlastné £ísla matice A a st¨pce matice U sú vlastné vektory
matice A. (�Hlavná veta� z predná²ky je v istom zmysle �opa£ná� k tomuto tvrdeniu a jej dôkaz
je ove©a ´aº²í.)

Príklad 72. Nech A = UΛUT je pozitívne semide�nitná matica, kde U ∈ Rn×n je ortogonálna
matica a Λ = diag(λ1, ..., λn). Presved£te sa, ºe λi ≥ 0 pre v²etky i = 1, ..., n. De�nujme maticu
A1/2 = UΛ1/2UT , kde Λ1/2 = diag(

√
λ1, ...,

√
λn). Presved£te sa, ºe A1/2 je symetrická pozitívne

semide�nitná matica, ktorá sp¨¬a A1/2A1/2 = A. Formulujte analogické tvrdenie pre pozitívne
de�nitnú maticu A.
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