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Poznámky ku skú²ke

Kaºdý z Vás si vyberie jednu úlohu z prvej pätice a jednu úlohu z druhej pätice (pozri zada-
nia uvedené niº²ie). Jednu z daných úloh je moºné nahradi´ Va²ou vlastnou optimaliza£nou
úlohou (niekedy majú ²tudenti vlastný zaujímavý optimaliza£ný problém), pokia© Vám ju
schválim. Za rie²enie úlohy budem povaºova´ optimaliza£ný/é program/y. Pouºíva´ môºete R,
MATLAB, Python, Julia, C++, ale pokia© nepouºijete R, prineste si vlastný notebook s funk£nou
in²taláciou zvoleného prostredia. Va²e programy budete demon²trova´ po£as skú²ky. Pokia©
budete chcie´ pouºi´ môj po£íta£ na demon²trovanie programov pre R, po²lite mi ich pred
skú²kou na radoslav.harman@fmph.uniba.sk. Pouºi´ môºete akúko©vek metódu, £iºe aj takú,
ktorú sme na predná²ke nespomínali, samozrejme pokia© je vhodná a ve©mi dobre jej roz-
umiete. Môºete tieº akýmko©vek spôsobom vyuºíva´ kódy programov, ktoré sme pouºívali na
predná²ke. Úlohy rie²te samostatne. Programový kód zapisujte preh©adne, napríklad v ²týle
tidyverse. Vypracovaný program si dôkladne prekontrolujte na viacerých £o najodli²nej²ích
vstupoch. Vyuºite pochopenie problému, teoretické vedomosti a nadh©ad na overenie správ-
nosti výstupu. Ku kontrole som Vám pri kaºdej úlohe pripísal nejaké poznámky (vi¤ Test).

Organiza£né informácie ku skú²ke nájdete na stránke k predmetu: http://www.iam.fmph.
uniba.sk/ospm/Harman/teaching.htm.

Pri hodnotení programov budem zoh©ad¬ova´ nasledovné kritériá: vhodnos´ pouºitej me-
tódy, správnos´, úplnos´ a efektívnos´ rie²enia, presnos´ výsledkov (0b-25b), kvalita prezen-
tácie, presnos´ vyjadrovania v súlade so zauºívanou terminológiou, schopnos´ reagova´ na
otázky a schopnos´ modi�kova´ program pod©a poºiadaviek (0b-15b), originalita prístupu,
tvorivé nápady týkajúce sa moºností vylep²enia a roz²írenia rie²enia (0b-10b)1.

Hodnotenie: Fx[0, 40), E[40, 50), D[50, 60), C[60, 70), B[70, 80), A[80,∞).

Poznámka: Ak v zadaniach nájdete nejaké chyby (alebo iné námety na vylep²enie),
oznámte mi to prosím; prvému z Vás, ktorý ma chybu upozorní, udelím prémiové body.

1Ke¤ºe hodnotím aj originalitu vzh©adom k uº prezentovaným rie²eniam ostatných ²tudentov, môºu ma´
výhodu tí ²tudenti, ktorí sa prihlásia na skor²í termín a tieº tí ²tudenti, ktorí si zvolia pre ostatných menej
atraktívne úlohy.
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1 Turbína

Na obvod kruhovej turbíny chceme do n evidi²tantných pozícií umiestni´ lopatky so známymi
hmotnos´ami m1, . . . ,mn, a to tak, aby ich ´aºisko bolo £o najbliº²ie stredu turbíny. Napí²te
dva programy implementujúce dve principálne rôzne optimaliza£né metódy;2 vstupom kaºdého
z týchto programov bude vektor hmotností lopatiek a výstupom bude poradie, v ktorom je
vhodné tieto lopatky umiestni´. Môºete vyuºi´ to, ºe táto úloha má blízko úlohe travelling

salesman problem.

Test: Pre n = 10 a mi = i, i = 1, . . . , 10, je moºné umiestni´ lopatky do evidi²tantných
pozícií na obvode turbíny tak, ºe ich ´aºisko je v úplne presnom strede kruhu turbíny, napríklad
v poradí 6, 3, 2, 7, 10, 5, 4, 1, 8, 9. Vá² program by mal by´ schopný nachádza´ pre tento
prípad optimálne rie²enie v rozmedzí maximálne nieko©kých sekúnd.

2 Drony

RojM dronov sa nachádza vo formácii ur£enej pozíciami (xb1, y
b
1), . . . , (x

b
M , y

b
M). (Pre jednodu-

chos´ uvaºujeme len rovinnú situáciu, nie priestorovú.) Cie©om je, aby sa tento roj preskupil
do novej formácie, ktorá pozostáva z pozícií {(xf1 , y

f
1 ), . . . , (x

f
M , y

f
M)}. Kaºdý dron letí rovnako

rýchlo. Tieº predpokladáme, ºe si drony navzájom neprekáºajú, £iºe v²etky drony budú le-
tie´ k svojej ur£enej pozícii po priamke. Napí²te program, ktorého vstupom bude postupnos´
B = (xb1, y

b
1), . . . , (x

b
M , y

b
M) a mnoºina pozícií F = {(xf1 , y

f
1 ), . . . , (x

f
M , y

f
M)} poºadovanej for-

mácie a výstupom bude priradenie, ktorý z dronov má letie´ ku ktorému bodu z F . Chceme
pritom minimalizova´ Lp-normu (

∑M
i=1 t

p
i )

1/p, kde t1, . . . , tM sú £asy letov dronov do dosia-
hnutia ich ur£enej pozície v F a p ∈ [1,∞) je ¤al²í vstupný parameter.3 Táto úloha má blízko
k úlohám ozna£ovaným ako assignment problems.

Test: PreM ≤ 10 by mal Vá² program na beºnom po£íta£i nachádza´ (takmer) optimálne
rie²enia do nieko©kých sekúnd. Vyskú²ajte viacero vstupov, ale aj také, v ktorých je optimálne
rie²enie �evidentné�. Výsledky sa dajú pekne zobrazi´ (ako mnoºina ²ípok ur£ujúcich trasy
dronov z východzích pozícií do cie©ových pozícií).

3 Batoh

Do batohu s nosnos´ou M kilogramov chceme povybera´ predmety tak, aby sme maximalizo-
vali ich celkovú cenu. Vybera´ môºeme z n predmetov so známymi hmotnos´ami m1, . . . ,mn

kilogramov a známymi cenami c1, . . . , cn. Napí²te dva programy implementujúce dve princi-
pálne rôzne optimaliza£né metódy;4 vstupom kaºdého z týchto programov bude vektor hmot-

2Maximálne jeden z týchto programov môºe pouºíva´ uº hotovú optimaliza£nú procedúru, ktorú ste nepísali
Vy.

3V²imnite si, ºe ak p = 1, tak minimalizujeme celkovú preletenú trasu, £iºe cca celkovú spotrebu energie
a pre p → ∞ minimalizujeme £as, za ktorý roj nadobudne F . Iné hodnoty parametra p môºu reprezentova´
kompromis medzi �ekonomickos´ou� a �rýchlos´ou� dosiahnutia F .

4Maximálne jeden z týchto programov môºe pouºíva´ uº hotovú optimaliza£nú procedúru, ktorú ste nepísali
Vy.
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ností v²etkých predmetov, ktoré sú k dispozícii, vektor ich cien, nosnos´ batoha a výstupom
bude zoznam (podmnoºina) predmetov, ktoré je vhodné vybra´. Táto úloha sa v angli£tine
nazýva 0-1 knapsack problem. Berte na vedomie, ºe hmotnosti aj ceny môºu by´ necelé £ísla.

Test: Pre n ≤ 20 by mal Vá² program na beºnom po£íta£i nachádza´ optimálne, alebo
takmer optimálne rie²enia do nieko©kých sekúnd. Úlohy na testovanie by mali by´ rozmanité,
ale majte na pamäti, ºe ´aº²ie, a teda zaujímavej²ie prípady tejto úlohy sú také, v ktorých
sú ceny pribliºne úmerné hmotnostiam. (Pre celo£íselné vstupy môºete program otestova´ v
prostredí R napríklad pomocou funkcie knapsack z kniºnice adagio.)

4 Vrtu©níky

V dvoch zadaných bodoch (xA, yA) a (xB, yB) v rovine máme k dispozícii dva vojenské vrtu©-
níky A, resp. B. Cie©om je, aby A a B ako tandem zlikvidovali n cie©ov v bodoch so známymi
pozíciami (x1, y1), . . . , (xn, yn) a vrátili sa do východzej pozície. (Na zlikvidovanie cie©a v is-
tej pozícii sa musí vrtu©ník do tejto pozície dosta´.) Napí²te optimaliza£ný program, ktorého
vstupom budú súradnice stanoví²´ (xA, yA), (xB, yB) a pozície cie©ov (x1, y1), . . . , (xn, yn).
Výstupom programu bude zoznam cie©ov ur£ených pre vrtu©ník A (usporiadaný pod©a po-
radia likvidácie príslu²ných cie©ov vrtu©níkom A) a zoznam cie©ov ur£ených pre vrtu©ník B
(usporiadaný taktieº pod©a poradia likvidácie príslu²ných cie©ov vrtu©níkom B). Výstupný
plán pre vrtu©níky by mal by´ £o najefektívnej²í v tom zmysle, ºe celková trasa preletená
vrtu©níkmi by mala by´ minimálna moºná.

Test: Túto úlohu nemám otestovanú; ak si ju vyberiete, idete do neznámeho terénu.
Taktieº neviem o tom, ºe by toto zov²eobecnenie problému obchodného cestujúceho malo
svoj názov.5 Odhadom by ale mal by´ Vá² program schopný spo©ahlivo po£íta´ optimálne
trasy pre nieko©ko desiatok cie©ov.

5 Korelácia

Máme výberovú korela£nú maticu M náhodných premenných. Premenné, ktoré majú vy-
sokú koreláciu, povaºujeme za redundantné, preto sme sa rozhodli postupova´ nasledovne:
Z daných M premenných vybrieme len m premenných (m < M), a to tak, aby maximálna
absolútna hodnota korelácie medzi akokuko©vek dvojicou vybraných premenných bola £o naj-
men²ia. �iºe h©adáme takú m-prvkovú podmnoºinu A mnoºiny v²etkých premenných, aby
sme dosiahli minimálnu hodnotu ú£elovej funkcie

max
i,j∈A, i 6=j

|r(Xi, Xj)|,

kde r(Xi, Xj) je korela£ný koe�cient i-tej a j-tej náhodnej premennej.

5Táto úloha (ako pribliºne polovica zadaní úloh v tomto pdf-ku) je výsledkom mojej vlastnej fantázie,
druhá polovica sú známe problémy. Aj pri úlohách, ktoré som vymyslel ja, je v²ak pravdepodobné, ºe uº taký
istý, alebo podobný problém niekto niekde rie²il.
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Test programu: Funk£nos´ programu si môºete otestova´ napríklad na korela£nej matici
ve©kosti 4096 × 4096, získanej z dátového súboru olivetti_X.csv. Tieto dáta reprezentujú
hodnoty úrovní ²edej pre 400 fotogra�í tvárí ve©kosti 64×64 pixlov. Zvo©te m v rádoch desia-
tok, maximálne stoviek, vypo£ítajte (v zmysle zadania úlohy) optimálny výberm premenných
a zobrazte príslu²né indexy v rámci obrázku rozmerov 64 × 64. Zobrazené dvojice bodov by
nemali by´ príli² blízko ved©a seba, pretoºe blízke pixle zodpovedajú silne korelovaným pre-
menným.

6 �tvoruholník

Uvaºujme konvexný ²tvoruholník ABCD. Napí²te programy implementujúce dve rôzne me-
tódy,6, ktorých vstupom sú súradnice bodov A,B,C,D a výstupom sú také súradnice bodu E
vo vnútri ²tvoruholníka ABCD, aby plochy trojuholníkov ABE, BCE, CDE, DAE boli �£o
najpodobnej²ie�. Rozumné kritérium podobnosti plôch v²etkých ²tyroch trojuhoníkov zvo©te
samostatne, ur£ite v²ak tak, aby optimálne rie²enie bolo v bode E, pre ktorý sú v²etky ²tyri
plochy rovnaké, pokia© taký bod E existuje. Ak sa Vám toto zadanie bude zda´ ©ahké, môºete
sa pokúsi´ rie²i´ analogickú úlohu pre v²eobecný konvexný n-uholník. Tento problém je trochu
príbuzný skupine problémov ozna£ovaných pojmom fair division problem.

Test: Program musí nachádza´ o£ividné správne rie²enie pre jednoduché ²tvoruholníky,
napríklad pre kosod¨ºnik, a to na beºnom po£íta£i v priebehu maximálne nieko©kých sekúnd.

7 Cesty

Máme n miest v rovine, ktoré reprezentujeme bodmi so súradnicami (x1, y1), . . . , (xn, yn). Na-
pí²te program, ktorého vstupom budú tieto súradnice miest a výstupom bude mapa najkrat²ej
cestnej komunikácie, ktorá spája kaºdé mesto s kaºdým. Na výpo£et najlacnej²ej euklidov-
skej kostry (angl. minimum spanning tree) spájajúcej m ≥ n uzlových bodov môºete pouºi´
uº existujúci program napísaný pre Va²e prostredie. Napríklad pre prostredie R môºete po-
uºi´ funkciu mst z kniºnice ape. Pomôcka: Tento problém je známy pod názvom �problém
Steinerovho stromu� (angl. Steiner tree problem).

Test: Pre n = 4 a (x1, y1) = (0, 0), (x2, y2) = (0, 1), (x3, y3) = (1, 1), (x4, y4) = (1, 0) je
najkrat²ia cestná komunikácia spájajúca v²etky ²tyri body zobrazená na druhom obrázku na
stránke http://en.wikipedia.org/wiki/Steiner_tree_problem. Celková d¨ºka prepojení
je v tomto prípade 1 +

√
3. Vá² program by mal by´ schopný na beºnom po£íta£i nachádza´

toto optimálne rie²enie v rozmedzí maximálne nieko©kých sekúnd.

8 Kaviare¬

Máme obd¨ºnikovú kaviare¬ rozmerov Lx×Ly metrov, do ktorej chceme umiestni´ n okrúhlych
stolov s polomerom r. Napí²te program, ktorého vstupom bude Lx, Ly, r, n a výstupom bude

6Maximálne jeden z týchto programov môºe pouºíva´ uº hotovú optimaliza£nú procedúru, ktorú ste nepísali
Vy.
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zoznam súradníc stredov stolov, tak, aby vzdialenos´ dvoch najbliº²ích stolov bola maximálna
moºná.7 Pomôcka: Táto úloha je ve©mi príbuzná úlohe, ktorá je známa pod anglickým názvom
circle packing problem.

Test: Výsledky programu je moºné otestova´ pomocou hodnôt (a obrázkov) uvedených na
stránkach http://en.wikipedia.org/wiki/Circle_packing_in_a_square. Pre n ≤ 4 by
Vá² program mal by´ schopný na beºnom po£íta£i nachádza´ optimálne rie²enia v rozmedzí
maximálne nieko©kých sekúnd. Výborný výsledok je, ak program nájde do minúty optimálne
rozloºenie stolov pre ²tvorec a n = 8 (a dostato£ne malé r).

9 Kruºnice

Napí²te dva programy implementujúce dve principálne rôzne optimaliza£né metódy na rie²enie
nasledovného problému. Vstupom programu sú tri body v rovine (xCi , y

C
i ), i = 1, 2, 3 a tri

kladné £ísla r1, r2, r3. Výstupom sú tri body (x∗i , y
∗
i ), i = 1, 2, 3, pri£om pre kaºdé i leºí bod

(x∗i , y
∗
i ) na kruºnici8 so stredom v (xCi , y

C
i ) a polomerom ri, av²ak tak, aby sa minimalizoval

obvod trojuholníka s vrcholmi (x∗i , y
∗
i ), i = 1, 2, 3.

Test: Ide o výrazne nekonvexný problém.9 Existuje v²ak ve©a ²peciálnych situácií, kde
je rie²enie geometricky jasné. Pokúste sa vymyslie´ nieko©ko takých prípadov a otestova´, £i
ich Va²e programy nachádzajú. Ak by Vás úloha zaujala, môºete sa pokúsi´ ju zov²eobecni´
na viacej kruºníc; môºe ís´ o relatívne ´aºký mnohorozmerný benchmark pre optimaliza£né
algoritmy. Výsledok (aj priebeºné rie²enia) sa dajú pekne zakresli´ do obrázka.

10 exGauss

Napí²te dva programy10 vyuºívajúce dve principálne rôzne optimaliza£né metódy na rie²enie
nasledovného problému. Vstupom je realizácia x1, . . . , xn jednorozmerného náhodného výberu.
Výstupom je odhad metódou maximálnej vierohodnosti pre parametre µ, σ2, λ takzvaného
�exponenciálne modi�kovaného gaussovského rozdelenia�, pozri https://en.wikipedia.org/
wiki/Exponentially_modified_Gaussian_distribution.11

Test: Bolo by pekné nájs´ reálne dáta, ktoré sa dajú dobre �tova´ týmto rozdelením,
av²ak na otestovanie Va²ich procedúr je ideálna simula£ná metóda: Rozdelenie exGauss totiº
zodpovedá sú£tu normálneho a exponenciálneho rozdelenia, takºe si z tohto rozdelenia ve©mi
©ahko nagenerujete umelú sadu dát (s parametrami µ, σ2, λ, ktoré si zadáte, pri£om tieto
pramatere by mal Vá² program pribliºne lokalizova´ len z nasimulovaných dát.) Výsledok
sa dá pekne zakresli´ do obrázka, napríklad ako hustota ur£ená odhadnutými parametrami
preloºená cez histogram dát.

7Ide vlastne o e²te stále aktuálny covidový problém :)
8Pozor, nie v kruhu, ale na kruºnici.
9Zaujímavé je ale, ºe limitný prípad, £iºe h©adanie troch bodov A,B,C na priamkach a, b, c, aby bol

minimálny obvod trojuholníka ABC, je konvexná úloha.
10Maximálne jeden z týchto programov môºe pouºíva´ uº hotovú optimaliza£nú procedúru, ktorú ste nepísali

Vy.
11V²imnite si, ºe funkcia erfc sa dá po£íta´ pomocou distribu£nej funkcie rozdelenia N(0, 1).
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