Stochastické optimalizacné metody - zadania tiloh

3. decembra 2025

Poznamky ku sktuske

Kazdy z Vas si vyberie jednu tlohu z prvej pétice a jednu tlohu z druhej pétice (pozri zadania
uvedené nizsie). Jednu z tloh je mozné nahradit Vasou vlastnou optimalizacnou tlohou (niekedy
maju Studenti vlastny zaujimavy optimaliza¢ny problém), pokial Vam ju schvalim. Za rieSenie
tlohy budem povazovat optimaliza¢ny/é program/y. Pouzivat mézete R, MATLAB, Python, Julia,
C++, ale pokial nepouzijete R, prineste si vlastny notebook s funkénou instalaciou zvoleného pro-
stredia. Vase programy budete demonstrovat pocas skusky. Pokial napiSete rieSenia v R a budete
chcief pouzivat moj pocitac, poslite mi ich pred skuskou na radoslav.harman@fmph.uniba.sk. Po-
uzit mozete akikolvek optimalizacnti metédu, ¢ize aj takt, ktort sme na prednaske nespominali,
samozrejme pokial je vhodna a velmi dobre jej rozumiete. Mozete tiez akymkolvek sposobom
vyuzivat kody programov, ktoré sme pouzivali na prednaske. Zadania aj riesenia mozete pred-
iskutovat so spoluziakmi, ako aj s umelou inteligenciou, budem vsak kontrolovat, ¢i rieSeniam
detailne rozumiete. Programovy kod zapisujte prehladne, napriklad v style tidyverse. Pokial je to
v danej tlohe mozné, ilustrujte nazorne graficky vysledok vypoctu, pripadne aj priebeh vypoctu.
Vypracovany program si dokladne prekontrolujte na viacerych ¢o najodliSnejsich vstupoch. Vy-
uzite pochopenie problému, teoretické vedomosti a nadhlad na overenie spravnosti vystupu. Ku
kontrole som Vam pri kazdej ulohe pripisal nejaké poznamky (vid Test).

Organizacné informéacie ku skuske najdete na stranke k predmetu: http://www.iam.fmph.
uniba.sk/ospm/Harman/teaching.htm.

Pri hodnoteni programov budem zohladnovat nasledovné kritéria: vhodnost pouzitej metddy,
spravnost, uplnost a efektivnost rieSenia, presnost vysledkov (cca 0b-20b), kvalita prezentécie, pres-
nost vyjadrovania v sulade so zauzivanou terminolégiou, schopnost reagovat na otazky a schopnost
modifikovat program podla poziadaviek (cca 0b-20b), originalita pristupu, kritické zhodnotenie ne-
dostatkov, tvorivé ndpady tykajice sa moznosti vylepSenia a rozsirenia rieSenia (cca 0b-10b).

Orientacné hodnotenie: F,[0,20), £[20,25), D[25,30), C[30,35), B[35,40), A[40, c0).

Poznamka: Ak v zadaniach najdete nejaké chyby (alebo iné ndmety na vylepSenie), oznamte
mi to prosim; prvému z Vas, ktory ma chybu upozorni, udelim prémiové body.

'Kedze hodnotim aj originalitu vzhladom k uZ prezentovanym rieseniam ostatnych studentov, mézu mat vyhodu
ti Studenti, ktori sa prihlasia na skorsi termin a tiez ti Studenti, ktori si zvolia pre ostatnych menej atraktivne tlohy.
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1 Turbina

Na obvod kruhovej turbiny chceme do n evidistantnych pozicii umiestnit lopatky so znamymi
hmotnostami my, ..., m,, a to tak, aby ich fazisko bolo ¢o najblizsie stredu turbiny. Napiste dva
programy implementujice dve principalne rozne optimalizaéné metédy;? vstupom kazdého z tychto
programov bude vektor hmotnosti lopatiek a vystupom bude poradie, v ktorom je vhodné tieto
lopatky umiestnit. Mozete vyuzit to, ze tato loha ma blizko tlohe travelling salesman problem.

Test: Pren=10am; =4,i=1,...,10, je mozné umiestnit lopatky do evidistantnych pozicii
na obvode turbiny tak, zZe ich fazisko je v tiplne presnom strede kruhu turbiny, napriklad v poradi
6, 3,2,7,10, 5,4, 1, 8, 9. Vas program by mal byt schopny nachadzat pre tento pripad optimalne
rieSenie v rozmedzi maximalne niekolkych sekund.

2 Drony

Roj M dronov sa nachddza vo formdcii uréenej poziciami (z%,42),..., (2%, v%). (Pre jednodu-
chost uvazujeme len rovinni situdciu, nie priestorovii.) Cielom je, aby sa tento roj preskupil
do novej formécie, ktord pozostava z pozicii {(z],y]),..., (x4, yi,)}. Kazdy dron leti rovna-

kou konstantnou rychlostou. Tiez predpokladame, Ze si drony navzajom neprekazaju, c¢ize vsetky
drony budt letiet k svojej urc¢enej pozicii po priamke. Napiste program, ktorého vstupom bude
postupnost B = (2%, 4%),..., (24,,%,) inicidlnych pozicii dronov 1,..., M a mnozina pozicii
F = {(x{ ) ) . (xf\},y}\})} pozadovanej finalnej formécie a vystupom bude priradenie, ktory
z dronov m4 letiet ku ktorému bodu z F. Chceme pritom minimalizovat L,-normu (XM, t7)Y/P,
kde ty,...,ty sa Casy letov dronov do dosiahnutia ich uréenej pozicie v F' a p € [1,00) je dalsi
vstupny parameter.® Tato tiloha mé blizko k tilohdm oznac¢ovanym ako assignment problems.

Test: Pre M < 10 by mal V&S program na beznom pocitaci nachadzat (takmer) optimélne
rieSenia do niekolkych sekind. Vyskusajte viacero vstupov, ale aj také, v ktorych je optimélne
riesenie “evidentné”. Vysledky sa daji pekne zobrazit (ako mnozina sipok urcujicich trasy dronov
z vychodzich pozicii do cielovych pozicif).

3 Batoh

Do batohu s nosnostou M kilogramov chceme povyberat predmety tak, aby sme maximalizovali
ich celkova cenu. Vyberat mozeme z n predmetov so zndmymi hmotnostami my, ..., m, kilogra-
mov a znamymi cenami cq,...,c,. NapiSte dva programy implementujice dve principalne rozne
optimaliza¢né metédy;* vstupom kazdého z tychto programov bude vektor hmotnosti vietkych

2Maximaélne jeden z tychto programov méze pouzivat optimalizaéni procediru, ktord ste nepisali Vy.

3Vsimnite si, Ze ak p = 1, tak minimalizujeme celkovii preletenti trasu, éize cca celkovii spotrebu energie a pre
p — oo minimalizujeme cas, za ktory roj nadobudne konfiguraciu F'. Iné hodnoty parametra p moézu reprezentovat
kompromis medzi “ekonomickostou” a “rychlostou” dosiahnutia F'.

4Maximélne jeden z tjchto programov méze pouzivat optimalizaénii procediru, ktori ste nepisali Vy.



predmetov, ktoré st k dispozicii, vektor ich cien, nosnost batoha a vystupom bude zoznam (pod-
mnozina) predmetov, ktoré je vhodné vybrat. Tato tloha sa v angli¢tine nazyva 0-1 knapsack
problem. Berte na vedomie, Zze hmotnosti aj ceny mozu byt necelé ¢isla.

Test: Pre n < 20 by mal Vas program na beznom pocitaci nachadzat optimalne, alebo takmer
optiméalne riefenia do niekolkych sekind. Ulohy na testovanie by mali byt rozmanité, ale majte
na paméti, ze fazsie, a teda zaujimavejsie pripady tejto tlohy su také, v ktorych st ceny priblizne
tumerné hmotnostiam. (Pre celo¢iselné vstupy mozete program otestovat v prostredi R napriklad
pomocou funkcie knapsack z kniznice adagio.)

4 Vrtulniky

V dvoch zadanych bodoch (z#,44) a (2, y?) v rovine mame k dispozicii dva vojenské vrtulniky
A, resp. B. Cielom je, aby A a B ako tandem zlikvidovali n cielov v bodoch so znamymi poziciami
(x1,91), -, (0, yn) & vrétili sa do vychodzej pozicie. (Na zlikvidovanie ciela v istej pozicii sa musi
vrtulnik do tejto pozicie dostat.) NapiSte optimaliza¢ny program, ktorého vstupom budi sirad-
nice stanovist (z4,y4), (z8,y?) a pozicie cielov (21,1), ..., (Zn,Yn). V¥stupom programu bude
zoznam cielov uréenych pre vrtulnik A (usporiadany podla poradia likvidéacie prislusnych cielov
vrtulnikom A) a zoznam cielov uréenych pre vrtulnik B (usporiadany taktiez podla poradia likvi-
dacie prislusnych cielov vrtulnikom B). Vystupny plan pre vrtulniky by mal byt ¢o najefektivnejs
v zmysle minimalizacie (¥ +15)Y?, p > 0, kde I, l5 st dizky trasy pre prvy, resp. druhy vrtulnik.”

Test: Tuto tlohu nemam otestovani; ak si ju vyberiete, idete do nezndmeho terénu. Taktiez
neviem o tom, ze by toto zovseobecnenie problému obchodného cestujiceho malo svoj nazov.
Odhadom by ale mal byt Vas program schopny spolahlivo pocitat optimalne trasy pre niekolko
desiatok cielov v rozmedzi maximéalne niekolkych desiatok sekund.

5 Korelacia

Mame vyberovi korelacnii maticu M nahodnych premennych, pricom chceme zredukovat tito
mnozinu premennych bez velkej straty informéacie. Rozhodli sme sa to riesit tak, ze z danych
M premennych vybrieme len m premennych (m < M), a to tak, aby sme ku kazdej pdvodne;
premennej mali v nasom vybere nejakt vysoko korelovant premenni. CiZe hladdme takd m-
prvkovi podmnozinu A mnoziny vSetkych premennych, aby sme maximalizovali

X, X,
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kde r(X;, X;) je vyberovy korelacny koeficient i-tej a j-tej ndhodnej premenne;j.

Test programu: Funkénost programu si mozete otestovat napriklad na korelacnej matici vel-
kosti 4096 x 4096, ziskanej z datového siboru olivetti X.csv. Tieto data reprezentuji hodnoty

SInterpreticia volitelného parametra p je podobné ako to bolo pre priklad s dronmi.



urovni Sedej pre 400 fotografii tvari velkosti 64 x 64 pixlov. Zvolte m v radoch desiatok, vypo-
¢itajte (v zmysle zadania tlohy) optimélny vyber m premennych a zobrazte prislusné indexy na
obrazku rozmerov 64 x 64. Zobrazené body by nemali vytvarat prilis velké "diery", pretoze v tychto
dierach by sa zrejme nachédzali premenné, ktortit malo koreluju aj s najkorelovanejSou premennou
z najdeného vyberu.

6 Stvoruholnik

Uvazujme konvexny $tvoruholnik ABCD. Napiste programy implementujice dve rézne metddy,°
ktorych vstupom st stiradnice bodov A, B, C, D a vystupom su také suradnice bodu E vo vnutri
stvoruholnika ABC' D, aby plochy trojuholnikov ABE, BCE, CDE, DAFE boli “¢o najpodobnej-
sie”. Rozumné kritérium podobnosti ploch vsetkych styroch trojuhonikov zvolte samostatne, urcite
vsak tak, aby optiméalne riesenie bolo v bode E, pre ktory su vsSetky styri plochy rovnaké, pokial
taky bod FE existuje. Ak sa Vam toto zadanie bude zdat lahké, mo6zete sa pokusit riesit analogick
ulohu pre vseobecny konvexny n-uholnik. Tento problém je trochu pribuzny skupine problémov
oznacovanych pojmom fair division problem.

Test: Program musi nachadzat ocividné spravne riesenie pre jednoduché stvoruholniky, napri-
klad pre kosodlznik, a to na beznom pocitaci v priebehu maximalne niekolkych sekind.

7 Cesty

Méame n miest v rovine, ktoré reprezentujeme bodmi so stradnicami (x1, 1), ..., (Zn, yn). Napiste
program, ktorého vstupom budt tieto suradnice miest a vystupom bude mapa najkratsej cestnej
komunikacie, ktora spdja kazdé mesto s kazdym. Na vypocet najlacnejsej euklidovskej kostry (angl.
minimum spanning tree) spajajicej m > n uzlovych bodov moézete pouzit uz existujici program
napisany pre Vase prostredie. Napriklad pre prostredie R mozete pouzif funkciu mst z kniznice
ape. Pomocka: Tento problém je zndmy pod ndzvom “problém Steinerovho stromu” (angl. Steiner
tree problem).

Test: Pre n = 4 a (x1,51) = (0,0), (x2,y2) = (0,1), (z3,y3) = (1,1), (z4,94) = (1,0) je
najkratsia cestnd komunikacia spajajica vsetky styri body zobrazena na druhom obrazku na
stranke http://en.wikipedia.org/wiki/Steiner_tree_problem. Celkova dizka prepojeni je v
tomto pripade 1 + /3. V4§ program by mal byt schopny na beznom poéitaci nachidzat toto
optimdlne riesenie v rozmedzi maximéalne niekolkych sekind. Vo vSeobecnosti by mal program
najst kvalitné riesenie pre n < 10 v rozmedzi niekolkych desiatok sekind.

8 Kaviaren

Méame obdlznikovd kaviarefi rozmerov L, X L, metrov, do ktorej chceme umiestnit n okrihlych
stolov s polomerom r. NapiSte program, ktorého vstupom bude L., L,,r,n a vystupom bude

6Maximalne jeden z tychto programov méze pouzivat optimaliza¢nt procediiru, ktori ste nepisali Vy.

4


http://en.wikipedia.org/wiki/Steiner_tree_problem

zoznam suradnic stredov stolov, tak, aby vzdialenost dvoch najblizsich stolov bola maximéalna
mozna. Pomocka: Tato uloha je velmi pribuzna tlohe, ktora je znama pod anglickym nazvom
circle packing problem.

Test: Vysledky programu je mozné otestovat pomocou hodnoét (a obrazkov) uvedenych na
strankach http://en.wikipedia.org/wiki/Circle_packing in_a_square. Pre n < 4 by VAas
program mal byt schopny na beznom pocitaci nachadzat optimalne rieSenia v rozmedzi maximalne
niekolkych sekiund. Vyborny vysledok je, ak program najde do minaty optimalne rozlozenie stolov
pre Stvorec a n = 8 (a dostatoc¢ne malé r).

9 KruzZnice

Napiste dva programy implementujice dve principalne rozne optimalizacné metdédy na riesenie
nasledovného problému. Vstupom programu st tri body v rovine (z¢,y"), i = 1,2,3 a tri kladné
¢isla 1y, 79, 3. Vystupom st tri body (z},y}), i = 1,2,3, pricom pre kazdé i lezi bod (z},y}) na
kruznici’ so stredom v (x¢, y¢) a polomerom 7;, avsak tak, aby sa minimalizoval obvod trojuholnika
s vrcholmi (z7,yf), i =1,2,3.

Test: Ide o vyrazne nekonvexny problém.® Existuje vSak vela $pecidlnych situécii, kde je rie-
Senie geometricky jasné. Pokuste sa vymyslief niekolko takych pripadov a otestovat, ¢i ich Vase
programy nachadzaju. Ak by Vas tloha zaujala, mozete sa poktsit ju zovSeobecnit na viacej kruz-
nic; moze ist o relativne tazky mnohorozmerny benchmark pre optimaliza¢né algoritmy. Vysledok
(aj priebezné riesenia) sa daju pekne zakreslit do obrazka.

10 exGauss

Napiste dva programy’ vyuzivajice dve principalne rozne optimalizaéné met6dy na riesenie nasle-
dovného problému. Vstupom je realizacia z, ..., x, jednorozmerného nahodného vyberu. Vystu-
pom je odhad metédou maximélnej vierohodnosti pre parametre p,o? A takzvaného “exponen-
cidlne modifikovaného gaussovského rozdelenia”, pozri
https://en.wikipedia.org/wiki/Exponentially modified_Gaussian_distribution.!”

Test: Bolo by pekné néjst realne data, ktoré sa daju dobre fitovat tymto rozdelenim, avsak
na otestovanie Vasich procedur je idedlna simula¢na metdda: Rozdelenie exGauss totiz zodpoveda
suctu normalneho a exponencialneho rozdelenia, takze si z tohto rozdelenia velmi Tahko nagene-
rujete umel sadu dat (s parametrami u, 0%, \, ktoré si zaddte, pricom tieto paramatere by mal
Vas program priblizne lokalizovat len z nasimulovanych dat.) Vysledok sa da pekne zakreslit do
obrazka, napriklad ako hustota ur¢end odhadnutymi parametrami prelozend cez histogram dat.

"Pozor, nie v kruhu, ale na kruznici.

8Zaujimavé je ale, ze limitny pripad, ¢ize hladanie troch bodov A, B, C' na priamkach a, b, ¢, aby bol minimalny
obvod trojuholnika ABC, je konvexna tloha.

9Maximélne jeden z tychto programov moze pouzivat optimaliza¢nt procediiru, ktori ste nepisali Vy.

10Vsimnite si, Ze funkcia erfc sa dd poéitat pomocou distribuénej funkcie rozdelenia N (0, 1).
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