
Stochastické simula£né metódy

Radoslav Harman a Samuel Rosa, KAM�, FMFI UK

3. októbra 2019



Stochastické simula£né metódy, R. Harman, S. Rosa, KAM� FMFI UK

Obsah

1 Úvod 1

2 Generovanie realizácií z rovnomerného rozdelenia na intervale 2
2.1 Základné princípy a veta o inverznej transformácii . . . . . . . . . . . . . 2
2.2 Fyzikálne a algoritmické generátory náhodných £ísel . . . . . . . . . . . . 3
2.3 Lineárne kongruen£né generátory prvého rádu . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.4 Mersenne Twister . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.5 Testy kvality generátorov náhodných £ísel . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3 Generovanie realizácií diskrétnych náhodných premenných a vektorov 11
3.1 Metóda inverznej transformácie pre diskrétne rozdelenia . . . . . . . . . . 12
3.2 Metóda deliacich bodov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3.3 Metóda diskretizácie spojitých rozdelení . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.4 Generovanie diskrétnych náhodných vektorov . . . . . . . . . . . . . . . . 14

4 Generovanie realizácií spojitých náhodných premenných a vektorov 16
4.1 Veta o inverznej transformácii pre spojité rozdelenia . . . . . . . . . . . . 16
4.2 Zamietacia metóda pre spojité rozdelenia . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
4.3 Generovanie realizácií normálneho rozdelenia a príbuzných rozdelení . . . 18
4.4 Generovanie Beta a Gama rozdelenia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
4.5 Generovanie spojitých náhodných vektorov . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

5 Úvod do metód Monte Carlo 22
5.1 Základný princíp klasických metód Monte Carlo . . . . . . . . . . . . . . 22
5.2 Simula£ný odhad pravdepodobnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
5.3 Monte Carlo výpo£et integrálov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1 Úvod

Uvaºujme problém analýzy systému, ktorý pozostáva z mnohých náhodných prvkov.
Predstavme si napríklad situáciu na dopravnom uzle, v ktorej sa navzájom kompliko-
vaných spôsobom kombinujú okamihy príchodu vozidiel. Je ve©mi nepravdepodobné, ºe
by sme takýto systém vedeli popísa´ analyticky rie²ite©nými matematickými rovnicami,
bez toho, aby ná² model stratil podstatné prvky. Je v²ak obvykle relatívne jednoduché
simulova´ dynamiku celého systému na po£íta£i a sledovaním tejto simulácie pochopi´
ako sa systém správa.1 Pre takúto simuláciu je k©ú£ovým 1) vedie´ po£íta£om generova´
vhodný typ náhodnosti a 2) ²tatisticky spracova´ dáta, ktoré nám simulácia poskytne.
Metódy rie²enia týchto dvoch úloh sú nápl¬ou predmetu Stochastické simula£né metódy.

1Prípadne sa môºeme obmenami parametrov simulovaného systému snaºi´ dosiahnu´ poºadované
správanie; takýmito optimaliza£nými problémami sa v²ak na tomto predmete nebudem zaobera´.
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Okrem simulácie komplexných systémov sa generovanie náhodnosti a ²tatistického
spracovania simula£ných dát pouºíva napríklad v oblastiach:

• Simulovanie správania pouºívate©ov sociálnej siete alebo klientov �rmy;

• Algoritmy stochastického náhodného výberu z ve©kej mnoºiny dát;

• Monte-Carlo metódy výpo£tu integrálov a rie²enia rovníc;

• Testovanie správnosti a citlivosti matematických a ²tatistických metód;

• Generovanie náhodných prvkov v optimaliza£ných a iných algoritmoch;

• Kryptogra�cké aplikácie, po£íta£ová gra�ka, hry, ...

V tomto u£ebnom texte pouºívame jazyk R kvôli svojej jednoduchosti, v²eobecnej
dostupnosti a roz²írenosti, ako jazyk na presný a testovate©ný popis algoritmov. Na
náro£nej²ie reálne simulácie je v²ak vhodné pouºi´ ²pecializovanú kniºnicu pre R, alebo
úplne iný sofvér, napríklad Python, Matlab, alebo C++.

2 Generovanie realizácií z rovnomerného rozdelenia
na intervale

2.1 Základné princípy a veta o inverznej transformácii

Základom pre simulovanie náhodnosti na po£íta£i sú metódy generovania náhodných
£ísel, pri£om pod pojmom �náhodné £ísla� rozumieme realizácie nezávislých náhodných
premených s rovnomerným rozdelením na intervale [0, 1]. Dôvodov ústredného postave-
nia rovnomerného rozdelenia v simula£ných metódach je viacero. Po prvé, rovnomernú
náhodnos´ vieme pomerne jednoducho vyprodukova´ algoritmicky. Po druhé, máme k
dispozícii mnoºstvo silných testov kvality generátorov realizácií z rovnomerného rozdele-
nia. A po tretie, je vypracovaných ve©a postupov, ako transformova´ práve rovnomerné
náhodné £ísla na realizácie náhodných premenných s akýmko©vek zadaným rozdelením.
Nasledovná veta ukazuje, ºe v princípe sta£í pouºi´ transformáciu náhodných £ísel kvan-
tilovou funkciou cie©ového rozdelenia.2

Veta 2.1 (Veta o inverznej transformácii). Nech F : R → [0, 1] je distribu£ná funkcia
a nech G je jej kvantilová funkcia, t.j. G(u) = sup {x ∈ R : F (x) ≤ u} pre v²etky u ∈
(0, 1). Nech náhodná premenná U má rozdelenie R(0, 1). Potom náhodná premenná
G(U) má distribu£nú funkciu F .

Dôkaz. Túto vetu je moºné dokáza´ ve©mi jednoducho pre prípad, ºe F je spojitá fun-
kcia, rastúca na celom R; pozri príklad. Dokáºme v²ak túto vetu v úplnej v²eobecnosti,
t.j. tak, aby sme zahrnuli aj distribu£né funkcie diskrétnych náhodných premenných.

2Av²ak nielen rovnomerné, ale aj ©ubovo©né iné spojité rozdelenie je moºné transformova´ na aké-
ko©vek cie©ové rozdelenie. Premyslite si pre£o. (Pomôcka: Ak je X náhodná premenná so spojitým
rozdelením a rastúcou distribu£nou funkciou F , tak F (X) ∼ R(0, 1).)
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Najprv ukáºeme, ºe pre kaºdé z ∈ R a pre kaºdé u ∈ (0, 1) platí G(u) < z ⇔ u <
F (z), alebo ekvivalentne, ºe pre kaºdé z ∈ R a pre kaºdé u ∈ (0, 1) platí G(u) ≥ z ⇔
F (z) ≤ u.

Ozna£me Mu = {z ∈ R : F (z) ≤ u}. Ak F (z) ≤ u, potom z ∈ Mu a teda G(u) =
supMu ≥ z. Tým sme ukázali implikáciu �⇒�. Opa£ná implikácia plynie nasledovne:
Nech G(u) = supMu ≥ z. Z de�nície supréma dostávame, ºe pre kaºdé n ∈ N existuje
zn ∈Mu, t.j. zn sp¨¬ajúce F (zn) ≤ u, pre ktoré z − 1/n ≤ zn. Z neklesajúcosti F máme
F (z− 1/n) ≤ F (zn) ≤ u a zo spojitosti z©ava dostávame F (z) ≤ u. Tým sme ukázali aj
opa£nú implikáciu.

Teraz uº môºeme vyjadri´ distribu£nú funkciu náhodnej premennej G(U), kde U ∼
R(0, 1) v bode z ∈ R: FG(U)(z) = P [G(U) < z] = P [U < F (z)] = F (z).

Poznamenajme, ºe predchádzajúcu vetu vieme efektívne aplikova´ len vtedy, ak
máme k dispozícii rýchly algoritmus na výpo£et funk£ných hodnôt kvantilovej funkcie,
£o je skôr výnimka ako pravidlo. K metódam zaloºeným na vete o inverznej transformácii
sa e²te vrátime v £astiach 3.1 a 4.1. Navy²e, takzvaná metóda podmienených rozdelení
zaru£uje, ºe ak vieme generova´ z akýchko©vek jednorozmerných rozdelení pravdepo-
dobnosti, tak v princípe vieme generova´ realizácie náhodných vektorov s akýmko©vek
známym rozdelením.

Cie©om tejto £asti je stru£ne popísa´ generovanie náhodných £ísel a metódy ²tatis-
tického overovania ich kvality. Nebudeme sa v²ak podrobne zaobera´ najefektívnej²ími
(no sú£asne ve©mi komplikovanými) metódami na generovanie náhodných £ísel, ktoré sú
implementované v ²tandardných programovacích jazykoch a nástrojoch na simulácie a
analýzu dát. Dôleºité pre nás budú základné princípy.

2.2 Fyzikálne a algoritmické generátory náhodných £ísel

Prvou zaujímavou moºnos´ou je pouºi´ na generovanie náhodnosti fyzikálne princípy, na-
príklad zariadenia vyuºívajúce atómový rozpad, atmosferický ²um a podobne. Výhodou
fyzikálnych generátorov je to, ºe generujú �pravú� náhodnos´, aspo¬ pokia© akceptujeme
principiálnu nepredvídate©nos´ kvantovofyzikálnych javov3. Av²ak praktické nevýhody
takýchto zariadení obvykle (alebo moºno zatia©) prevaºujú nad ich výhodami a v sú-
£asnosti sú na generovanie realizácií náhodných £ísel pouºívané vä£²inou algoritmické
generátory zaloºené na deterministických rekurenciách.

Algoritmické generátory nám síce neposkytujú pravú náhodnos´4 a ich výstupom,
striktne vzaté, nemôºu by´ realizácie nezávislých náhodných premenných s rovnomer-
ným rozdelením. Av²ak deterministickú povahu realizácií kvalitných algoritmických ge-
nerátorov a ich prípadné odchýlky od rovnomernosti nie je moºné odhali´ ani pomo-
cou ve©mi prísnych ²tatistických testov. Takéto generátory potom úplne posta£ujú na
simulácie spojené s rie²ením praktických problémov. Navy²e, výhodou algoritmických

3Nebudeme sa hlb²ie zaobera´ otázkou existencie pravej náhodnosti.
4Preto sa tieto náhodné £ísla zvyknú niekedy nazýva´ termínom pseudonáhodné £ísla. Túto termi-

nológiu v²ak nebudeme pouºíva´.
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generátorov vo£i fyzikálnym generátorom je vysoká rýchlos´ produkovania realizácií na
po£íta£i pri nízkych nákladoch, existencia teoretických zdôvodnení ich kvality, stabilita
v £ase a moºnos´ reprodukova´ tie isté postupnosti5.

Ve©kú triedu algoritmických generátorov náhodných £ísel tvoria takzvané rekurentné
generátory, s ktorými sa stru£ne zoznámime.

De�nícia 2.1. Nech d,m ∈ N, Mm = {0, ...,m− 1}. V²eobecným rekurentným ge-
nerátorom rádu d nazveme zobrazenie f : Md

m → Mm. Realizáciou generátora f pre
po£iato£ný stav (x1, ..., xd) ∈ Md

m nazveme postupnos´ (xi)
∞
i=1, kde xi = f(xi−1, ..., xi−d)

pre v²etky i > d.

Ak (xi)
∞
i=1 je realizáciou (vhodného) rekurentného generátora f : Md

m → Mm, po-
tom hodnoty (xi/m)∞i=1 povaºujeme za postupnos´ náhodných £ísel. Je zrejmé, ºe takáto
postupnos´ je podmienene deterministická6; náhodným prvkom v reálnych simuláciách
v²ak býva vo©ba po£iato£ného stavu (takzvaný seed), ktorý môºeme zaloºi´ napríklad
na systémovom £ase7, ale mohli by sme na to pouºi´ povedzme aj náhodnos´ vygenero-
vanú interakciou ©udského uºívate©a s po£íta£om, alebo iné fyzikálne zdroje náhodnosti.
Samozrejme, vlastnosti rekurentného generátora závisia komplikovaným spôsobom na
£íslach d,m, na funkcii f a tieº na po£iato£nom stave. Ukazuje sa, ºe kvalitné generá-
tory môºu ma´ pomerne malý rád d, hoci pochopite©ne musia ma´ ve©kú mnoºinu stavov,
ktorá je ur£ená £íslom m. Najkritickej²ia je vo©ba funkcie f ; prevaºná vä£²ina funkcií f
zvolených bez ve©mi dôkladnej analýzy (aj ak je predpis funkcie f ve©mi komplikovaný)
vedie ku generátorom s neuspokojivými vlastnos´ami.

Uvedomíme si, ºe mnoºina stavov akéhoko©vek generátora z de�nície 2.1 je len ko-
ne£ná (má md prvkov), takºe nech by sme za£ali s akýmko©vek po£iato£ným stavom,
po dostato£ne ve©a iteráciách musíme dôjs´ do niektorého stavu v ktorom sme uº boli,
£ím sa generovaná postupnos´ �zacyklí�.

De�nícia 2.2. Nech (xi)
∞
i=1 je realizácia rekurentného generátora f z de�nície 2.1

pre po£iato£ný stav (x1, ..., xd) ∈ Md
m. Nech n je najmen²ie £íslo s vlastnos´ou xn =

xk, xn+1 = xk+1, . . . , xn+d−1 = xk+d−1 pre nejaké 0 ≤ k < n. Potom £íslo n − k nazý-
vame periódou generátora f pre po£iato£ný stav (x1, ..., xd) ∈Md

m.

Nutnou, ale nie posta£ujúcou podmienkou kvality rekurentného generátora je dosta-
to£ne dlhá perióda pre v²etky prípustné po£iato£né stavy.

5To oceníme napríklad pri odla¤ovaní simula£ných programov. Samozrejme, aj ak pracujeme s
fyzikálnym generátorom, tak môºeme reprodukova´ tie isté postupnosti, ale musíme si ich priebeºne
uklada´ do pamäte. Pri determinisitických generátoroch s sta£í pamäta´ seed ; vi¤ ¤alej.

6Tým myslím to, ºe ak je známy po£iato£ný stav, tak v²etky prvky tejto postupnosti sú nenáhodné.
7Alebo môºeme necha´ si ho vygenerova´ zo systémového £asu na to ur£eným príkazom. Ak len

priamo generujeme bez vo©by seed-u, procedúra si obvykle vygeneruje seed automaticky.
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2.3 Lineárne kongruen£né generátory prvého rádu

Spomedzi rekurentných generátorov sú najznámej²ie8 lineárne kongruen£né generátory
prvého rádu.

De�nícia 2.3. Nech a, c,m ∈ N. Lineárnym kongruen£ným generátorom prvého rádu
LCG(a, c,m) nazývame zobrazenie f : Mm → Mm de�nované f(x) = ax + c mod m.
�ísla a, c,m nazývame postupne multiplikátor, inkrement a modulus. Ak c = 0, tak tento
generátor nazývame multiplikatívny, inak ho nazývame zmie²aný.

Príklad 2.1. Generátor LCG(6, 0, 8) je zobrazenie, ktoré môºeme znázorni´ nasledovne:
3 → 2 → 4 → 0 → 0 → ..., 7 → 2 → 4 → 0 → 0 → ..., 1 → 6 → 4 → 0 → 0 → ...,
5 → 6 → 4 → 0 → 0 → .... Tento generátor teda degeneruje do nuly pre v²etky
po£iato£né stavy. Generátor LCG(7, 0, 11) môºeme zapísa´ takto: ... → 9 → 8 → 1 →
7→ 5→ 2→ 3→ 10→ 4→ 6→ 9→ 8→ ..., ...→ 0→ 0→ .... Tento generátor má
periódu 10 pre akýko©vek nenulový po£iato£ný stav. Výslednú postupnos´ môºeme síce len
´aºko pouºi´ ako základ seriózneho generátora náhodných £ísel, ale o£ividne sa jedná o
zlep²enie vo£i generátoru LCG(6, 0, 8).

V²imnime si, ºe d¨ºka periódy generátora LCG(a, c,m) je maximálne m a d¨ºka
periódy multiplikatívneho generátora LCG(a, 0,m) je maximálne m− 1 pre akýko©vek
po£iato£ný stav. Na potreby sú£asných simulácií sa uvádza minimálna akceptovate©ná
d¨ºka periódy 109, v niektorých aplikáciách v²ak neposta£uje ani 1015, pretoºe sú£asné
po£íta£e sú uº schopné generova´ z algoritmických generátorov mnoho miliónov realizácií
kaºdú sekundu.

Existuje mnoºstvo matematických tvrdení, ktoré ur£ujú d¨ºku periódy pre rôzne ge-
nerátory LCG(a, c,m) a po£iato£né stavy x1. Uvedieme len niektoré z nich; ich dôkazy
vyuºívajú komplikované techniky teórie £ísel a stoja mimo rámec tejto základnej u£eb-
nice.

Veta 2.2. Nech m ≥ 3 je prvo£íslo. Potom generátor LCG(a, 0,m) má periódu m−1 pre
kaºdý po£iato£ný stav x1 6= 0 vtedy a len vtedy, ke¤ je m takzvaný prvo£íselný modulus
pre a, £iºe ke¤ platí am−1 = 1 mod m a ak−1 6= 1 mod m pre v²etky 1 < k < m− 1.

Vo v²eobecnosti v²ak nie je jednoduché nájs´ dvojice £ísel a a m z predchádzajúcej
vety. �asto sa pouºíval napríklad m = 231−1, £o je prvo£íselný modulus9 pre a = 16807
(zodpovedajúci LCG sa niekedy nazýva �minimal standard�), a = 39373, a = 742938285
a iné multiplikátory.

Okrem prvo£íselných modulov sa z dôvodov výpo£tovej jednoduchosti pouºívali aj
moduly tvaru m = 2β, pre ktoré platí napríklad veta:

Veta 2.3. Nech β ≥ 3 je prirodzené £íslo. Generátor LCG(a, 0, 2β) má periódu 2β−2

pre po£iato£ný stav x1 vtedy a len vtedy, ke¤ platí a = ±3 mod 8 a x1 je nepárne £íslo.

8Aj ke¤ v sú£asnosti uº nie najpouºívanej²ie; aspo¬ nie v �£istej forme� a ur£ite nie na váºne
aplikácie. Ak v²ak potrebujeme ve©mi jednoduchý generátor a sta£í nám nízka kvalita, ako napríklad
pri programovaní jednoduchý hier, LCG môºe by´ akceptovate©ná vo©ba.

9231 − 1 je jedno z takzvaných Mersennových prvo£ísel; vi¤ ¤al²ia podkapitola.
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Tabu©ka 1: Konkrétne lineárne kongruen£né generátory. Poznamenávame, ºe RANDU
a ANSI-C sú ve©mi nekvalitné generátory a uvádzame ich len z historických dôvodov.
Ostatné uvedené generátory môºu by´ na nenáro£né aplikácie dostato£ne kvalitné.

Názov a c m

Goodman, Miller (1969) 16807 0 231 − 1
Marsaglia (1972) 69069 0 232

Fishman, Moore (1986) 742938285 0 231 − 1
L'Ecuyer (1988) 39373 0 231 − 1
Fishman (1990) 1099087573 0 232

RANDU 65539 0 231

ANSI-C 1103515245 12345 231

Generátor LCG(a, c, 2β) má periódu m = 2β pre kaºdý po£iato£ný stav vtedy a len vtedy,
ke¤ platí a = 1 mod 4 a c je nepárne.

Z tejto triedy majú dostato£nú kvalitu (na mierne nenáro£nej²ie simulácie) napríklad
generátory s m = 232, c = 0 a a = 69069, alebo a = 1099087573.10 Skúsenos´ ukazuje, ºe
vo v²eobecnosti zmie²ané generátory (s nenulovou hodnotou c) negenerujú kvalitnej²ie
náhodné £ísla ako multiplikatívne generátory (s nulovou hodnotou c).

2.4 Mersenne Twister

V sú£asnosti sa uº obvykle pouºívajú ove©a komplikovanej²ie rekurentné generátory neº
LCG, ktoré produkujú kvalitné náhodné £ísla s astronomicky vysokými periódami, ako
napríklad takzvané kombinované kongruen£né generátory, moderné verzie generátora
�Wichmann-Hill�, generátory �multiple-with-carry� a predov²etkým takzvaný �Mersenne
twister�.

Generátor Mersenne twister bol navrhnutý japonskými matematikmi Makoto Mat-
sumoto a Takuji Nishimura v roku 1997 a odvtedy dosiahol nesmiernu popularitu. V
sú£asnosti je zrejme najviac pouºívaným generátorom pseudonáhodných £ísel, okrem
iných pomocou neho generujú pseudonáhodné £ísla programy R aj Matlab. Názov ge-
nerátoru vyplýva z toho, ºe jeho periódou sú Mersennove prvo£ísla a ºe v rekurentnom
vz´ahu vyuºíva zakrútenie (twist) výsledku.

De�nícia 2.4. Mersennovým prvo£íslom nazývame také prvo£íslo p, ktoré sp¨¬a p =
2n − 1 pre nejaké n ∈ N.

Rekurentný predpis generátora Mersenne Twister je najjednoduch²ie matematicky
vyjadrite©ný pre bitové zápisy celých £ísel. Bitový zápis nezáporného celého £ísla je
postupnos´ núl a jednotiek vyjadrujúca toto £íslo v dvojkovej sústave, pri£om jeden
prvok postupnosti sa nazýva bit.

10Modulus 232 je vhodný na nízkoúrov¬ovú implementáciu z toho dôvodu, ºe v²etky £ísla z príslu²ného
generátora vieme reprezentova´ presne 32 bitmi.
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De�nícia 2.5. Vektorom bitov d¨ºky w je riadkový vektor x =
(
xw−1, xw−2, . . . , x0

)
sp¨¬ajúci xi ∈ {0, 1} pre kaºdé i = 0, . . . , w − 1. Potom celým £íslom de�novaným
vektorom x je £íslo

∑w−1
i=0 xi2

i.

Na po£ítanie s vektormi bitov môºeme pouºíva´ základné bitové operácie po zloºkách
(angl. bitwise operations). Výhodou takýchto operácií je ich ve©ká výpo£tová rýchlos´.

De�nícia 2.6. Nech x a y sú vektormi bitov d¨ºky w. Potom ich sú£tom (bitovým
výlu£ným alebo, bitwise XOR) rozumieme vektor z = x ⊕ y po zloºkách sp¨¬ajúci zi =
xi + yi (mod 2), bitovým alebo (bitwise OR) je vektor z = xOR y sp¨¬ajúci zi = 1 ak
xi = 1 alebo yi = 1 a zi = 0 inak a bitovým a sú£asne (bitwise AND) je sú£in po zloºkách
z = xAND y sp¨¬ajúci zi = xiyi. Bitovým posunom do©ava (bitwise shift left) vektora x o
k prvkov je vektor (x� k) =

(
xw−k−1, xw−k−2, . . . , x0, 0

T
k

)
a bitovým posunom doprava

(bitwise shift right) vektora x o k prvkov je vektor (x� k) =
(
0Tk , xw−1, xw−2, . . . , xk

)
.

Poznamenajme, ºe vynásobenie vektora x maticou A sprava je analogické k beºnému
násobeniu maticou, akurát po£ítame modulo 2, t.j. b = xA sp¨¬a bj =

∑
i xiAij (mod 2),

kde Aij sú prvky matice A.

Hlavnými parametrami algoritmu Mersenne twister sú prirodzené £íslo w - d¨ºka
vektorov, prirodzené £íslo n - stupe¬ rekurzie, prirodzené £íslo m sp¨¬ajúce 1 ≤ m ≤ n a
celé £íslo r (0 ≤ r ≤ w−1) - separujúci bod. Algoritmus generuje vektory bitov d¨ºky w a
z nich �rovnomerne náhodné� celé £ísla na intervale [0, 2w−1]. Takºe predelením kaºdého
získaného celého £ísla kon²tantou 2w dostávame rovnomerne rozdelené (pseudo)náhodné
£ísla na intervale [0, 1].

Pre dané r a vektor bitov x de�nujme jeho hornú £as´ u(x) ako horných w− r bitov,
u(x) = (xw−1, xw−2, . . . , xr). Dolnú £as´ l(x) de�nujeme ako dolných r bitov vektora x,
l(x) = (xr−1, xr−2, . . . , x0). Spojením dvoch vektorov x, y, s d¨ºkami d1 a d2 je vektor
x|y = (xd1−1, . . . , x0, yd2−1, . . . , y0).

Vektory bitov d¨ºky w vytvára generátor Mersenne twister pomocou rekurentného
predpisu

x(k+n) = x(k+m) ⊕
(
l(x(k))|u(x(k+1))

)
A, k = 0, 1, . . . , (1)

kde A je maticou zakrútenia (twist matrix )

A =

(
0w−1 Iw−1
aw−1 (aw−2, . . . , a0)

)
,

pri£om 0w−1 je w × 1 st¨pcový vektor núl, Iw−1 je matica identity a ai ∈ {0, 1} pre
i = 0, . . . , w−1. Táto rekurzia na vstupe vyºaduje prvých n vektorov x(0), x(1), . . . , x(n−1)

a z nich uº dokáºe dopo£íta´ v²etky ¤al²ie x(j). Spojenie vektorov
(
l(x(k))|u(x(k+1))

)
je vlastne nový vektor d¨ºky w, ktorý vznikol kombináciou hornej £asti k-tej iterácie
a dolnej £asti (k + 1)-vej iterácie,

(
x
(k)
w−1, . . . , x

(k)
r , x

(k+1)
r−1 , . . . , x

(k+1)
0

)
. Takýto vektor sa
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dá zapísa´ ako bitové �alebo� vektorov
(
l(x(k)), 0Tr

)
a
(
0Tw−r, u(x(k+1))

)
. V²imnime si, ºe

výraz xA sa dá zapísa´ pomocou bitových operácií. Ozna£me a := (aw−1, . . . , a0), potom

xA =

{
x� 1, x0 = 0

(x� 1)⊕ a, x0 = 1.

Nové iterácie algoritmu pomocou rekurentného vz´ahu (1) sa teda dajú získa´ z pred-
chádzajúcich iterácií pomocou bitových operácií, £o umoº¬uje ve©kú rýchlos´ algoritmu.

Kvôli zvý²eniu rovnomernosti výsledných vektorov, kaºdý vektor x(j) je e²te sprava
prenásobený maticou doladenia (tempering matrix ) T , ktorá podobne ako A sp¨¬a, ºe
xT sa dá vyjadri´ iba pomcou bitových operácií.

Vhodnou vo©bou parametrov dokáºeme získa´ postupnos´ x(j) s periódou aº 2nw−r.
�tandardná verzia algoritmu má periódu 2624·32−31 = 219937 − 1, pri£om jej jednotlivé
koe�cienty sú w = 32, n = 624, m = 397, r = 31. Táto verzia generátora Mersenne
Twister sa nazýva MT19937.

Prenásobením maticou T sa zabezpe£uje zlep²enie teoretickej vlastnosti algoritmu,
ktorá je popísaná v nasledujúcej de�nícii.

De�nícia 2.7. Pre daný vektor bitov x d¨ºky w de�nujme truncv(x) ako vektor utvorený
z prvých v bitov vektora x pre 1 ≤ v ≤ w,

truncv(x) = (xw−1, . . . , xw−v).

Potom hovoríme, ºe pseudonáhodná postupnos´ bitových vektorov x(i) s periódou P je
k-rovnomerne rozloºená vo v-bitovej presnosti ak v P zloºených vektoroch(

truncv(x
(i)), truncv(x

(i+1)), . . . , truncv(x
(i+k−1))

)
, i = 0, 1, . . . , P − 1

d¨ºky kv, sa kaºdý z 2kv−1 nenulových kombinácií bitov opakuje λ-krát pre nejaké λ ∈ N
a nulová kombinácia 0Tkv sa opakuje (λ−1)-krát. Poznamenajme, ºe sú£ty i+j v horných
indexoch x(i+j) sú po£ítané modulo P .

Vlastnos´ k-rovnomerného rozdelenia s presnos´ou v má priamo£iaru geometrickú
interpretáciu. Kaºdý vektor x(i) preve¤me na celé £íslo mi =

∑
j x

(i)
j 2i a to prede©me

2w − 1, aby sme dostali £ísla na [0, 1], de�nujme teda ui = mi/(2
w − 1). Potom z k £ísel

ui, . . . , ui+k−1 môºeme utvori´ vektor u(i) := (ui, . . . , ui+k−1)
T , ktorý sa bude nachádza´

v k-rozmernej jednotkovej kocke [0, 1]k. Od kvalitného generátora náhodných £ísel sa
o£akáva, ºe takéto vektory u(i) budú na kocke [0, 1]k rozloºené £o najrovnomernej²ie.

Ak interval [0, 1] na kaºdej osi rozdelíme na 2v £astí, tak prvých v bitov vektoru x
ur£uje, do ktorej £asti prislúchajúci bod u padne. Prvý bit x1 ur£í, do ktorej polovice
padne u; druhý bit x2 ur£í do ktorej ²tvrtiny v rámci zvolenej polovice padne u; at¤. aº
po v-ty bit, ktorý ur£uje polohu u v presnosti 1/2v. Takýmto rozdelením kaºdej osi na 2v

£astí sme �rozkrájali� kocku na 2kv men²ích kociek. Postupnos´ x(i) je k-rovnomerného
rozdelenia s presnos´ou v ak kaºdá z men²ích 2kv kociek obsahuje λ bodov u(i), aº na
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kocku za£ínajúcu v po£iatku, ktorá obsahuje λ−1 bodov. Teda £ím vy²²ie v máme, s tým
vä£²ou presnos´ou je zaru£ená istá rovnomernos´, a s vy²²ím k získavame rovnomernos´
vo viac dimenziách.

�tandardný generátor Mersenne twister MT19937 je aº 623-rovnomerne rozdelený
s presnos´ou 32 bitov a má vysoké hodnoty k-rovnomerného rozdelenia pre presnosti
v = 1, 2, . . . , 31.

2.5 Testy kvality generátorov náhodných £ísel

Kvalitu novonavrhnutého generátora náhodných £ísel je potrebné testova´ sériou overe-
ných ²tatistických testov. Najznámej²ie sady testov generátorov náhodných £ísel sú �Die-
hard� navrhnutý Georgeom Marsagliom a �TestU01� navrhnutý Pierrom L'Ecuyerom.
Testovanie kvality generátorov náhodných £ísel je ve©mi ²iroká problematika, takºe sa
opä´ sústredíme len na v²eobecné princípy.

Ve©mi v²eobecnou triedou testov ²tatistickej kvality generátora náhodných £ísel sú
chíkvadrát testy dobrej zhody. V²imnime si, ºe testy dobrej zhody vo viacrozmerných
priestoroch môºu by´ sú£asne citlivé na rovnomernos´ jednotlivých realizácií a aj na
ich nezávislos´, pretoºe náhodné premenné X1, . . . , Xm majú rozdelenie R(0, 1) a sú
nezávislé vtedy a len vtedy, ke¤ náhodný vektor X = (X1, . . . , Xm)′ má rovnomerné
rozdelenie na kocke [0, 1]m.

Veta 2.4. Nech B1, . . . , Bk je rozklad (0, 1]m na borelovské podmnoºiny s Lebesguovou
mierou p1, . . . , pk. Nech X1,X2,X3 . . . je postupnos´ nezávislých náhodných vektorov s
rovnomerným rozdelením na [0, 1]m. Pre n ∈ N a i = 1, . . . , k de�nujme náhodnú pre-
mennú N (i)

n ako po£et tých vektorov spomedzi X1,X2, . . . ,Xn, ktoré padnú do mnoºiny
Bi. Potom postupnos´ náhodných premenných (Zn)∞n=1, kde

Zn =
k∑
i=1

(N
(i)
n − npi)2

npi
,

má asymptoticky rozdelenie χ2
k−1.

Uvedomme si, ºe pri testovaní generátorov náhodných £ísel máme k dispozícii ve©mi
ve©ké rozsahy výberov (ve©mi ve©ké n), takºe limitný charakter predchádzajúceho tvr-
denia je len zanedbate©nou nevýhodou. Vhodnou vo©bou rozkladu mnoºiny (0, 1]m vo
vete 2.4 môºeme získa´ mnoºstvo ²peci�ckých testov dobrej zhody.

Príklad 2.2. Najjednoduch²í test rovnomernosti náhodných £ísel dostaneme tak, ºe vo
vete 2.4 poloºíme m = 1 a pre zvolené s ∈ N de�nujeme Bi = ((i − 1)/s, i/s], t.j.
pi = 1/s pre i = 1, ..., s. Ak x reprezentuje vstupný vektor, tak príslu²ný chíkvadrát test
vykonáme pomocou príkazu11: chisq.test(table(ceiling(s*x)), p=rep(1/s, s))

11Pre malú d¨ºku testovaného vektora v porovnaní s £íslom s sa môºe sta´, ºe niektoré intervaly
Bi zostanú prázdne a v takom prípade uvedený príkaz zlyhá (okrem toho, ºe aproximácia chíkvadrát
rozdelením môºe by´ ve©mi nepresná).
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Iné (menej £asto pouºívané) viacrozmerné testy dobrej zhody sú napríklad pokrový
trojrozmerný a pä´rozmerný test, test po£tov permutácií rôznych typov podpostupností
d¨ºky K a podobne.

Dva £asté problémy aplikácie testov dobrej zhody, jeden matematický a druhý algo-
ritmický, sú ur£enie pravdepodobností pi a vytvorenie efektívneho algoritmu na výpo£et
hodnôt N (i)

n . Napríklad jedna verzia testu �32x32 Binary Rank Test� v sade testov Die-
hard je zaloºená na nasledovnom princípe: reprezentuj £ísla z testovaného generátora
pomocou 32 bitového zápisu, z 32 takýchto £ísel vytvor binárnu maticu typu 32× 32 a
vyrátaj jej hodnos´. To opakuj n krát a ur£i, ko©ko matíc malo hodnosti 32, 31, 30 a
< 29. Ide o ve©mi ²peciálny chíkvadrát test dobrej zhody v m = 32 rozmernom priestore
s po£tom oblastí k = 4, pri£om vypo£íta´ hodnoty p1, . . . , p4 ani £ísla N

(1)
n , . . . , N

(k)
n nie

je vôbec jednoduché (£ísla p1, . . . , p4 sa dajú nájs´ tabelované).

�asto pouºívaný je aj Kolmogorovov-Smirnovov test, ktorého testovacia ²tatistika sa
zakladá na maximálnej odchýlke mezi teoretickou distribu£nou funkciou F (v prípade
rovnomerného rozdelenia samozrejme F (x) = x pre v²etky x ∈ (0, 1)) a empirickou dis-
tribu£nou funkciou F̂n skon²truovanou z náhodného výberu X1, . . . , Xn, t.j. na ²tatistike

Dn = max
x∈R
|F (x)− F̂n(x)|.

Náhodné premenné
√
nDn konvergujú pre n → ∞ pod©a distribu£nej funkcie k zná-

memu asymptotickému rozdeleniu, pomocou ktorého je moºné testova´ hypotézy. (Toto
rozdelenie je v²ak komplikované, a preto ho nebudeme uvádza´.)

Príklad 2.3. Ak x reprezentuje výstup z generátora náhodných £ísel, tak Kolmogorovov-
Smirnovov test dobrej zhody s rovnomerným rozdelením vykonáme v jazyku R pomocou
príkazu: ks.test(x, punif)

�al²ou zaujímavou moºnos´ou je pouºi´ test seriálnej korelácie zaloºený na nasle-
dovnej vete.

Veta 2.5. Nech k ∈ N. Pre kaºdé n > k nech je X1, X2, . . . , Xn náhodný výber z
R(0, 1). Nech r(k)n je výberový korela£ný koe�cient pre vektory X1 = (X1, X2, . . . , Xn−k)

′

a X2 = (Xk+1, Xk+2, . . . , Xn)′, t.j.

r(k)n =
(n− k − 1)−1

∑n−k
i=1 (Xi − X̄)(Xi+k − X̄)

(n− 1)−1
∑n

i=1(Xi − X̄)2

Potom náhodná premenná
√
nr

(k)
n má asymptoticky rozdelenie N(0, 1).

Niekedy pouºívame pojem �testy nezávislosti� pre tie testy, ktoré sú citlivé iba na
nezávislos´ náhodných premenných X1, . . . , Xn, ale nie sú citlivé na ºiadnu rastúcu
transformáciu hodnôt. Príkladom takéhoto testu sú v²etky testy zaloºené na rozdelení
permutácií, alebo aj test seriálnej korelácie. Na druhej strane pod pojmom �testy rov-
nomernosti� rozumieme testy citlivé na rovnomernos´ rozdelenia samotných náhodných
premenných, ktoré v²ak neodhalia prípadné závislosti; presnej²ie, testy v ktorých má
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testovacia ²tatistika rozdelenie invariantné na akúko©vek permutáciu vygenerovaných
hodnôt. Príkladom je Kolmogorov-Smirnov test, alebo chíkvadrát testy pre m = 1.

Náro£né súbory testov kvality generátorov náhodných £ísel (Diehard, TestU01) obsa-
hujú mnoho ¤al²ích testov. Napríklad Diehard obsahuje `Birthday spacings test�, �Par-
king lot test�, �Runs test�, �The craps test� a iné. Inou skupinou testov, silnou, ale ²pe-
ci�cky ur£enou pre generátory LCG, sú takzvané spektrálne testy. Dá sa totiº ukáza´,
ºe LCG generátory produkujú náhodné £ísla s �mrieºkovou ²truktúrou�.

Príklad 2.4. Uvaºujme nasledovný elementárny LCG v jazyku R:
LCG <- function(a, c, m, x1, n) {

x <- c(x1, rep(0, n-1))

for(i in 2:n) x[i] <- (a*x[i-1] + c)%%m

return(x) }

Pomocou tohto programu nájdite periódu niektorých jednoduchých LCG pre v²etky vstupné
stavy. Presved£te sa o �mrieºkovej ²truktúre� výsledkov pre nízke hodnoty m, ak vygene-
rované náhodné £ísla X1, X2, X3, . . . zobrazíte ako body (X1, X2), (X2, X3), . . . v rovine.
Overte kvalitu generátora �minimal standard� a tieº generátora �Mersenne twister�, ktorý
pouºíva program R, pomocou základného chíkvadrát testu dobrej zhody, Kolmogorovho-
Smirnovovho testu a pomocou testu seriálnej korelácie.

3 Generovanie realizácií diskrétnych náhodných pre-
menných a vektorov

V tejto kapitole sa sústredíme na generovanie diskrétnych náhodných premenných s dôra-
zom na v²eobecné techniky a princípy, ktoré nám umoºnia generova´ akéko©vek diskrétne
rozdelenie pod©a potreby. Menej sa budeme zaobera´ technikami vyuºívajúcimi ²peciálne
vlastnosti najbeºnej²ích diskrétnych rozdelení, ako napríklad binomického, Poissonovho,
£i negatívne binomického rozdelenia, pretoºe najefektívnej²ie generátory z týchto roz-
delení sú £asto technicky ve©mi komplikované a pritom sú obvykle implementované v
základých softwarových balíkoch.

Uvaºujme diskrétnu náhodnú premennúX, ktorá nadobúda hodnoty x1, x2, ... s prav-
depodobnos´ami p1, p2, .... Bez hlb²ích znalostí pouºívaných techník je v jazyku R moºné
vygenerova´ n nezávislých realizácií premennej X nadobúdajúcej hodnoty vektora x s
pravdepodobnos´ami de�novanými vektorom p pomocou príkazu:

sample(x=x,size=n,replace=T,prob=p).

Zhodu vygenerovaných realizácií y s poºadovaným rozdelením potom môºeme vykona´
pomocou chíkvadrát testu napríklad takto: chisq.test(x=table(y),p=p)12.

Ak chceme generova´ z diskrétneho rozdelenia s nekone£ne (samozrejme spo£íta-
te©ne) ve©kým oborom hodnôt, alebo chceme funkciu sample z dôvodov efektivity obís´,

12Tento jednoduchý príkaz funguje korektne, len ak je kaºdá moºná hodnota zastúpená aspo¬ raz.
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prípadne pouºívame iný jazyk, v ktorom nie je implementovaná analogická procedúra,
máme nieko©ko moºností. Najprv si uvedomíme, ºe generova´ realizácie náhodnej pre-
mennej X popísanej vy²²ie je prakticky totoºné s generovaním realizácií náhodnej pre-
mennej X∗ takej, ºe X = xX∗ , pri£om X∗ nadobúda hodnoty 1, 2, ... s pravdepodob-
nos´ami p1, p2, .... V ¤al²om teda môºeme bez straty na v²eobecnosti predpoklada´, ºe
xk = k pre v²etky k.

3.1 Metóda inverznej transformácie pre diskrétne rozdelenia

Prvou moºnos´ou je pouºi´ vetu o inverznej transformácii. Ozna£eme sk =
∑k

i=1 pi pre
k = 1, 2, .... Kvantilová funkcia náhodnej premennej X je

G(y) =

{
1 ak 0 < y < p1
k ak sk−1 ≤ y < sk pre k = 2, 3, ...

a ak U ∼ R(0, 1), potomG(U) má poºadované rozdelenie. Ke¤ si podrobnej²ie v²imneme
funkciu G, zistíme, ºe metóda inverznej transformácie je ekvivalentná nasledovnému
jednoduchému postupu: interval (0, 1) rozbijeme na intervaly I1 = (0, s1), I2 = [s1, s2),
I3 = [s2, s3),... . Ak realizácia u ∈ (0, 1) náhodnej premennej U ∼ R(0, 1) padne do
intervalu Ik, tak k môºeme povaºova´ za realizáciu náhodnej premennej X. Pre viacero
beºných typov rozdelení pravdepodobnosti môºeme hodnoty sk po£íta´ postupne na
základe jednoduchého predpisu pre podiel pk+1/pk. Napríklad ak X ∼ Bin(n, p), tak
pk+1 = pk

n−k
k+1

p
1−p pre k = 0, ..., n− 1, ak X ∼ Po(λ), tak pk+1 = pk

λ
k+1

pre k = 0, 1, 2, ...
a tak ¤alej.

Priamo£iare sekven£né h©adanie intervalu Ik, do ktorého padla realizácia rozdelenia
R(0, 1), môºe by´ ve©mi zd¨havé. Toto preh©adávanie môºeme zna£ne urýchli´, ak si
generovanie vhodne �predpripravíme�. V²imnime si napríklad, ºe v metóde inverznej
transformácie potrebujeme v strednej hodnote pribliºne E(X) =

∑
i ipi testov. Táto

stredná hodnota v²ak o£ividne závisí od poradia hodnôt pi a najmen²ia je, ak p1 ≥
p2 ≥ · · · . Moºné je teda vyuºi´ permutáciu, ktorá hodnoty pi usporiada od najvä£²ej po
najmen²iu.

3.2 Metóda deliacich bodov

�al²ou moºnos´ou je pouºi´ metódu ²tartovacích, tzv. �deliacich� bodov, ktorej teore-
tickým základom je nasledovná veta.

Veta 3.1 (Metóda deliacich bodov). Pre �xné d ∈ N a pre j = 1, ..., d de�nujme deliace
body Ij = min {i ∈ {1, ...,m} : si > (j − 1)/d}. Nech U ∼ R(0, 1), D = dd.Ue a nech
N = min {k ≥ ID : sk > U}. Potom P [N = i] = pi pre kaºdé i = 1, ...,m.

Formálny dôkaz metódy deliacich bodov je technicky zd¨havý, av²ak jeho my²lienka
je jednoduchá: ID ur£uje index �intervalu�, od ktorého môºeme za£a´ preh©adáva´, kam
padla náhodná premenná U (a tento index vieme na základe predpripraveného vektora
hodnôt I1, ..., Ik ur£i´ ve©mi rýchlo).

12
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V²imnime si, ºe metóda inverznej transformácie je ²peciálnym prípadom metódy
deliacich bodov (pre d = 1). Po£et deliacich bodov obvykle ve©mi ovplyv¬uje rýchlos´
generovania. Ukazuje sa, ºe nie je vhodný ani príli² malý, ani príli² ve©ký po£et delia-
cich bodov. Predchádzajúce dva postupy; t.j. deliace body a usporiadanie na urýchlenie
h©adania správneho intervalu Ik, môºeme s výhodou kombinova´.

V jazyku R je moºné zapísa´ metódu deliacich bodov nasledovne:

function(n,p,d)

# Generuje n realizacii z rozdelenia p[1],...,p[m]

# d je pocet deliacich bodov

m<-length(p); s<-rep(0,m)

s[1]<-p[1]; for(i in 2:m) s[i]<-s[i-1]+p[i]

I<-rep(0,d); for(j in 1:d) I[j]<-min((1:m)[s>(j-1)/d])

res<-rep(0,n); U<-runif(n)

for(i in 1:n){ D<-ceiling(d*U[i]); k<-I[D]

while(s[k]<=U[i]) k<-k+1; res[i]<-k }

res }

Príklad 3.1. Experimentálne analyzujme £asovú náro£nos´ kombinovanej metódy pre
binomické rozdelenie Bin(n, p) s rôznymi hodnotami d = 1, ..., 10, n = 10, 100, 1000 a
p = 0.1, 0.5, 0.9. a Poissonovo rozdelenie. Je moºné odvodi´ pribliºný vzorec pre strednú
hodnotu po£tu testov podmienky?

Principálne odli²nou a v niektorých prípadoch ve©mi efektívnou metódou na gene-
rovanie diskrétnych náhodných premenných nadobúdajúcich kone£ný po£et hodnôt je
takzvaná �alias� metóda. Tú v²ak na tejto predná²ke nebudeme prebera´.

Poznamenajme, ºe ²peciálne rozdelenia ako binomické, geometrické, Poissonovo, hy-
pergeometrické a podobne môºeme generova´ aj mnohými inými spôsobmi13, ktoré sú
ve©mi efektívne, ale sú£asne ve©mi komplikované. Na generovanie z týchto rozdelení mô-
ºeme v jazyku R pouºi´ funkcie rbinom, rgeo, rpois, rhypgeo.

3.3 Metóda diskretizácie spojitých rozdelení

Ve©mi jednoducho môºeme generova´ realizácie z diskrétnych rozdelení, ktoré dostaneme
kon²trukciou hornej (prípadne dolnej) celej £asti z vhodne zvolených jednoduchých spoji-
tých rozdelení. Najjednoduch²ie je takto moºné generova´ diskrétne náhodné premenné s
rovnomerným rozdelením na kone£nej mnoºine, t.j. realizácie takej náhodnej premennej
X s oborom hodnôt {x1, ..., xk}, pre ktorú pi = P [X = xi] = 1/k pre v²etky i = 1, ..., k.
Poznamenajme, ºe generovanie z takýchto rozdelení je základom ²tatistických metód
ozna£ovaných ako �bootstrap�.

13Napríklad: Zdôvodnite nasledovnú vetu a na základe nej napí²te generátor na Poissonove
rozdelenie: Nech U1, U2, ... sú nezávislé náhodné premenné s rozdelením R(0, 1). Nech N =
min

{
n ∈ N :

∏n
i=1 Ui < e−λ

}
. Potom N − 1 ∼ Po(λ)

13
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Veta 3.2. Nech {x1, ..., xk} je mnoºina reálnych £ísel a nech U ∼ R(0, 1). Potom xdkUe
nadobúda hodnoty x1, ..., xk, kaºdú s pravdepodobnos´ou 1/k.

Realizáciu náhodného výberu ve©kosti n z rovnomerného rozdelenia na vektore x

d¨ºky k získame v jazyku R pomocou príkazu x[ceiling(k*runif(n))]. Techniku z
vety 3.2 je moºné zov²eobecni´ na prípady, ke¤ sú pravdepodobnosti pi racionálne £ísla
pre v²etky i = 1, ..., k:

Veta 3.3. Predpokladajme, ºe pi = li/l pre i = 1, ..., k, kde li ∈ N a
∑k

i=1 li = l. Nech v
je vektor d¨ºky l, pri£om pre kaºdé m = 1, ..., k platí vim+1 = vim+2 = ... = vim+lm = xm,
kde i1 = 0 a im =

∑m−1
i=1 li pre m = 2, ..., k. Potom platí: ak U ∼ R(0, 1), tak vdlUe

nadobúda hodnoty x1, ..., xk s pravdepodobnos´ami p1, ..., pk.

Ak l je vektor prirodzených £ísel l1, ..., lk, potom generovanie n hodnôt vektora x s
váhami úmernými li realizujeme takto: rep(x,l)[ceiling(sum(l)*runif(n))].

Platnos´ predchádzajúch dvoch viet je o£ividná a netreba ich dokazova´. Uvedomíme
si, ºe v niektorých prípadoch môºe by´ pouºitie vety 3.3 neefektívne kvôli ve©kému
rozsahu vektora v.

Geometrické rozdelenie môºeme jednoducho generova´ ako diskretizáciu exponenciál-
neho rozdelenia, ktoré je moºné generova´ logaritmickou transformáciou rovnomerného
rozdelenia:

Veta 3.4. Nech p ∈ (0, 1), U ∼ R(0, 1). Potom bln(U)/ ln(1− p)c ∼ Geo(p).

Dôkaz. Jednoducho overíme, ºe − ln(U) má hustotou e−x pre x > 0, t.j. rozdelenie
Exp(1). Nech X = bln(U)/ ln(1− p)c = b− ln(U)/ ln(1/(1− p))c. Pre akéko©vek k =
0, 1, ... teda máme: P [X = k] = P [− ln(U)/ ln(1/(1 − p)) ∈ [k, k + 1)] = P [− ln(U) ∈
[ln(1/(1−p))k, ln(1/(1−p))(k+1)) = exp(− ln(1/(1−p))k)−exp(− ln(1/(1−p))(k+1)) =
(1− p)k − (1− p)k+1 = (1− p)kp.

V jazyku R máme na generovanie geometrického rozdelenia k dispozícii funkciu rgeo.
Len s pouºitím runif vygenerujeme n realizácií z geometrického rozdelenia s parametrom
p príkazom: floor(log(runif(n))/log(1-p)).

3.4 Generovanie diskrétnych náhodných vektorov

Ak chceme získa´ realizácie diskrétneho náhodného vektora X = (X1, ..., Xm)′ s nezávis-
lými zloºkami, sta£í postupne vygenerova´ realizácie jednotlivých náhodných premen-
ných X1, ..., Xm. Situácia je takto jednoduchá napríklad ak sú X1, ..., Xm nezávislé ná-
hodné premenné s rozdelením R(x1, ..., xm), £ím simulujeme náhodný výber z mnoºiny
{x1, ..., xm} s návratom. Komplikovanej²ia situácia nastáva, ak sú komponenty ná²ho
vektora závislé, napríklad v prípade simulovania náhodného výberu bez návratu.

V prípade generovania náhodného vektora so závislými komponentami je obvykle
dostato£ne efektívny nasledovný postup (takzvaná metóda podmienených rozdelení):
Najprv vygenerujeme realizáciu x1 z rozdelenia náhodnej premennej X1, potom rea-
lizáciu x2 z podmieného rozdelenia X2|X1 = x1, potom realizáciu x3 z podmieného
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rozdelenia X3|X1 = x1, X2 = x2 a tak ¤alej.Uvedomme si, ºe na pouºitie tejto techniky
potrebujme pozna´ príslu²né podmienené rozdelenia, ale aj vedie´ z týchto rozdelení
generova´ realizácie. Uvedieme tvar príslu²ných podmienených rozdelení potrebných na
generovanie multinomického rozdelenia a na generovanie náhodného výberu bez návratu.
Generovanie mnohorozmerného hypergeometrického rozdelenia a negatívne multinomic-
kého rozdelenia si vyrie²ite ako úlohu.

Veta 3.5. Nech X ∼ Mult(n, p1, . . . , pm), kde p1, ..., pm > 0. Potom X1 ∼ Bin(n, p1).
Nech ¤alej k1, ..., km ∈ {0, 1, ..., n} sú také, ºe

∑m
j=1 kj = n. Nech i ∈ {2, 3, ...,m}.

Ozna£me ni =
∑m

j=i kj a ri = pi/
∑m

j=i pj. Potom

P [Xi = ki|X1 = k1, . . . , Xi−1 = ki−1] =

(
ni
ki

)
rkii (1− ri)ni−ki ,

T.j. náhodná premenná Xi za podmienky X1 = k1, . . . , Xi−1 = ki−1 má rozdelenie
Bin(ni, ri).

Pomocou predchádzajúcej vety môºeme zostavi´ nasledovný program na generovanie
z multinomického rozdelenia14

function(n,N,p){

# Generuje n realizacii z rozdelenia Mult(N,p[1],...,p[m])

m<-length(p); res<-matrix(ncol=0,nrow=m)

for(i in 1:n){

X<-rep(0,m); X[1]<-rbinom(1,size=N,prob=p[1])

Nrem<-N-X[1]; prem<-1-p[1]

for(j in 2:m){

X[j]<-rbinom(1,size=Nrem,prob=p[j]/prem)

Nrem<-Nrem-X[j]; prem<-prem-p[j] }

res<-cbind(res,X)}

res}

V²eobecná veta nám tieº umoº¬uje generovanie náhodných permutácií:

Veta 3.6. Nech X = (X1, ..., Xm)T je náhodný vektor, ktorý má rovnomerné roz-
delenie na mnoºine

{
(k1, ..., km)T : {k1, ..., km} = {1, ...,m}

}
. Potom X1 má rozdele-

nie R(1, ...,m) a pre k = 2, ...,m má náhodná premenná Xk za podmienky X1 =
x1, ..., Xk−1 = xk−1 rovnomerné rozdelenie na mnoºine {1, ...,m} \ {x1, ..., xk−1}.

Uvedomíme si, ºe ak náhodný vektor X = (X1, ..., Xm)T má rovnomerné rozdelenie
na mnoºine v²etkých permutácií, tak subvektor (X1, ..., Xn)T , kde n < m má rovno-
merné rozdelenie na mnoºine v²etkých n-prvkových podmnoºín mnoºiny {1, ...,m}, £iºe

14Pri praktickom pouºití programu je vhodné nahradi´ p[j]/prem výrazom min(p[j]/prem,1), pre-
toºe numerické chyby niekedy spôsobujú to, ºe podiel p[j]/prem je máli£ko vä£²í ako jedna.
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reprezentuje n-prvkový výber bez návratu z mnoºiny {1, ...,m}. Poznamenajme, ºe ná-
hodný výber bez návratu je ve©mi dôleºitý napríklad pre znáhod¬ovanie pri navrhovaní
experimentov.

V jazyku R máme procedúru sample, ktorá generuje náhodný výber s vracaním aj
bez vracania a ako ²peciálny prípad aj náhodné permutácie. Ak by sme chceli napísa´
generátor náhodného výberu bez vracania len s pouºitím generátora z rovnomerného
rozdelenia, môºeme my²lienku vety 3.6 implementova´ napríklad nasledovne:

function(n,m){

r<-1:m; res<-rep(0,n); U<-runif(n)

for(i in 1:n){

k<-ceiling((m-i+1)*U[i])

res[i]<-r[k]

if(k<(m-i+1)) r[k]<-r[m-i+1] }

res }

4 Generovanie realizácií spojitých náhodných premen-
ných a vektorov

4.1 Veta o inverznej transformácii pre spojité rozdelenia

Najjednoduch²ou metódou generovania spojitých náhodných premenných so zadaným
rozdelením je pouºi´ vetu o inverznej transformácii 2.1; samozrejme, len ak vieme efek-
tívne po£íta´ hodnoty príslu²nej kvantilovej funkcie15.

Príklad 4.1 (Generovanie rozdelenia Exp(λ)). Distribu£ná funkcia rozdelenia Exp(λ)
je F (x) = 0 pre x ≤ 0 a F (x) = 1 − e−x/λ pre x > 0. Kvantilová funkcia je G(y) =
−λln(1− y) pre y ∈ (0, 1), £iºe pod©a vety 2.1 platí: Ak U ∼ R(0, 1), tak −λln(1−U) ∼
Exp(λ). Ke¤ºe aj 1− U ∼ R(0, 1), vidíme, ºe aj −λln(U) ∼ Exp(λ).

V jazyku R moºeme vygenerova´ n realizácií exponenciálneho rozdelenia s para-
metrom lambda príkazom rexp(n,rate=1/lambda). Ak by sme chceli pouºi´ len ge-
nerátor z rovnomerného rozdelenia, tak vykonáme príkaz: -lambda*log(runif(n)).
Kolmogorovov-Smirnovov test, ºe vektor y pochádza z exponenciálneho rozdelenia s
parametrom lambda, môºeme realizova´ takto: ks.test(y,pexp,rate=1/lambda).

Príklad 4.2. Nech m ∈ N. Uvaºujme distribu£nú funkciu F (x) = 0 pre x ≤ 0, F (x) =
xm pre x ∈ (0, 1) a F (x) = 1 pre x ≥ 116. Ke¤ºe kvantilová funkcia je G(y) = y1/m pre

15Poznamenajme, ºe nie je nutné vedie´ vyjadri´ kvantilovú funkciu explicitne. Sta£í skon²truova´
ve©mi rýchly itera£ný algoritmus, ktorý po£íta funk£né hodnoty kvantilovej funkcie.

16Táto distribu£ná funkcia zodpovedá rozdeleniu Be(m + 1, 1) a charakterizuje rozdelenie druhej
mocniny normy m-rozmerného náhodného vektora s rovnomerným rozdelením vo vnútri m-rozmernej
gule so stredom v po£iatku súradnicovej sústavy a polomerom 1 alebo, ekvivalentne, rozdelenie minima
m nezávislých R(0, 1) náhodných premenných.
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y ∈ (0, 1), tak pod©a vety 2.1 dostávame: Ak U ∼ R(0, 1), potom U1/m má distribu£nú
funkciu F .

Podobne je moºné generova´ napríklad Cauchyho rozdelenie17.

4.2 Zamietacia metóda pre spojité rozdelenia

V niektorých prípadoch, ke¤ kvantilovú funkciu nevieme po£íta´ rýchlym algoritmom,
môºeme s výhodou pouºi´ takzvanú zamietaciu metódu.

Veta 4.1 (Veta o zamietaní). Nech f, h : R → [0,∞) sú dve funkcie hustoty, kladné
na intervale I ⊆ R a inde nulové, pri£om c = sup {f(x)/h(x) : x ∈ I} < ∞. Nech
Y1, U1, Y2, U2, ... sú nezávislé náhodné premenné, pri£om Y1, Y2, ... majú hustotu h a
U1, U2, ... majú rozdelenie R(0, 1). Nech

N = min {n ∈ N : c.h(Yn)Un < f(Yn)} .

Potom náhodná premenná YN má hustotu f .

Dôkaz. Pre jednoduchos´ urobíme dôkaz len pre tento prípad: I = (0, 1) a h je hustota
rozdelenia R(0, 1), t.j. h(x) = 1 pre x ∈ (0, 1), h(x) = 0 pre x /∈ (0, 1).

Zvo©me ©ubovo©né z ∈ (0, 1). Zrejme platí

P [YN < z] = ∪∞k=1P [YN < z,N = k] = ∪∞k=1P [Yk < z,N = k].

Ke¤ºe pre akéko©vek k má náhodný vektor (Yk, Uk)
T dvojrozmerné rovnomerné roz-

delenie na mnoºine [0, 1] × [0, 1], je P [Yk < z, cUk < f(Yk)] rovná ploche mnoºiny
Bz = {(y, u)′ ∈ [0, 1]× [0, 1] : y < z a c.u < f(y)}, teda

P [Yk < z, cUk < f(Yk)] =
1

c

∫ z

0

f(y)dy = rz.

Preto P [Y1 < z,N = 1] = P [Y1 < z, c.U1 < f(Y1)] = rz a pre n ≥ 2 je P [Yk < z,N =
k] = P [Yk < z, c.U1 ≥ f(Y1), ..., c.Uk−1 ≥ f(Yk−1), c.Uk < f(Yk)] = P [Yk < z, c.Uk <
f(Yk)]P [c.U1 ≥ f(Y1)]...P [c.Uk−1 ≥ f(Yk−1)] = rz(1− r1)k−1. Takºe

P [YN < z] = rz

∞∑
k=1

(1− 1/c)k−1 = rzc =

∫ z

0

f(y)dy.

Z toho plynie, ºe f je hustota YN .

Naj£astej²ie pouºívaný ²peciálny prípad predchádzajúcej vety je nasledovný: f je
ohrani£ená hustota kladná len na intervale I = (a, b), kde a, b sú kone£né £ísla a h je
hustota rozdelenia R(a, b). V tomto prípade máme N = min {n ∈ N : c.Un < f(Yn)},
kde c = sup {f(x) : x ∈ I}.

Zdôraznime e²te, ºe vetu 4.1 je vhodné pouºi´, len ak vieme rýchlo generova´ realizá-
cie náhodných premenných s hustotou h a ak sa hustota h �podobá� na cie©ovú hustotu
f ; len v takom prípade je totiº nízka pravdepodobnos´ udalosti c.h(Yn)Un ≥ f(Yn).
Táto pravdepodobnos´, v angli£tine nazývaná rejection ratio, ur£uje asymptotický po-
diel �zbyto£ne� vygenerovaných dvojíc (Yn, Un).

17To je v²ak moºné aj bez výpo£tu kvantilovej funkcie.
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Príklad 4.3. Uvaºujme hustotu f(x) = (8/π)
√
x
√

1− x pre x ∈ (0, 1) a f(x) = 0
pre x /∈ (0, 1)18. Ak zvolíme h hustotu rovnomerného rozdelenia na intervale (0, 1), tak
realizáciu z rozdelenia s hustotou f dostaneme nasledovne: Budeme generova´ nezávislé
realizácie Y1, U1, Y2, U2, ... z rozdelenia R(0, 1), aº pokým nenastane prípad (4/π)Un <
f(Yn). V tomto okamihu bude Yn reprezentova´ realizáciu z rozdelenia s hustotou f .

4.3 Generovanie realizácií normálneho rozdelenia a príbuzných

rozdelení

V jazyku R je vygenerujeme n realizácií z normálneho rozdelenia so strednou hodnotou mu
a smerodajnou odchylkou sigma pomocou príkazu rnorm(n,mean=mu,sd=sigma). Ako
ukáºeme, zamietacou metódou je moºné generova´ realizácie z rozdelenia N(0, 1) len
pomocou generátora z rovnomerného rozdelenia a následne, vhodnou lineárnou trans-
formáciou, aj z rozdelenia N(µ, σ2).

Uvaºujme najprv hustotu f(x) =
√

2/π × e−x2/2 pre x > 0 a f(x) = 0 pre x ≤ 0, £o
zodpovedá hustote náhodnej premennej |X|, ak X ∼ N(0, 1), takzvanému �polnomál-
nemu� rozdeleniu. Zvolíme za h hustotu rozdelenia Exp(1), t.j. h(x) = e−x pre x > 0 a
h(x) = 0 pre x ≤ 0. Pomocou ²tandardných metód matematickej analýzy vypo£ítame,
ºe

c = sup {f(x)/h(x) : x > 0} =
√

2e/π.

Podmienka ur£ujúca index n akceptovanej realizácie je√
2e/π × e−YnUn <

√
2/π × e−Y 2

n /2,

£o je moºné ekvivalentne zapísa´ v tvare

Un < exp (−(Yn − 1)2/2)

Vygenerova´ realizáciu premennej z rozdelenia s hustotou f môºeme teda nasledovne:
generujeme nezávislé realizácie Y1, U1, Y2, U2, ..., pri£om Y1, Y2, ...majú rozdelenie Exp(1)
a U1, U2, ... majú rozdelenie R(0, 1). Akonáhle bude splnené Un < exp (−(Yn − 1)2/2),
bude Y = Yn kone£ným výsledkom.

Pomocou realizácie Y s hustotou f môºeme vygenerova´ realizáciu z rozdelenia
N(0, 1) jednoducho tak, ºe Y vynásobíme s pravdepodobnos´ou 1/2 hodnotou −1 a s
pravdepodobnos´ou 1/2 hodnotou 1 (t.j. £íslu Y dáme náhodné znamienko). Dostávame
nasledovnú vetu:

Veta 4.2. Nech V, Y1, U1, Y2, U2, ... sú nezávislé náhodné premenné, pri£om P [V =
−1] = P [V = 1] = 1/2, Yi ∼ Exp(1) a Ui ∼ R(0, 1) pre kaºdé i ∈ N. Nech

N = min
{
n ∈ N : Un < exp (−(Yn − 1)2/2)

}
.

Potom náhodná premenná V YN má rozdelenie N(0, 1).

18Ide o tzv. beta-rozdelenie s parametrami 3/2 a 3/2.
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Zamietací algoritmus generovania n realizácií normálneho rozdelenia so strednou hod-
notou mu a smerodajnou odchýlkou sigma môºeme v jazyku R zapísa´ takto:

function(n,mu=0,sigma=1){

res<-rep(0,n)

for(i in 1:n){

ok<-FALSE

while(!(ok)){

Y<-rexp(1);U<-runif(1)

if(U<exp(-(Y-1)^2/2)) ok<-TRUE}

res[i]<-Y}

rsgn<-2*floor(2*runif(n))-1

sigma*rsgn*res+mu}

Iný ve©mi roz²írený spôsob generovania realizácií z normálneho rozdelenia vyuºíva
to, ºe dvojrozmerné normalizované normálne rozdelenie N2(0, I) má polárne súradnice
(R,ψ) s ©ahko generovate©ným rozdelením: R ∼

√
Exp(1/2) a ψ ∼ R(0, 2π).

Veta 4.3 (Box-Mullerov generátor). Nech náhodný vektor (V1, V2)
T má rovnomerné

rozdelenie na jednotkovej kruºnici v rovine a nech L ∼ Exp(1/2). Potom náhodné pre-
menné X1 = V1

√
L a X2 = V2

√
L sú nezávislé, obe s rozdelením N(0, 1). �peciálne, ak

U,W sú nezávislé s rozdelením R(0, 1), tak náhodné premenné

X1 = cos(2πU)
√
−2 ln(W ), X2 = sin(2πU)

√
−2 ln(W )

sú nezávislé, obe s rozdelením N(0, 1).

Implementácia Box-Mullerovho algoritmu je ve©mi jednoduchá a nechávame ju ako
praktické cvi£enie. Uvedomme si e²te, ºe pomocou normálneho rozdelenia vieme genero-
va´ realizácie chíkvadrát rozdelenia (ale to aj pomocou gama rozdelenia; pozri nasledu-
júcu kapitolu), z ktorých následne môºeme dosta´ realizácie t-rozdelenia a F-rozdelenia.
Existujú aj efektívnej²ie (av²ak komplikované) metódy na generovanie realizácií z t a F
rozdelenia, ale nebudeme ich uvádza´.

4.4 Generovanie Beta a Gama rozdelenia

De�nícia 4.1. Nech a, b > 0. Náhodná premenná X má beta rozdelenie s parametrami
a, b, ak je X spojitá náhodná premenná s hustotou f(x) = B−1(a, b)xa−1(1 − x)b−1 pre
x ∈ (0, 1) a f(x) = 0 inak. Symbol B ozna£uje beta funkciu. Zna£íme X ∼ Be(a, b).

V²imnime si, ºe beta rozdelenie obsahuje ako ²peciálny prípad R(0, 1). Pre ²peciálne
vo©by parametrov a, b je moºné generova´ realizácie rozdelenia Be(a, b) viacerými spô-
sobmi (pozri príklad). Univerzálny návod poskytuje nasledovná veta:
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Veta 4.4. Nech a, b > 0. Nech X1, X2 sú nezávislé náhodné premenné s rozdelením
R(0, 1). Poloºme V = X

1/a
1 , W = X

1/b
2 a Y = V/(V + W ). Potom náhodná premenná

Y za podmienky V +W ≤ 1 má rozdelenie Be(a, b).

V jazyku R:

function(n,a=1,b=1){

res<-rep(0,n)

for(i in 1:n){

ok<-FALSE

while(!(ok)){

X<-runif(2)

V<-X[1]^(1/a);W<-X[2]^(1/b)

if(V+W<1) ok<-TRUE}

res[i]<-V/(V+W)}

res}

De�nícia 4.2. Nech a, b > 0. Náhodná premenná X má gama rozdelenie s parametrami
a, b, ak X spojitá náhodná premenná s hustotou f(x) = Γ−1(b)abxb−1e−ax pre x > 0 a
f(x) = 0 inak. Zna£íme X ∼ G(a, b).

Parameter a nazývame parameter ²kály a b je parameter tvaru. Trieda gama rozdelení
je ve©mi ²iroká; ako ²peciálny prípad obsahuje rozdelenie Exp(a) ≡ G(a, 1), rozdelenia
χ2
n ≡ G(1/2, n/2) a mnohé iné. Moºno tieº jednoducho ukáza´, ºe ak X ∼ G(1, b),

tak a−1X ∼ G(a, b), £o znamená, ºe sa sta£í zaobera´ generovaním rozdelenia G(1, b).
Naviac, ak X1 ∼ G(1, b1) a X2 ∼ G(1, b2) sú nezávislé náhodné premenné, tak X1+X2 ∼
G(1, b1 + b2). Ak je teda b reálne £íslo, tak G(1, b) je sú£tom bbc nezávislých náhodných
premenných s rozdelením Exp(1) a jednej náhodnej premennej s rozdelením G(1, r), kde
r = b− bbc. To je moºné vykona´ s pomocou generátora beta rozdelenia.

Veta 4.5. Nech a, b > 0, n = bbc a r = b − n. Nech Z0, Z1, . . . , Zn, Y sú nezávislé
náhodné premenné, pri£om Z0, Z1, . . . , Zn ∼ Exp(1) a Y ∼ Be(r, 1 − r) ak r > 0 alebo
Y = 0 ak r = 0. Ak n = 0, poloºme Z = 0 a ak n ≥ 1 nech Z = Z1 + . . . + Zn. Potom
platí a−1(Z + Z0Y ) ∼ G(a, b).

V jazyku R zapí²eme výsledný algoritmus nasledovne:

function(m,a=1,b=1){

n<-floor(b); r<-b-n; res<-rep(0,m)

for(i in 1:m){

Y<-0; if(r>0) Y<-rbeta(1,shape1=r,shape2=1-r)

Z<-0; if(n>0) Z<-sum(rexp(n))

res[i]<-(Z+rexp(1)*Y)/a}

res}
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4.5 Generovanie spojitých náhodných vektorov

Veta 4.6. Nech X1, ..., Xm sú nezávislé náhodné premenné s rozdelením N(0, 1). Nech
µ ∈ Rm a nech Σ je pozitívne semide�nitná matica typu m × m. Predpokladajme, ºe
Σ = CCT , kde C je matica typu m×m. Potom náhodný vektor Y = C(X1, ..., Xm)T +µ
má rozdelenie Nm(µ,Σ).

Maticu C z predo²lej vety je moºné ur£i´ viacerými metódami; obvykle sa v²ak
pouºíva dolná trojuholníková matica, ktorú je moºné z matice Σ vypo£íta´ relatívne
rýchlym algoritmom a naviac mierne zjednodu²uje aj výpo£et sú£inu C(X1, ..., Xm)T

(Rovnos´ Σ = CCT v takom prípade nazývame Choleského rozklad.) Takúto dolnú
trojuholníkovú maticu vypo£ítame napríklad pomocou nasledovného algoritmu (prvky
matice Σ ozna£íme sij a prvky matice C ozna£íme cij)

1 Prvkom matice C nad diagonálou prira¤ hodnotu 0.

2 c11 ←
√
s11 a pre i = 2 aº m vykonaj: ci1 ← si1/c11

4 c22 ←
√
s22 − c221

5 Pre i = 3 aº m vykonaj:

5.1 Pre j = 2 aº i− 1 vykonaj: cij ← (sij −
∑j−1

k=1 cikcjk)/cjj

5.2 cii ←
√
sii −

∑i−1
k=1 c

2
ik

6 Výsledok: C

�asto pouºívaný ²peciálny prípad dvojrozmerného normálneho náhodného vektora
popisuje nasledovná veta:

Veta 4.7. Nech X1, X2 ∼ N(0, 1) sú nezávislé náhodné premenné, nech µ1, µ2, σ1, σ2 ∈
R, σ1, σ2 > 0 a ρ ∈ [−1, 1]. Poloºme Y1 = σ1X1 + µ1 a Y2 = σ2(ρX1 +

√
1− ρ2X2) +

µ2. Potom náhodný vektor (Y1, Y2)
T má zdruºene normálne rozdelenie, pri£om Y1 ∼

N(µ1, σ
2
1), Y2 ∼ N(µ2, σ

2
2) a korelácia Y1 a Y2 je ρ.

Pomocou normálneho rozdelenia môºeme tieº vygenerova´ realizáciu rovnomerného
rozdelenia na m-rozmernej guli a na m-rozmernej sfére.

Veta 4.8. Nech Gm je m-rozmerná jednotková gu©a so stredom v bode 0 ∈ Rm. Nech
X1, ..., Xm, U sú nezávislé náhodné premenné, pri£om Xi ∼ N(0, 1) a U ∼ R(0, 1).
Potom Y = (

∑m
i=1X

2
i )−1/2(X1, ..., Xm)T má rovnomerné rozdelenie na hranici gule Gm

a Z = U1/mY má rovnomerné rozdelenie na guli Gm.

Existuje viacero alternatívnych, £asto efektívnej²ích spôsobov, ako generova´ ná-
hodné vektory rovnomerne na povrchu Gm(r), alebo na Gm(r), najmä pre dimenzie
m = 2, 3 (ak vynecháme triviálny prípad m = 1). Zo ²irokého spektra rôznych me-
tód spomenieme napríklad nasledovné �zamietacie� metódy pre m = 2, 3: generujme
X1, Y1, X2, Y2, ... ako nezávislé realizácie z rozdelenia R(−1, 1), aº kým prvýkrát nena-
stane prípad X2

n + Y 2
n < 1. Ozna£me X = Xn, Y = Yn. Potom platí:
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• (X, Y )T má rovnomerné rozdelenie na G2(1)

• (X2 + Y 2)−1/2(X, Y )T má rovnomerné rozdelenie na hranici G2(1)

• (X2 + Y 2)−1(X2 − Y 2, 2XY )T má rovnomerné rozdelenie na hranici G2(1)

• (2X
√

1−X2 − Y 2, 2Y
√

1−X2 − Y 2, 1−2(X2+Y 2))T má rovnomerné rozdelenie
na hranici G3(1).

Jednoducho a efektívne je moºné generova´ aj rovnomerné rozdelenie na �klasickom�
simplexe Sm ako aj na �pravdepodobnostnom� simplexe Pm, ako ukazuje nasledovná
veta.

Veta 4.9. De�nujme mnoºiny Sm =
{

(x1, ..., xm)T ∈ [0, 1]m :
∑m

i=1 xi ≤ 1
}

a Pm ={
(x1, ..., xm)T ∈ [0, 1]m :

∑m
i=1 xi = 1

}
. Predpokladajme, ºe U1, ..., Um sú nezávislé ná-

hodné premenné s rozdelením R(0, 1) a nech Y1, ..., Ym je usporiadanie týchto náhod-
ných premenných od najmen²ej po najvä£²iu. De�nujme Z1 = Y1 a Zi = Yi − Yi−1 pre
i = 2, ...,m. Potom náhodný vektor S = (Z1, ..., Zm)T má rovnomerné rozdelenie na Sm
a náhodný vektor P = (Z1, ..., Zm, 1− Ym)T má rovnomerné rozdelenie na Pm+1.

Z rovnomerného rozdelenia na m rozmernom simplexe môºeme teda vygenerova´ n

realizácií nasledovne:

function(n,m){

# Funkcia generuje n realizacii na simplexe S_m

res<-matrix(ncol=0,nrow=m)

for(i in 1:n){

Y<-sort(runif(m)); Z<-c(Y[1],Y[2:m]-Y[1:(m-1)])

res<-cbind(res,Z)}

res}

5 Úvod do metód Monte Carlo

5.1 Základný princíp klasických metód Monte Carlo

Predpokladajme, ºe nás zaujíma nejaká £íselná hodnota, ozna£me si ju z, ktorú nie je
moºné jednoducho vypo£íta´ analytickými prostriedkami; môºe to by´ napríklad dôle-
ºitá £íselná charakteristika komplikovaného systému hromadnej obsluhy, pravdepodob-
nos´ �zruinovania� podmienená zloºitým procesom s náhodnými vplyvmi, ale aj hodnota
ur£itého mnohorozmerného integrálu a podobne. Monte Carlo metódy predstavujú zau-
jímavú moºnos´, ako túto £íselnú hodnotu odhadnú´ pomocou stochastických simulácií.

Základom klasických metód Monte Carlo odhadovania hodnoty z je kon²trukcia ge-
nerátora náhodného výberu Z1, Z2, ..., Zn, pre ktorý E(Zi) = z a D(Zi) = σ2 < ∞.
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V takomto prípade totiº pre aritmetický priemer Z̄n = 1
n

∑n
i=1 Zi platí E(Z̄n) = z a

D(Z̄n) = σ2/n, £iºe Z̄n je nevychýleným a konzistentným odhadom h©adanej hodnoty
z. Navy²e, pre z vieme skon²truova´ pribliºné intervaly spo©ahlivosti - pod©a centrálnej
limitnej vety má pre ve©ké n náhodná premenná Z̄n pribliºne rozdelenie N(z, σ2/n) a
na základe zákona ve©kých £ísel môºeme hodnotu σ2 odhadnú´ pomocou výberového
rozptylu S2

n = 1
n

∑n
i=1(Zi − Z̄n)2 = 1

n

∑n
i=1 Z

2
i − (Z̄n)2, teda

P

[
z ∈

(
Z̄n − u1−α/2

Sn√
n
, Z̄n + u1−α/2

Sn√
n

)]
≈ 1− α, (2)

kde u1−α/2 je 100(1 − α/2)-percentný kvantil rozdelenia N(0, 1) a α ∈ (0, 1) je zvolená
pravdepodobnos´ ur£ujúca poºadovanú spo©ahlivos´19.

V²imnime si, ºe d¨ºka daného intervalu spo©ahlivosti klesá úmerne hodnote
√
n, £iºe

zvy²ovanie po£tu realizácií nám priná²a relatívne malý nárast presnosti odhadu, preto by
sme mali klás´ dôraz na to, aby bola £o najmen²ia disperzia σ2 náhodných premenných
Zi, ktorých realizácie generujeme20.

Poznámka o sekven£nom výpo£te priemeru a výberového rozptylu. Niekedy
pri Monte Carlo výpo£toch postupujeme tak, ºe si nepredpí²eme vopred po£et n simu-
la£ných behov, no vykonávame simula£né behy, pokým nie je splnené 2u1−α/2

Sn√
n
< ∆,

kde ∆ je vopred stanovené £íslo, £iºe pokým d¨ºka intervalu spo©ahlivosti (2) nie je
men²ia ako ∆21. Výpo£et priemeru Z̄n a výberovej smerodajnej odchýlky Sn po kaºdom
novom simula£nom behu na základe vzorcov Z̄n = 1

n

∑n
i=1 Zi a S

2
n = 1

n

∑n
i=1(Zi − Z̄n)2

je ale zna£ne neefektívny. Vhodnej²ie je priebeºne si udrºiava´ hodnotu L sú£tu v²et-
kých dosia© vygenerovaných hodnôt Z1, ..., Zn a hodnotu Q sú£tu druhých mocnín do-
sia© vygenerovaných hodnôt Z1, ..., Zn. To znamená ºe pred za£atím simulácií poloºíme
L = Q = 0 a po n-tom simula£nom behu vykonáme priradenie L = L+Zn, Q = Q+Z2

n.
Zrejme potom Z̄n = 1

n
L a S2

n = 1
n
Q− ( 1

n
L)2.

5.2 Simula£ný odhad pravdepodobnosti

Dôleºitým ²peciálnym prípadom aplikácie metód Monte Carlo je odhad pravdepodob-
nosti z ∈ (0, 1) nejakej udalosti týkajúcej sa analyzovaného systému so stochastickými
prvkami. V tomto prípade obvykle vieme priamo£iaro skon²truova´ simula£ný generátor
postupnosti nezávislých náhodných premenných Z1, ..., Zn, pri£om Zi nadobudne 1, ak
sledovaná udalos´ v i-tom simula£nom behu nastane a 0, ak táto udalos´ nenastane, £iºe
náhodné premenné Z1, ..., Zn majú alternatívne rozdelenie Alt(z). Ke¤ºe platí Z2

i = Zi

19Obvykle sa volí α = 0,05 a v takom prípade u1−α/2 ≈ 1,96.
20Pochopite©ne, ide aj o to, ako rýchlo dokáºeme generova´ realizácie náhodných premenných Zi. V

zásade platí, ºe prechod ku generátoru s k-krát niº²ou disperziou sa oplatí, pokia© £as na vygenerovanie
jednej realizácie narastie menej ako k-krát.

21Toto vná²a do výsledného intervalu spo©ahlivosti ¤al²iu nepresnos´, ktorá ale môºe by´ pri ve©kom
po£te simula£ných behov a spojitom, unimodálnom, nie ve©mi ²ikmom rozdelení náhodných premenných
Zi zanedbate©ná.
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pre v²etky, i = 1, ..., n, výberová disperzia je rovná S2
n = Z̄n − (Z̄n)2 a (2) nadobúda

tvar

P

[
z ∈

(
Z̄n − u1−α/2

√
Z̄n − (Z̄n)2

n
, Z̄n + u1−α/2

√
Z̄n − (Z̄n)2

n

)]
≈ 1− α. (3)

Tento interval spo©ahlivosti bude ve©mi presný pre vysoký po£et n simula£ných behov a
�neextremálnu� hodnotu pravdepodobnosti z. V metódach Monte Carlo obvykle nie je
problém s tým, ºe by sme mali malý rozsah n; beºné sú hodnoty n v miliónoch. Napriek
tomu, ak je hodnota z napríklad ve©mi blízko nuly alebo jednotky, tak sa môºe sta´, ºe
uvedený interval spo©ahlivosti bude ma´ ©avý koniec záporný, alebo pravý koniec vä£²í
ako 122. Takýmto patológiám sa môºeme vyhnú´, ke¤ si uvedomíme, ºe nZ̄n má rozde-
lenie Bin(n, z), £iºe môºme pouºi´ ²peciálne intervaly spo©ahlivosti pre parameter �p�
(my zna£íme tento parameter z) binomického rozdelenia. Jednou z moºností je takzvaný
Clopperov-Pearsonov �exaktný� 100(1− α)-percentný interval spo©ahlivosti

P

[(
1 +

n+ 1−X
XF1

)−1
≤ z ≤

(
1 +

n−X
(1 +X)F2

)−1]
≈ 1− α, (4)

kde X = nZ̄n je realizácia príslu²ného binomického rozdelenia, F1 je 100(α/2)-percentný
kvantil F-rozdelenia so stup¬ami vo©nosti 2X a 2(n − X + 1) a F2 je 100(1 − α/2)
percentný kvantil F-rozdelenia so stup¬ami vo©nosti 2(X + 1) a 2(n−X).

22Pre odhadovanie pravdepodobností extremálnych udalostí existujú ²peciálne metódy, ktoré sú £asto
omnoho efektívnej²ie ako priamo£iary prístup uvedený v tomto texte. Pre takéto situácie sa niekedy
dajú skon²truova´ náhodné premenné Zi, pre ktoré E(Zi) = z, av²ak Zi nie sú nula-jednotkové a ich
disperzia je men²ia ako z(1− z). Takýmito metódami sa v tomto texte nebudeme zaobera´.
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5.3 Monte Carlo výpo£et integrálov

Klasickým vyuºitím metód Monte Carlo je výpo£et (presnej²ie odhad) hodnoty integrálu

z =

∫
A

h(x)dx.

Pre jednoduchos´ budeme predpoklada´, ºe A ⊆ Rm je borelovská mnoºina Lebesguovej
miery (d¨ºky, plochy, objemu) λ ∈ (0,∞) a h : Rm → [0,M ] je spojitá funkcia M ∈
(0,∞). Taktieº budeme predpoklada´, ºe z > 0.

V súlade s princípmi opísanými v £asti 5.1 skon²truujeme generátor realizácie po-
stupnosti nezávislých, rovnako rozdelených náhodných premenných Z1, ..., Zn, takých,
ºe E(Zi) = z a D(Zi) = σ2 < ∞, pre i = 1, ..., n, na odhad hodnoty z pouºijeme
aritmetický priemer Z̄n vygenerovaných hodnôt a na interval spo©ahlivosti pre z po-
uºijeme predpis (2). Pochopite©ne, sta£í ur£i´, ako skon²truujeme realizáciu náhodnej
premennej Z s vlastnos´ami E(Z) = z a D(Z) = σ2 < ∞ v jednom simula£nom behu.
Nezávislým opakovaním n takýchto simula£ných behov dostaneme realizáciu poºado-
vanej postupnosti Z1, ..., Zn. Existuje viacero prístupov ku kon²truovaniu generátora
náhodnej premennej Z s poºadovanou strednou hodnotou a kone£nou disperziou.

Najjednoduch²ou metódou je �zamietacia� metóda (angl. rejection method), v ktorej
vygenerujeme náhodnú premennú Z nasledovne: Nech U má rovnomerné rozdelenie na A
a nech V má rovnomerné rozdelenie na [0,M ]. V prípade V < h(U) poloºíme Z = λM a
v opa£nom prípade poloºíme Z = 0. Náhodný vektor (UT , V )T má o£ividne rovnomerné
rozdelenie na mnoºine A × [0,M ], ktorá má mieru λM . Navy²e, udalos´ [Z = λM ]
nastane práve vtedy, ke¤ náhodný vektor (UT , V )T padne pod graf funkcie h, takºe

P [Z = λM ] = (λM)−1
∫
A

h(x)dx = (λM)−1z,

E[Z] = (λM)P [Z = λM ] = z,

D[Z] = (λM)2P [Z = λM ]− z2 = λMz − z2 <∞. (5)

Pouºívanej²ou neº zamietacia metóda je takzvaná �oby£ajná� metóda (angl. crude
Monte-Carlo method), ktorá kladie Z = λh(U), kde U je, rovnako ako pri zamietacej
metóde, náhodný vektor s rovnomerným rozdelením na mnoºine A. Ke¤ºe hustota fU
náhodného vektora U je kon²tantne 1/λ na mnoºine A, dostávame

E(Z) = E(λh(U)) =

∫
A

λh(x)fU(x)dx = z,

D(Z) = λ

∫
A

h2(x)dx− z2 ≤ λMz − z2 <∞. (6)

Z (5) a (6) vidíme, ºe disperzia pre zamietaciu metódou nie je nikdy lep²ia ako pre
oby£ajnú metódou, hoci v niektorých situáciách môºe by´ numerický výpo£et realizá-
cie náhodnej premennej Z jednoduch²í zamietacou metódou. Problémom je, ºe aj pre
oby£ajú metódu je D(Z) £asto vysoké £íslo, £o zniºuje celkovú presnos´ Monte Carlo
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odhadu. Ako vieme, zvý²enie po£tu n simula£ných behov zvy²uje presnos´ odhadu len
pomaly, preto je £asto najvýhodnej²ie snaºi´ sa o zmen²enie D(Z).

Zov²eobecnením oby£ajnej metódy je takzvaná metóda váhového výberu (angl. im-
portance sampling), ktorá £asto umoº¬uje skon²truova´ generátor náhodnej premennej
s poºadovanou strednou hodnotu, ale men²ou disperziou ako oby£ajná metóda. Predpo-
kladajme, ºe máme hustotu f na Rm takú, ºe f(x) > 0 pre x ∈ A a f(x) = 0 ak x /∈ A,
pri£om vieme generova´ realizácie náhodných vektorov s hustotou f . Predpokladajme
tieº, ºe h(x)/f(x) < N pre v²etky x ∈ A a nejaké N < ∞. Metóda váhového výberu
predpisuje generova´ náhodnú premennú Z takto: Z = h(X)/f(X), kde X je náhodný
vektor s hustotou f . Zrejme platí:

E(Z) = E(h(X)/f(X)) =

∫
A

(h(x)/f(x))f(x)dx = z,

D(Z) =

∫
A

h2(x)/f(x)dx− z2 ≤ λMN − z2 <∞.

Efektívnos´ metódy váhového výberu je ur£ená výberom funkcie f 23. Ukazuje sa, ºe
metóda váhového výberu je tým efektívnej²ia, £ím �podobnej²í� je na mnoºine A tvar
hustoty f tvaru funkcie h. Ak by bola �podobnos´ tvarov� f a h dokonalá, £iºe ak by
platilo f(x) = ch(x) pre v²etky x ∈ A a nejakú kon²tantu c, tak D(Z) je dokonca
nulová, aha:

1 =

∫
A

f(x)dx =

∫
A

ch(x)dx = cz, £iºe

D(Z) =

∫
A

h2(x)/f(x)dx− z2 =

∫
A

h2(x)/(ch(x))dx− z2 = z/c− z2 = 0.

Toto je v²ak len teoretická moºnos´, lebo v takejto situácii by sme na vy£íslenie
realizácie náhodnej premennej Z potrebovali pozna´ hodnotu £ísla z, ktoré sa snaºíme
odhadnú´ (a vo svetle tohto kon²tatovania uº nie je aº také pozoruhodné, ºe z dokáºeme
odhadnú´ s nulovou disperziou).

23Zlý výber funkcie f môºe urobi´ metódu váhového výberu e²te ove©a menej efektívnou, ako je
oby£ajná metóda. Premyslite si tieº, pre aké f sa metóda váhového výberu redukuje na oby£ajnú
metódu.
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