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Kaºdý z Vás si zvolí jedno zadanie. Rie²enie o£akávam vo forme programu pre R, Matlab
alebo Python, ktorý mi po²lete na môj email pred za£atím skú²ky. V prípade, ºe pouºijete
Matlab alebo Python, doneste si prosím vlastný notebook s funk£nou in²taláciou pouºitého
prostredia.

Pí²te preh©adný, komentovaný kód, s konzistentnou logikou zna£enia, napríklad v ²týle
tidyverse. Program vypracujte tak, aby Va²e simula£né výsledky mohol ktoko©vek presne
replikova´. Vypracovaný program si dôkladne prekontrolujte na viacerých, pokia© moºno £o
najpestrej²ích vstupoch. Vyuºite pochopenie problému (napríklad v jednoduchých ²peciál-
nych prípadoch), teoretické vedomosti a nadh©ad na overenie správnosti výstupu. Zadania
rie²te samostatne; budem penalizova´ kaºdé také rie²enie, ktoré sa nápadne podobá na
rie²enie iného ²tudenta.

O Va²ich rie²eniach sa spolo£ne porozprávame po£as skú²ky. Pri hodnotení budem zoh©a-
d¬ova´ nasledovné kritériá: vhodnos´ pouºitej metódy, správnos´, efektívnos´ a originalita
rie²enia, zaradenie úlohy do ²ir²ieho kontextu, schopnos´ modi�kova´ program pod©a po-
ºiadaviek, schopnos´ reagova´ na teoretické otázky týkajúce sa danej úlohy, tvorivé nápady
týkajúce sa moºností vylep²enia a roz²írenia rie²enia.

Za rie²enie zadanej úlohy môºete získa´ maximálne 30 bodov, za odpove¤ na teoretickú
otázku maximálne 20 bodov. Celkové hodnotenie predmetu: E = [25, 30), D = [30, 35),
C = [35, 40), B = [40, 45), A = [45, 50].

Ak by ste mali akého©vek otázky, neváhajte mi napísa´ na e-mail harman@fmph.uniba.sk.

�írenie poºiaru

Najprv si pre£ítajte popis modelu horenia lesa na stránke Wikipedie. Uvaºujme dvojroz-
merný model (d = 2) na mrieºke so stranou ve©kosti L buniek. Pre bunku so súradnicami
(x, y) berieme ako susedné bunky (x − 1, y), ak x > 1, (x + 1, y), ak x < L, (x, y − 1), ak
y > 1 a (x, y + 1), ak y < L. Kaºdá bunka môºe by´ v stave �prázdna�, �strom� a �horiaci
strom�. Pravidlá zmien stavu buniek sa vykonajú v kaºdom kroku simultánne, £iºe:

1. Ak je v kroku i nejaká bunka v stave �horiaci strom�, tak v kroku i + 1 bude táto
bunka v stave �prázdna�.

1

https://style.tidyverse.org/
https://style.tidyverse.org/
http://en.wikipedia.org/wiki/Forest-fire_model


2. Ak je v kroku i nejaká bunka v stave �strom� a aspo¬ jedna jej susedná bunka je v
kroku i v stave �horiaci strom�, tak v kroku i + 1 bude táto bunka v stave �horiaci
strom�.

3. Ak je v kroku i nejaká bunka v stave �strom� a ani jedna jej susedná bunka nie je v
kroku i v stave �horiaci strom�, tak v kroku i + 1 bude táto bunka v stave �horiaci
strom� s pravdepodobnos´ou f (a s pravdepodobnos´ou 1− f v stave �strom�)1.

4. Ak je v kroku i nejaká bunka v stave �prázdna�, tak v kroku i+ 1 bude táto bunka v
stave �strom� s pravdepodobnos´ou p (a s pravdepodobnos´ou 1−p v stave �prázdna�).

Predpokladáme, ºe v prvom kroku sú v²etky bunky v stave �prázdna�.

Napí²te program so vstupnými hodnotami f, p, L,N,∆ kde f, p, L sú parametre s vý-
znamom popísaným vy²²ie a N je po£et krokov v jednom simula£nom behu (∆ je de�nované
niº²ie). Výsledkom programu bude interval spo©ahlivosti pre po£et r buniek v stave �strom�
po N -tom kroku algoritmu. Program opakuje simula£né behy aº dovtedy, pokia© nie je d¨ºka
95-percentného intervalu spo©ahlivosti pre r krat²ia ako ∆. Po kaºdom simula£nom behu
program gra�cky znázorní stav buniek v mrieºke.

Simula£né výsledky interpretujte. Prémiové body udelím za akéko©vek zmysluplné vy-
lep²enie modelu (a programu), pokia© bude reálnej²ie odráºa´ priebeh poºiaru lesa.

Telekomunika£ná sie´

Najprv si pre£ítajte sprievodný text na internetovej stránke: http://plus.maths.org/
content/call-routing-telephone-networks.

Uvaºujme teda nasledovný jednoduchý komunika£ný model: Máme 5 uzlov (miest)
A,B,C,D,E, pri£om medzi kaºdými dvomi mestami existuje priame telefonické spojenie
s kapacitou c ∈ N simultánnych hovorov. Poºiadavky na hovory vznikajú navzájom nezá-
visle, s intenzitou kon²tantnou v £ase, rovnomerne na mnoºine v²etkých dvojíc miest

{A,B}, {A,C}, {A,D}, {A,E}, {B,C}, {B,D}, {B,E}, {C,D}, {C,E}, {D,E}.

To znamená, ºe postupnos´ 0 = t0, t1, t2,... okamihov vzniku poºiadaviek na hovory je taká,
ºe £asové diferencie ti − ti−1 sú nezávislé náhodné premenné s exponenciálnym rozdelením
so strednou hodnotou λ > 0 minút a poºadované spojenia sa generujú rovnomerne náhodne
na mnoºine v²etkých desiatich dvojíc miest. Predpokladáme, ºe trvanie kaºdého hovoru má
exponenciálne rozdelenie so strednou hodnotou µ > 0 minút. Doby trvania sú navzájom
nezávislé (a taktieº sú nezávislé na £asoch t1, t2, ...).

V £ase 0 má kaºdé spojenie {X, Y } priradený nejaký pomocný uzol Z (pri£om Z 6=
X, Z 6= Y ). V okamihu ke¤ vznikne poºiadavka na spojenie {X, Y }, systém sa správa
nasledovne. Ak kapacita spojenia {X, Y } e²te nie je nasýtená, tak sa hovor spojí priamo
(a tento hovor potrvá aº do konca; nebude za ºiadnych okolností pred£asne preru²ený).
Ak je kapacita spojenia {X, Y } nasýtená, £iºe práve prebieha c hovorov medzi X a Y ,
systém vyskú²a prepoji´ poºiadavku cez svoj momentálne pridelený pomocný uzol Z. Ak

1To môºe modelova´ vznietenie stromu úderom blesku.
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sú sú£asne vo©né kapacity spojení {X,Z} aj {Y, Z}, tak sa hovor prepojí cez Z a uzol
Z zostáva pridelený ako pomocný prepojovací uzol pre spojenie {X, Y } (pochopite©ne o
jednotku za zníºi zostávajúca kapacita spojení {X,Z} aj {Y, Z}). Ak nie je vo©né spojenie
{X,Z}, alebo {Y, Z}, hovor sa odmietne (systém sa nepokú²a pouºi´ na prepojenie hovoru
¤al²í uzol) a spojeniu {X, Y } sa náhodne priradí nový pomocný uzol, iný neº X,Y a Z.
Správanie sa systému budeme sledova´ po dobu ∆ minút.

Napí²te program, ktorého vstupom budú kon²tanty c, λ, µ, ∆, N a výstupom bude
95-percentný interval spo©ahlivosti pre podiel odmietnutých poºiadaviek na prepojenie ku
v²etkým vzniknutým poºiadavkám na prepojenie (N je po£et simula£ných behov, £iºe ko©-
kokrát sa má simulova´ daný £asový úsek £innosti systému d¨ºky ∆). Bonusové body získa
ten, kto túto úlohu zmysluplným a originálnym spôsobom modi�kuje (zov²eobecní, roz²íri)
a danú modi�káciu správne vyrie²i.

Hromadná obsluha

Máme systém hromadnej obsluhy s jedinou linkou2, pri£om doba obsluhy jedného zákazníka
trvá kon²tantne λ minút a celkový denný £asový interval, po£as ktorého systém akceptuje
zákazníkov, je [0,∆] minút3. Zákazníci sa správajú navzájom nezávisle, pri£om:

� Doby medzi príchodmi jednotlivých zákazníkov sú nezávislé a majú gamma rozdele-
nie so strednou hodnotou δ a koe�cientom variácie ν. (Koe�cient variácie je pomer
smerodajnej odchýlky a strednej hodnoty.)

� Zákazník, ktorý vstúpi do systému, sa rozhodne zaradi´ sa do fronty s pravdepo-
dobnos´ou exp(−Hn), kde n je po£et zákazníkov vo fronte v okamihu vstupu tohto
zákazníka.

� Ak sa zákazník nerozhodne zaradi´ sa do fronty, okamºite opú²ta systém a ak sa
zákazník rozhodne zaradi´ sa do fronty, tak uº istotne po£ká na obsluhu.

Simula£ne skon²truujte intervaly spo©ahlivosti pre stredné hodnoty nasledovných náhod-
ných charakteristík: a) Po£et zákazníkov obslúºených po£as jedného d¬a, b) Maximálna
d¨ºka fronty po£as jedného d¬a, c) Jednod¬ový priemer £akania tých zákazníkov, ktorí sa
rozhodli zaradi´ sa do fronty.

Po£et simula£ných behov (simulovaných dní) vo©te n = 1000. Parametre ur£ujúce dy-
namiku systému a zákazníkov vo©te: λ = 0.5, 1, 2 minúty, ∆ = 600 minút, δ = 1 minúta,
ν = 0.5, 1, 2 aH = ln(2)/10. (Spolu je to 9 kombinácií parametrov, t.j. výsledných intervalov
spo©ahlivosti.) Výsledky pre jednotlivé kombinácie parametrov porovnajte a slovne inter-
pretujte. Na generovanie náhodných realizácií z gama rozdelenia pouºite funkciu rgamma.

Problematika spadá do oblasti simulovania systémov s diskrétnymi udalos´ami: https:
//en.wikipedia.org/wiki/Discrete-event_simulation.

2Obsluha je typu FIFO - �rst in, �rst out.
3Po £ase ∆ uº systém neakceptuje nových zákazníkov, ale doobsluhuje zákazníkov vo fronte.
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Fragmentácia názorov

Najprv si pre£ítajte £lánok https://journals.plos.org/plosone/article?id=10.1371%
2Fjournal.pone.0213246 Na základe popisu modelu v £asti �The model� vytvorte prog-
ram, ktorý bude generova´ grafy z Figure 5 (pre zadané hodnoty γ a ε ako vstupné para-
metere). Výsledky pre jednotlivé kombinácie parametrov porovnajte a slovne interpretujte.
Napí²te tieº program, ktorý pre zadané γ a ε a po£et simula£ných behov n = 100 vypo£íta
pribliºný 95-percentný interval spo©ahlivosti pre £as, ktorý uplynie po plnú homogenizáciu
názorových zhlukov (£iºe po okamih, po ktorom uº ºiadny £len populácie nemôºe v rámci
predpokladov modelu zmeni´ názor).

Nekorektné testovanie

V poslednej dobe sa ve©a diskutuje o kríze reprodukovate©nosti empirických vedeckých
zistení. Jedným z dôvodov je enormný tlak na £o najvy²²í po£et �zaujímavých� publikácií, £o
sa niektorí menej £estní vedci snaºia dosiahnu´ poru²ením základných princípov testovania
²tatistických hypotéz.

Predpokladajme pre jednoduchos´ klasický jednovýberový t-test hypotézy H0 : µ = µ0

vo£i H1 : µ 6= µ0, kde µ je skuto£ná stredná hodnota normálneho náhodného výberu a µ0

je testovaná stredná hodnota. Ako vieme zo základného kurzu, ²tatistika Tn =
√
n X̄n−µ0

Sn

pre tento test má za podmienky platnosti H0 Studentovo rozdelenie tn−1, kde n je roz-
sah náhodného výberu, X̄n je jeho aritmetický priemer a Sn je jeho výberová smerodajná
odchýlka.

Korektný prístup k pouºitiu t-testu na hladine významnosti 0,05 je stanovi´ si vopred
rozsah náhodného výberu n, vykona´ presne n meraní/pozorovaní a zo v²etkých dát vypo-
£íta´ testovaciu ²tatistiku Tn. Ak bude Tn v kritickej oblasti testu, £iºe ak bude hodnota
|Tn| vä£²ia ako 97,5-percentný kvantil rozdelenia tn−1, tak H0 zamietneme, inak H0 neza-
mietneme. Takto vykonávaný test má chybu prvého druhu presne 0,05. �iºe, ak naozaj
platí µ = µ0, tak tento fakt zamietneme len s pravdepodobnos´ou 0,05.

Obvykle je v²ak experiment nastavený tak, ºe nezamietnutie hypotézy H0 zniºuje ²ancu,
ºe daný výskum bude publikovaný (H0 reprezentuje �nudný� výsledok a H1 reprezentuje
�atraktívny� výsledok.) Relatívne £astý nekorektný spôsob ²tatistického testovania je preto
tento:

Výskumník si stanoví minimálny rozsah nmin a maximálny rozsah nmax náhodného vý-
beru. Výskumník najprv vykoná nmin pozorovaní a skontroluje, £i t-²tatistika vypo£ítaná z
dostupných pozorovaní nie je v kritickej oblasti t-testu (pre n = nmin). Ak je v kritickej ob-
lasti, výskumník ukon£í experiment s výsledkom �H0 zamietame�. Ak v²ak nie je v kritickej
oblasti, výskumník vykoná ¤al²ie pozorovanie a opä´ skontroluje, £i t-²tatistika vypo£ítaná
z dostupných pozorovaní nie je v kritickej oblasti t-testu (teraz uº pre n = nmin + 1). Ak
je v kritickej oblasti, výskumník ukon£í experiment s výsledkom �H0 zamietame�. Ak nie
je v kritickej oblasti, výskumník vykoná ¤al²ie pozorovanie a tak ¤alej. Jedine v prípade,
ºe ani po nmax-tom pozorovaní nepadne t-²tatistika do kritickej oblasti, výskumník ukon£í
experiment s výsledkom �H0 nezamietame�.
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Va²ou úlohou v tomto príklade je napísa´ program, ktorý simuluje pouºitie t-testu vy²²ie
uvedeným spôsobom a vypí²e 95-percentný interval spo©ahlivosti pre skuto£nú chybu prvého
druhu pri tomto spôsobe testovania hypotézy H0. Ako vstup programu vo©te hodnoty µ,
σ2, nmin, nmax, N , kde µ je skuto£ná stredná hodnota pozorovaní, σ2 je skuto£ná disperzia
pozorovaní, nmin ≤ nmax sú ohrani£enia na ve©kos´ výberu spomenuté vy²²ie a N je po£et
nezávislých simulácií celého experimentu.

Pozitívne hodnotím akéko©vek bystré zjednodu²enia, roz²írenia a komentáre relevantné
k tomuto problému. Nedávno tieº vy²iel na túto tému nasledovný vedecký £lánok, ktorý
si môºete pre£íta´ na hlb²ie pochopenie celej problematiky: https://www.biorxiv.org/
content/10.1101/2019.12.12.868489v1.

Va²e vlastné zadanie

Môºete si vymyslie´ aj vlastné zadanie, je v²ak potrebné, aby ste mi ho poslali na schvá-
lenie aspo¬ dva týºdne pred skú²kou. Môºe to by´ stochastická simulácia £ohoko©vek, s
£ím ste sa stretli a £o Vás zaujalo, je podobnej zloºitosti ako zadania vy²²ie, nemalo by
to v²ak by´ sú£as´ou Va²ej diplomovej práce £i zamestnania. Námety: Simulovanie ²íre-
nia sa epidémie (mnoºstvo existujúcich modelov), simulovanie stratégie parkovania (naprí-
klad https://arxiv.org/abs/1904.06612), stochastická simulácia biochemických reak-
cií (napríklad https://royalsocietypublishing.org/doi/10.1098/rsif.2018.0943) a
tak ¤alej.
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