Nahodna premenna a jej stredna hodnota

Radoslav Harman

Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky
Univerzita Komenského, Bratislava

Sustredenie KMS
3.2.2009



Poznamky pre verziu na internete.

Tato prednaska bola odprednasana 3. februara 2009 na sustredeni
koreSpondencného matematického seminara v Skole v prirode "Patrovec” pri
Trencianskom Jastrabi. Ked'Ze je uréena pre stredo$kolakov (hoci vefmi
Sikovnych), obmedzil som sa kone¢né pravdepodobnostné priestory a pri
formulovani tvrdeni som kladol déraz na intuiciu a nie na formalnu presnost.

Kracové slova v anglictine, ktoré sa daju k téme prednasky vyhladat na
internete: probability space, elementary events, random variable, expected
value of a random variable, law of large numbers, inclusion-exclusion
formula, exponential function, Poisson distribution, harmonic series,
harmonic numbers
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Mnozina elementarnych vysledkov a udalosti

e Mnozinu elementarnych, d'alej nerozlozitelnych vysledkov
experimentu, alebo pozorovania, oznac¢ime symbolom €.

e Kazdu podmnozinu A C Q nazveme udalost.

Priklad 1: Hadzanie mincou Styrikrat zasebou

¢ Q je mnozina vSetkych usporiadanych Stvoric prvkov H, Z:
Napriklad (H, H, Z, Z) reprezentuje ten vysledok, ze v prvych
dvoch hodoch padne hlava a vo zvySnych dvoch znak.

o Udalosti su véetky podmnoziny mnoziny Q. Napriklad
A ={(Z,2,Z,H),(Z,Z,Z,2)} je udalost, ktord mézeme
slovne popisat ako v prvych troch hodoch padne znak”, alebo
A ={(Z,H,H,H),(H,Z,H,H),(H,H,Z,H),(H,H,H,2Z)} je
udalost "znak padne v prave jednom hode”.



Priestor elementarnych vysledkov
pre Styri hody mincou
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Mnozina elementarnych vysledkov a udalosti

Priklad 2: Hadzanie dvomi faloSnymi kockami

¢ Q je mnozina vSetkych usporiadanych dvojic prvkov
{1,2,3,4,5,6}: Napriklad (1, 6) reprezentuje vysledok, ze na
prvej kocke padne jednotka a na druhej Sestka.

o Udalosti su vSetky podmnoziny mnoziny 2. Napriklad
By ={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6)} mbZzeme slovne
popisat ako udalost, ze "na prvej kocke padne jednotka”, alebo
B, ={(1,1),(2,2),(8,3),(4,4),(5,5),(6,6)} ako udalost, ze "na
oboch kockach padne rovnakeé Cislo”, alebo
B; ={(8,6),(4,5),(5,4),(6,3)} ako udalost, Ze sucet vysledkov
hodov bude 9 a podobne.



Priestor elementarnych vysledkov
pre hadzanie dvomi kockami
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Pravdepodobnost udalosti

e Pravdepodobnostou udalosti A C Q nazveme Cislo P(A) v
intervale (0, 1). Musi platit P(Q2) = 1 a pre disjunktné udalosti
Aq, Az, ..., Ay (L.]. také, ktoré nemébzu nastat sicasne) musi platit

P(A1 UA U ... UAn) = P(A1) + P(Ag) + -+ P(An)

Priklad 1: Hadzanie mincou (pokrac¢ovanie)

o Kazda elementarna udalost, t.j. mnozina pozostavajica z
jediného elementarneho vysledku, mé rovnaku
pravdepodobnost. Ked'Ze pocet elementarnych udalosti je
|Q| = 2* = 16, musi mat kazda elementarna udalost
pravdepodobnost 1/16. Preto pre A C Q musi platit

P(A) = |Al/I9].

e Napriklad udalost Az, ze "prave na dvoch minciach padne znak”,
pozostava zo (3) = 6 elementarnych vysledkov, takze

P(A) = 6/16 = 0,375.



Pravdepodobnostny priestor
pre Styri hody mincou
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Pravdepodobnost udalosti

Priklad 2: Hadzanie kockami (pokracovanie)

o Kocky su falodné, takze tomto pripade uz nema kazda
elementarna udalost rovnakl pravdepodobnost. Napriklad ak by
na kazdej kocke padala Sestka s pravdepodobnostou 1/2 a
ostatné Cisla s pravdepodobnostou 1/10, tak pravdepodobnosti
elementarnych vysledkov su:

e Udalost By, Ze "na prvej kocke padne jednotka”, ma
pravdepodobnost 1/10, hoci |B;|/|2| = 1/6.

e Alebo udalost Bs, ze "na oboch kockach padne rovnakeé Cislo”
ma pravdepodobnost 3/10, aj ked |B,|/|2] = 1/6

e Alebo udalost' Bs, zZe sucet vysledkov hodov bude 9, ma
pravdepodobnost 3/25 hoci |Bs|/|Q2] = 1/9.



Pravdepodobnostny priestor
pre hod dvomi faloSnymi kockami
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Nahodna premenna a jej rozdelenie

e Nahodna premenna X je priradenie ¢iselnych hodnét
elementarnym vysledkom experimentu, presnejSie, funkcia z
mnoziny elementarnych vysledkov do mnoziny realnych Cisiel.

e Pre Ciselny vysledok x, ktory ndhodna premenna X nadobuda,
oznacujeme symbolom P[X = x] pravdepodobnost tej mnoziny
elementarnych vysledkov, ktorym X priradzuje hodnotu x.

Priklad 1: Hadzanie mincou (pokracovanie)

e Ak nas zaujima v korkych hodoch padne znak, zavedieme taku
nahodnd premennu X, ktord elementarnemu vysledku priradi
jeho pocet zloziek Z. Napriklad X(H, H,H, H) = 0,
X(Z,Z,H,2Z2) =3, X(H,H,Z,Z) =2 a podobne.

e Nahodnd premenna X mdze mat za vysledok &isla
x=0,1,2,3,4. Plati: P[X =0] =1/16, P[X = 1] = 4/16,

P[X =2] =6/16, P[X = 3] = 4/16, P[X = 0] = 1/16.



pravdepodobnost

Rozdelenie pravdepodobnosti
nahodnej premennej X
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Nahodna premenna a jej rozdelenie

Priklad 2: Hadzanie kockami (pokracovanie):

e Ak nas zaujima sucet Cisiel na oboch kockach, zavedieme
nahodnu premennu X, ktora elementarnemu vysledku (/, )
priradi ¢islo j + j.

e Nahodnd premenna Y mdze mat za vysledok &isla
x =2,3,...,12. Lahko spocCitame, Ze plati:

P[Y =2] = 0,01, P[Y = 3] = 0,02, P[Y = 4] = 0,03,
P[Y = 5] = 0,04, P[Y = 6] = 0,05, P[Y = 7] = 0, 14,
P[Y = 8] = 0,13, P[Y = 9] = 0,12, P[Y = 10] = 0, 11,
P[Y =11] = 0,10, P[Y = 12] = 0, 25.



pravdepodobnost
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Stredna hodnota

Strednou hodnotou nahodnej premennej nazyvame, volne
povedané, "vazeny priemer” moznych Ciselnych vysledkov
experimentu, kde vahy st pravdepodobnosti nadobudnutia tychto
vysledkov. FormalnejSie, ak Ciselnymi vysledkami experimentu
mozu byt hodnoty x4, ..., Xm, tak potom stredna hodnota je

= iX,P[X = X,']

i=1
Geometricky, stredna hodnota zodpoveda "tazisku diagramu
rozdelenia” (obrazok bude na d'alSom frame).
Priklad 1: Hadzanie mincou. Pre nahodnu premenu X plati:

4 6 1
E(X) = 0—+1ﬁ+2ﬁ+3—+ g2

Priklad 2: Hadzanie kockami. Pre ndhodnu premennd Y plati:

1 2 25
E(Y) =255 +8.555 + - + 12555 = 9
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Zakon velkych Cisiel

e Priemer Ciselnych vysledkov nezavisle opakovanych realizacii
ndhodnej premennej sa bliZi k jej strednej hodnote.
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Linearita strednej hodnoty
Ak by sme mali viac ¢iselnych charakteristik vysledku
experimentu (nahodnych premennych) Zy, 2o, ..., Z,, tak

E(Zy+Zo+ -+ 2Z) = E(Z) + E(Z)+ -+ E(Z).

Priklad 2: Hadzanie kockami (pokra¢ovanie). Nech Y; znamena
vysledok na prvej kocke a Y- vysledok na druhej kocke. Plati:
PlYy=1]=..=P[Y; =5]=1/10, P[Y; =6] =1/2.

1 1
E(Y1) =105 +255 +- +5ﬁ+6— 45.

Podobne E(Y>) = 4,5 a preto
E(Y1 + Yz) = E(Y1) + E(Yg) =9.

ako uz vieme, lebo Y; + Yo = Y je sucet vysledkov na oboch
kockéach.



Listy a obalky

Sekretarka nahodne vloZi n réznych listov do n obalok s réznymi
adresami. S akou pravdepodobnostou vioZi aspori jeden list do
spravnej obalky? Aka je stredna hodnota poctu listov, ktoré vioZi do
spravnej obalky?

o Listy aj obalky si oCislujeme 1,2, ..., n. Priestorom elementarnych
vysledkov je mnozina Q vSetkych n! permutécii Cisiel 1,2, ..., n,
priCom permutacia (i, ko, ..., in) reprezentuje to, ze list 1 bude
zaradeny do obalky /i, list 2 do obélky i, ..., list n do obalky i,.

e Udalost' A, na ktorej pravdepodobnost sa v zadani pytame, je
mnozina v8etkych tych permutécii (i, b, ..., in), pre ktoré iy = 1,
alebo i» = 2, alebo ... i, = n.

e Plati A= Aj UA> U ...U A, kde Ak je udalost, Ze k-ty list bude
zaradeny do k-tej obalky, t.j. mnozina vSetkych tych permutécii
(i1, o, ..., in), pre ktoré ik = k.



Listy a obalky

o |Al = |A1 UAz... UA,|. Podla principu zapojenia-vypojenia:
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Listy a obalky

e Mame

P(A):Pn:1—5+§_"'+(_1)

VSimnime si, ze

, — (—1)
Jlim pn =1 -3 i =15
k=0

e Mozno ukazat, ze pravdepodobnost poctu listov v spravne;j
obalke konverguje k takzvanému Poissonovmu rozdeleniu s
parametrom 1. Teda pre "velké n” je pravdepodobnost, Ze prave
k listov sa dostane do svojej obalky priblizne rovna

1
]
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Listy a obalky

e Nech X je nahodna premenna, ktord znamena pocet listov, ktoré
sa dostanu do spravnej obélky. Formalne: X priradi
elementarnemu vysledku, t.j. permutécii (i, ..., ip) Cisiel 1,2,...,n
to Cislo, ktoré je rovné pocCtu indexov k € {1,2,..., n}, pre ktoré
ik = k. Pytame sa na E(X).

e Nechpre k =1,2,..., mje Xx nahodna premenna, ktora priradi
hodnotu 1 tym elementarnym vysledkom, pre ktoré ix = k a
hodnotu 0 vSetkym ostatnym elementarnym vysledkom. Tuto
nahodnd premenni nazyvame indikator udalosti, Ze list Cislo k
sa dostal do svojej spravnej obalky. Plati

E(X¢) = 0.P[Xx = 0] + 1.P[Xx = 1] = P[X = 1] = %
e AvSak
X=Xi+Xo+ ..+ Xy,
takze

=1.

E(X) = E(X1) + E(Xe) + - + E(Xy) = n%



Rekordy

Predpokladajme postupnost’ n navzajom nezavislych realnych
vysledkov, ktorych "nahodny charakter” sa nemeni a z ktorych kaZdy
bude iny. Aka je stredna hodnota poctu zaznamenanych rekordov?

(V postupnosti x1, X2, ..., Xn realnych c¢isiel nayvame rekordom x; a
potom kaZzdé xi, k > 2, pre ktoré plati x, > max{xi, X2, ..., Xk—1}.)

e Mnozinou elementarnych vysledkov bude mnozina n-tic €isiel 0,
alebo 1, pricom 1 bude stat vzdy na tom mieste, na ktorom v
postupnosti zaznamename rekord. Napriklad pre n = 10
znamend elementarna udalost (1,1,0,1,0,0,0,1,0,0) to, Ze v
prvy, druhy, Stvrty a siedmy vysledok bude rekordom.

« Pravdepodobnost jednotlivych udalosti je pomerne zdihavé
popisat’; neplati, Ze kazda elementarna udalost ma rovnaku
pravdepodobnost.

e Zaujima nés E(X), kde X je ndhodn& premennd, ktor4 znamené
"pocet rekordov”, t.j. priradzujica kazdému elementarnemu
vysledku - nulajednotkovému vektoru - poCet jednotiek.



Rekordy

Nech pre k = 1,2, ..., mje Xx nahodna premenna, ktora priradi
hodnotu 1 tym elementarnym vysledkom, v ktorych je k-te
pozorovanie rekordom a pre vSetky ostatné elemenarne vysledky
nech X priradi hodnotu 0. Zrejme plati

E(Xk) =0.P[Xk =0]+1.P[ Xk =1] = P[Xx =1] = 1/k.
X=Xi+ X0+ +Xp,

E(X)=E(Xi)+EX)+ -+ E(Xa) =) %
k=1

Strednou hodnotou je teda takzvané n-té harmonické ¢&islo,
niekedy oznaCované symbolom H,. Plati priblizne

Hn =~ In(n) + ~,

kde ~ je Eulerova-Mascheroniho konstanta v = 0,5772...

......

n do nekonecna, ale velmi pomaly!
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Dakujem za pozornost'!

Radoslav Harman

harman@fmph.uniba.sk
www.iam.fmph.uniba.sk/ospm/Harman/

Tato prednaska bude pristupna na mojom
"matematickom” blogu Q.E.D.:
www.radoslav-harman.blogspot.com



