Priklady k postacujucej statistike

Priklad 1.

Uvazujme nédhodny vektor (1,92, 93)", kde 91, G, U3 ~ Geo(0) a 1, §2, §3 st
nezavislé, t.j. kazdé z nich mé rozdelenie f(y;]0) = (1 — 0)¥0, y; € ¥ =
{0,1,2,...}. Rozdelenie ndhodného vektora (7, %2, 73) je teda (tym, Ze st
nezavislé)

Fy1,y2,5510) = (1= 0)"0(1 — 0)0(1 — )"0 = (1 — 0)" 1767,

(y1,92,y3)T € {0,1,2,...}3 (vSetky mozné trojice nezdpornych celych &isel).
To mozeme zapisat aj ako

Fy1, 9, y310) = (1 — )" 299063 = h(yy, yo, y3)a(7(y1, Yo, ), 0),

kde 7(y1,y2,y3) = y1 + y2 + y3, h(y1,92,93) = 1 a q(t,0) = (1 — )63, ¢ize z
faktorizacnej vety plati, ze 7(91, U2, ¥3) = U1+ Y2 +Us je postacujica statistika
pre 6.

Pod'me teraz ndjst rozdelenie postacujicej statistiky 7(71, 92, y3) (budeme

ho oznacovat f*(7(y1,y2,93)|0)):

e 7(y1,Ys2,y3) dostaneme ako sucet troch nezapornych celych éisel, ¢o
moze byt opit iba nezdporné celé ¢éislo - zaujimaji nés teda iba hodnoty
0,1,2,....

o f*(010) = P(7(91, 72, 73) = 010) = P(§1 + G2 + y3 = 0[0) =
- P(gl = 07?]2 = Oag3 = 0’9) = f(07070|9) = 937

o f*(1]0) = P(7(91,92,93) = 1|0) = P(41 + G2 + y3 = 1]0) =
f(1,0,0[0) + £(0,1,0]0) + £(0,0,1|6) = 3(1 — 0)6?,

o [7(210) = £(2,0,0[0) + f(0,2,0[0) + £(0,0,2[0)
+ £(1,1,0]0) + f(1,0,1|0) + £(0,1,1]0) = 6(1 — 0)%6°.
(vSimnime si, Ze tento dlhy sicet vieme zapisat aj ako
£1(210) = > 1,92, y310)
(Y1,92,¥3):7(y1,Y2,y3) =2

- porovnaj s dokazom z prednasky, pripadne z ucebnice),
e analogicky pre lubovolné ¢t € {0,1,2,...}

t+2
t

PUO= X fmmlt) = (

(y1,92,93):7(y1,y2,y3)=t

)(1 —0)'6?



(toto vo vSeobecnom pripade nemusi byt Tahko vypoéitatelné - v tomto
konkrétnom sa to da kombinatoricky, resp. s vyuzitim toho, ze sucet
nezavislych geometrickych rozdeleni ma negativne binomické rozdele-
nie; v dokaze z prednasky nam ale staci iba suma

f*(t|9> = Z f(y17y27y3|0)
(y1,y2,93):7(y1,y2,y3) =t
a jej nasledny rozklad na

o) = Z Wy Y2, y3)a(T (Y1, y2, y3), 0) =

(Y1,92,3):7(y1,y2,ys) =t

= q(t,0) >, h(y1, 2, ys)-

(y1,y2,y3):7(y1,y2,¥3)=t
a nepotrebujeme konkrétne ,,vycislenie”).

Predpokladajme teraz, ze § ma nejaké rozdelenie 7(6). Potom ak pozorujeme
celu trojicu (y1,y2,y3), tak dostaneme

_ 7(0) f(y1, Y2, y3) _ m(0)(1 — 9)y1+yz+y393
(O vz u) = f@ 7(0) f(y1, Y2, y3)do N f@ w(0)(1 — 6)y1+y2+y3g3d0‘

Ak by sme pozorovali iba 7(y1, Y2, y3) = y1 + y2 + y3, tak dostaneme

m(0) f*(7(y1, Y2, y3))

7(9) ( (yl,y2,y3>>d9 N
(9) (T(yl,yz,ya +2> _ Q)T(yl,y2,y3)93

(07 (y1, y2,y3)) = f
e

3

_ 7(Y1,92,Y3) _
e [T

B W(Q)( )y1+y2+y393

o f@ m(0)(1 8)y1+y2+y393dg’

teda rovnaki ,,novi informéciu o 8” ako ked sme museli pozorovat celd tro-
Jicu (ylu Y2, ?J3)

Poznamka. Na tomto priklade mozno ilustrovat aj definiciu postacujicej
statistiky, t.j. ze rozdelenie (91, 92, U3)|(0, T(U1, U2, J3) = t) nezavisi od 6. Pre
Tubovolné zmysluplné ky, ko, k3 a t pocitajme
Py = kv, 9o = ko, 3 = k3|0, 7(91, §a, U3) = 1)
_ P = k1, 92 = k2, §s = k3, (51, 92, Us) = £]0)
P(7 (01, 92, 73) = 1)|0) '




Vyraz v citateli je nenulovy iba ak k; + ko + k3 = t - v takom pripade
mozeme cast 7(1, 72, J3) = t vyhodit, pretoze vyplyva z predchddzajucich
troch (91 = k1,92 = ko, U3 = k3 = 41 + J2 + g3 = t). Mdme teda
P(th = k1,92 = k2, Y3 = ks, 7(01, U2, J3) = t|0)
P(7(91,92,93) = 1)|0
ik ksl0)  @RtReth(l g3
/(1) (et -0z (7P

¢o nezavisi od 6.

Priklad 2. (tu nie st ovlnovkované ndhodné premenné, ale malo by byt
pomerne jasné, ¢o je o).
Uvazujme ndhodny vektor (yy,42)7, kde y1,yo ~ N(6, 0

w5 (() (G 2)

O 0 budeme predpokladat, ze § ~ N(u,0?), kde u,0? a podobne aj o
zZname.

Bude nés zaujimat aposteriérne rozdelenie 6 pri pozorovanom nahodnom
vektore (y1,42)7 (0](y1,y2) ~7). KedZe pozname aj hustotu 7(0) a aj hustotu
f(y1,y210), vedeli by sme aposteriérne rozdelenie vypocitat priamo pomocou
Bayesovho vzorca, avsak to by bolo zdihavé preto miesto toho vyuzijeme iny
postup (ktory bude v konecnom doésledku zrejme dlhsi, ale zato kreativne;jsi).
Konkrétne pouzijeme

2

,) a si nezavislé, t.j

2

ySU

1. pravidlo refazenia (to mozeme, lebo y; a yo s nezdvislé), t.j najprv
zistime rozdelenie 0|y, a to pouzijeme ako novy prior (oznacime ho 6,,);
nasledne vypocitame posterior 6,,|y2, ktory bude mat podla pravidla
retazenia rovnaké rozdelenie ako 6| (y1, y2);

2. vysledok Prikladu 1.1 (robili sme aj na hodine), ktory hovori, ze ak
0 ~ N(p,0%) a 1|0 ~ N(8,07), potom 0y, = 0ly1 ~ N(finove; Thope)s

kde
2 2
Y10° + poy,
Hnove =
0%+ o}
0202
0_2 _ Yy
nove o2 + 0_5

(pozor, je tu teraz trochu iné oznacenie ako v ucebnici/na hodine - kvoli
tomu, aby nevznikol chaos v indexoch - pointa je ale stdle t4 istd).



Mame teda 0,, ~ N (fnoves O2ppe) & 0pit s vyuzitim Prikladu 1.1 dostaneme,
ze 2 2 2 2
0 N Y20 500 T+ Hnove0y T noveTy
Y2 ~ 2 452 V52 442
O nove Uy O nove Uy

Pre prehladnost vypoéitajme jednotlivo ¢itatele a menovatele:

e citatel v strednej hodnote:

2 2 2 2
oo, Yy10° + poy, 2 _

02+a§ 02+a§ y

2 2 _
yzo-nove + /’LTLO’er-y - y2

2.2 2 2 2.2
Y2070, +y10°0, + po, oy

2 2 o
o +0y

(11 + y2)0’0; + poio;

02+a§

)

e citatel v disperzii:

2 2 2 2
2 o 00, o, 00,

= o° =
nove Ty 024—05?’ o2 +o0

g

< N

g,

Y

<N

e menovatel (v obidvoch rovnaky):

5 5 0?02 9 o’o? olo? + o202  20%0% 4 0202
o2 4o y _ y y vy _ y y%y
nove © Y g2 4 g2 Y o2+ 02 o?+ o2 o2+ o2
y y y y
Po dosadeni dostaneme, ze strednd hodnota 6,, |y, je
(y1+y2)o’oy +uojoy
2 2 2 2 2 2
77 Fo2 (1 +y2)o’oy + poyo, (g1 +y2)o® + o,
20202 +0202 20202 + 0202 202 + o2
0—2+05 y Yy Y
a disperzia je
2 .2 2
it o?olo? o%o?
ooy ¥y _ y
252 242 :
20%0y+0 0] 20-20-2 + 0-20-2 20-2 + 0—2
0—2—&-05 Y Yy y Y

Finalny vysledok je teda

(31 +y2)0° + po, oo
20 + o " 202 + ol

Blno) ~



V praxi je ale na takito situdciu jednoduchsie vyuzit vetu o postacujicej
Statistike. Z faktorizacnej vety nie je tazké sa presvedécit, ze ak

o -5(() (3 %)

tak 7(y1,y2) = ylg” je postacujuca Statistika pre parameter 6. Rovnako

lahko (ba dokonca o dost lahsie) vidno, ze 7(yi,y2)|0 ~ N(6, %5) (lebo je
to priemer nezavislych norméalnych rozdeleni). Veta o postacujucej Statistike
mi hovori, ze rozdelenie 0|(y1,y2) je rovnaké ako rozdelenie 6|7 (yy,y2) (teda
nepotrebujeme dve éisla (y1,y2), ale staéi ndm jedno (%)) Aplikdciou
Prikladu 1.1 dostaneme, ze

(1, y2)0° + p 0?3

o2 -2 |
o2+ 5 02—1—7”)

07 (y1,y2) ~ N (

z ¢oho po jednoduchej iprave (vynasobenim oboch zlomkov jednotkou v tvare
2) dostaneme

(y1 +y2)0* + po?2 oo’
9|T<ylay2) ~ N 252 5 ya 2 . SR
o+ o, 20° + o,
¢o vidime, ze je rovnaké rozdelenie ako 6|(y;,y2). Teda ak ovlddame vetu o
postacujicej Statistike, tak toto je uréite najrychlejsi postup, navyse lahko
zovseobecnitelny na pripad (yi,...,yn)".



