
Pŕıklady k postačujúcej štatistike

Pŕıklad 1.
Uvažujme náhodný vektor (ỹ1, ỹ2, ỹ3)T , kde ỹ1, ỹ2, ỹ3 ∼ Geo(θ) a ỹ1, ỹ2, ỹ3 sú
nezávislé, t.j. každé z nich má rozdelenie f̃(yi|θ) = (1 − θ)yiθ, yi ∈ Y =
{0, 1, 2, . . .}. Rozdelenie náhodného vektora (ỹ1, ỹ2, ỹ3)T je teda (tým, že sú
nezávislé)

f(y1, y2, y3|θ) = (1− θ)y1θ(1− θ)y2θ(1− θ)y3θ = (1− θ)y1+y2+y3θ3,

(y1, y2, y3)T ∈ {0, 1, 2, . . .}3 (všetky možné trojice nezáporných celých č́ısel).
To môžeme zaṕısat’ aj ako

f(y1, y2, y3|θ) = (1− θ)τ(y1,y2,y3)θ3 = h(y1, y2, y3)q(τ(y1, y2, y3), θ),

kde τ(y1, y2, y3) = y1 + y2 + y3, h(y1, y2, y3) = 1 a q(t, θ) = (1− θ)tθ3, čiže z
faktorizačnej vety plat́ı, že τ(ỹ1, ỹ2, ỹ3) = ỹ1 + ỹ2 + ỹ3 je postačujúca štatistika
pre θ.

Pod’me teraz nájst’ rozdelenie postačujúcej štatistiky τ(ỹ1, ỹ2, ỹ3) (budeme
ho označovat’ f ?(τ(y1, y2, y3)|θ)):

• τ(y1, y2, y3) dostaneme ako súčet troch nezáporných celých č́ısel, čo
môže byt’ opät’ iba nezáporné celé č́ıslo - zauj́ımajú nás teda iba hodnoty
0, 1, 2, . . ..

• f ?(0|θ) = P (τ(ỹ1, ỹ2, ỹ3) = 0|θ) = P (ỹ1 + ỹ2 + ỹ3 = 0|θ) =

= P (ỹ1 = 0, ỹ2 = 0, ỹ3 = 0|θ) = f(0, 0, 0|θ) = θ3,

• f ?(1|θ) = P (τ(ỹ1, ỹ2, ỹ3) = 1|θ) = P (ỹ1 + ỹ2 + ỹ3 = 1|θ) =

= f(1, 0, 0|θ) + f(0, 1, 0|θ) + f(0, 0, 1|θ) = 3(1− θ)θ3,

• f ?(2|θ) = f(2, 0, 0|θ) + f(0, 2, 0|θ) + f(0, 0, 2|θ)
+ f(1, 1, 0|θ) + f(1, 0, 1|θ) + f(0, 1, 1|θ) = 6(1− θ)2θ3.

(všimnime si, že tento dlhý súčet vieme zaṕısat’ aj ako

f ?(2|θ) =
∑

(y1,y2,y3):τ(y1,y2,y3)=2

f(y1, y2, y3|θ)

- porovnaj s dôkazom z prednášky, pŕıpadne z učebnice),

• analogicky pre l’ubovol’né t ∈ {0, 1, 2, . . .}

f ?(t|θ) =
∑

(y1,y2,y3):τ(y1,y2,y3)=t

f(y1, y2, y3|θ) =

(
t+ 2

t

)
(1− θ)tθ3



(toto vo všeobecnom pŕıpade nemuśı byt’ l’ahko vypoč́ıtatel’né - v tomto
konkrétnom sa to dá kombinatoricky, resp. s využit́ım toho, že súčet
nezávislých geometrických rozdeleńı má negat́ıvne binomické rozdele-
nie; v dôkaze z prednášký nám ale stač́ı iba suma

f ?(t|θ) =
∑

(y1,y2,y3):τ(y1,y2,y3)=t

f(y1, y2, y3|θ)

a jej následný rozklad na

f ?(t|θ) =
∑

(y1,y2,y3):τ(y1,y2,y3)=t

h(y1, y2, y3)q(τ(y1, y2, y3), θ) =

= q(t, θ)
∑

(y1,y2,y3):τ(y1,y2,y3)=t

h(y1, y2, y3).

a nepotrebujeme konkrétne ,,vyč́ıslenie”).

Predpokladajme teraz, že θ má nejaké rozdelenie π(θ). Potom ak pozorujeme
celú trojicu (y1, y2, y3), tak dostaneme

π(θ|y1, y2, y3) =
π(θ)f(y1, y2, y3)∫

Θ
π(θ)f(y1, y2, y3)dθ

=
π(θ)(1− θ)y1+y2+y3θ3∫

Θ
π(θ)(1− θ)y1+y2+y3θ3dθ

.

Ak by sme pozorovali iba τ(y1, y2, y3) = y1 + y2 + y3, tak dostaneme

π?(θ|τ(y1, y2, y3)) =
π(θ)f ?(τ(y1, y2, y3))∫

Θ
π(θ)f ?(τ(y1, y2, y3))dθ

=

=
π(θ)

(
τ(y1,y2,y3)+2
τ(y1,y2,y3)

)
(1− θ)τ(y1,y2,y3)θ3∫

Θ
π(θ)

(
τ(y1,y2,y3)+2
τ(y1,y2,y3)

)
(1− θ)τ(y1,y2,y3)θ3dθ

=

=
π(θ)(1− θ)y1+y2+y3θ3∫

Θ
π(θ)(1− θ)y1+y2+y3θ3dθ

,

teda rovnakú ,,novú informáciu o θ” ako ked’ sme museli pozorovat’ celú tro-
jicu (y1, y2, y3).

Poznámka. Na tomto pŕıklade možno ilustrovat’ aj defińıciu postačujúcej
štatistiky, t.j. že rozdelenie (ỹ1, ỹ2, ỹ3)|(θ, τ(ỹ1, ỹ2, ỹ3) = t) nezáviśı od θ. Pre
l’ubovol’né zmysluplné k1, k2, k3 a t poč́ıtajme
P (ỹ1 = k1, ỹ2 = k2, ỹ3 = k3|θ, τ(ỹ1, ỹ2, ỹ3) = t)

=
P (ỹ1 = k1, ỹ2 = k2, ỹ3 = k3, τ(ỹ1, ỹ2, ỹ3) = t|θ)

P (τ(ỹ1, ỹ2, ỹ3) = t)|θ)
.



Výraz v čitateli je nenulový iba ak k1 + k2 + k3 = t - v takom pŕıpade
môžeme čast’ τ(ỹ1, ỹ2, ỹ3) = t vyhodit’, pretože vyplýva z predchádzajúcich
troch (ỹ1 = k1, ỹ2 = k2, ỹ3 = k3 ⇒ ỹ1 + ỹ2 + ỹ3 = t). Máme teda
P (ỹ1 = k1, ỹ2 = k2, ỹ3 = k3, τ(ỹ1, ỹ2, ỹ3) = t|θ)

P (τ(ỹ1, ỹ2, ỹ3) = t)|θ
=

=
f(k1, k2, k3|θ)

f ?(t|θ)
=
θk1+k2+k3(1− θ)3(
t+2

2

)
θt(1− θ)3

=
1(
t+2
t

) ,
čo nezáviśı od θ.

Pŕıklad 2. (tu nie sú ovlnovkované náhodné premenné, ale malo by byt’

pomerne jasné, čo je čo).
Uvažujme náhodný vektor (y1, y2)T , kde y1, y2 ∼ N(θ, σ2

y) a sú nezávislé, t.j

(y1, y2)T ∼ N

((
θ
θ

)
,

(
σ2
y 0

0 σ2
y

))
O θ budeme predpokladat’, že θ ∼ N(µ, σ2), kde µ, σ2 a podobne aj σ2

y sú
známe.

Bude nás zauj́ımat’ aposteriórne rozdelenie θ pri pozorovanom náhodnom
vektore (y1, y2)T (θ|(y1, y2) ∼?). Ked’že poznáme aj hustotu π(θ) a aj hustotu
f(y1, y2|θ), vedeli by sme aposteriórne rozdelenie vypoč́ıtat’ priamo pomocou
Bayesovho vzorca, avšak to by bolo zd́lhavé preto miesto toho využijeme iný
postup (ktorý bude v konečnom dôsledku zrejme dlhš́ı, ale zato kreat́ıvneǰśı).
Konkrétne použijeme

1. pravidlo ret’azenia (to môžeme, lebo y1 a y2 sú nezávislé), t.j najprv
zist́ıme rozdelenie θ|y1 a to použijeme ako nový prior (označ́ıme ho θy1);
následne vypoč́ıtame posterior θy1 |y2, ktorý bude mat’ podl’a pravidla
ret’azenia rovnaké rozdelenie ako θ|(y1, y2);

2. výsledok Pŕıkladu 1.1 (robili sme aj na hodine), ktorý hovoŕı, že ak
θ ∼ N(µ, σ2) a y1|θ ∼ N(θ, σ2

y), potom θy1 = θ|y1 ∼ N(µnove, σ
2
nove),

kde

µnove =
y1σ

2 + µσ2
y

σ2 + σ2
y

σ2
nove =

σ2σ2
y

σ2 + σ2
y

(pozor, je tu teraz trochu iné označenie ako v učebnici/na hodine - kvôli
tomu, aby nevznikol chaos v indexoch - pointa je ale stále tá istá).



Máme teda θy1 ∼ N(µnove, σ
2
nove) a opät’ s využit́ım Pŕıkladu 1.1 dostaneme,

že

θy1 |y2 ∼ N

(
y2σ

2
nove + µnoveσ

2
y

σ2
nove + σ2

y

,
σ2
noveσ

2
y

σ2
nove + σ2

y

)
.

Pre prehl’adnost’ vypoč́ıtajme jednotlivo čitatele a menovatele:

• čitatel’ v strednej hodnote:

y2σ
2
nove + µnoveσ

2
y = y2

σ2σ2
y

σ2 + σ2
y

+
y1σ

2 + µσ2
y

σ2 + σ2
y

σ2
y =

=
y2σ

2σ2
y + y1σ

2σ2
y + µσ2

yσ
2
y

σ2 + σ2
y

=

=
(y1 + y2)σ2σ2

y + µσ2
yσ

2
y

σ2 + σ2
y

,

• čitatel’ v disperzii:

σ2
noveσ

2
y =

σ2σ2
y

σ2 + σ2
y

σ2
y =

σ2σ2
yσ

2
y

σ2 + σ2
y

,

• menovatel’ (v obidvoch rovnaký):

σ2
nove + σ2

y =
σ2σ2

y

σ2 + σ2
y

+ σ2
y =

σ2σ2
y

σ2 + σ2
y

+
σ2
yσ

2 + σ2
yσ

2
y

σ2 + σ2
y

=
2σ2σ2

y + σ2
yσ

2
y

σ2 + σ2
y

.

Po dosadeńı dostaneme, že stredná hodnota θy1|y2 je

(y1+y2)σ2σ2
y+µσ2

yσ
2
y

σ2+σ2
y

2σ2σ2
y+σ2

yσ
2
y

σ2+σ2
y

=
(y1 + y2)σ2σ2

y + µσ2
yσ

2
y

2σ2σ2
y + σ2

yσ
2
y

=
(y1 + y2)σ2 + µσ2

y

2σ2 + σ2
y

a disperzia je
σ2σ2

yσ
2
y

σ2+σ2
y

2σ2σ2
y+σ2

yσ
2
y

σ2+σ2
y

=
σ2σ2

yσ
2
y

2σ2σ2
y + σ2

yσ
2
y

=
σ2σ2

y

2σ2 + σ2
y

.

Finálny výsledok je teda

θ|(y1, y2) ∼ N

(
(y1 + y2)σ2 + µσ2

y

2σ2 + σ2
y

,
σ2σ2

y

2σ2 + σ2
y

)
.



V praxi je ale na takúto situáciu jednoduchšie využit’ vetu o postačujúcej
štatistike. Z faktorizačnej vety nie je t’ažké sa presvedč́ıt’, že ak

(y1, y2)T ∼ N

((
θ
θ

)
,

(
σ2
y 0

0 σ2
y

))
,

tak τ(y1, y2) = y1+y2
2

je postačujúca štatistika pre parameter θ. Rovnako

l’ahko (ba dokonca o dost’ l’ahšie) vidno, že τ(y1, y2)|θ ∼ N(θ,
σ2
y

2
) (lebo je

to priemer nezávislých normálnych rozdeleńı). Veta o postačujúcej štatistike
mi hovoŕı, že rozdelenie θ|(y1, y2) je rovnaké ako rozdelenie θ|τ(y1, y2) (teda
nepotrebujeme dve č́ısla (y1, y2), ale stač́ı nám jedno (y1+y2

2
)). Aplikáciou

Pŕıkladu 1.1 dostaneme, že

θ|τ(y1, y2) ∼ N

(
τ(y1, y2)σ2 + µ

σ2
y

2

σ2 +
σ2
y

2

,
σ2 σ

2
y

2

σ2 +
σ2
y

2

)
,

z čoho po jednoduchej úprave (vynásobeńım oboch zlomkov jednotkou v tvare
2
2
) dostaneme

θ|τ(y1, y2) ∼ N

(
(y1 + y2)σ2 + µσ2

y

2σ2 + σ2
y

,
σ2σ2

y

2σ2 + σ2
y

)
,

čo vid́ıme, že je rovnaké rozdelenie ako θ|(y1, y2). Teda ak ovládame vetu o
postačujúcej štatistike, tak toto je určite najrýchleǰśı postup, navyše l’ahko
zovšeobecnitel’ný na pŕıpad (y1, . . . , yn)T .


