Priklady z pravdepodobnosti a Statistiky 2 (KAMS, FMFI UK)

2 Spojité nahodné vektory

Priklad 2.1. Spojity nahodny vektor (X, Y)? ma hustotu definovant predpisom: f(z,y) =
(14 zy)/4 ak (z,y)" € [-1,1] x [-1,1] a f(z,y) = 0 inak. N4jdite hustoty nahodnych
premennych X a Y. Nijdite podmienentd hustotu ndhodnej premennej Y za podmienky
X =z, kde z € (—1,1). Ukazte, 7ze X a Y sa zavislé.

Priklad 2.2. Najprv zvolime bod X rovnomerne na (0,1) a potom zvolime bod Y rov-
nomerne na tsecke (X,1) (¢ize plati 0 < X < Y < 1). Aka je pravdepodobnost, 7e zo
vzniknutych troch ¢asti tsecky je mozné zostavit trojuholnik?

Priklad 2.3. Dvaja kolegovia A, B prichadzaju do kancelarie autami a maji podobnt trasu
cesty. Ozna¢me ¢as (v hodinach) od otvorenia kancelarie po prichod kolegu A (resp. B)
ako X (resp. Y). Vieme, Ze (X,Y)? ma rovnomerné rozdelenie na lichobezniku s vrcholmi
(0,0), (1,1), (3/4,1) a (0,1/4). a) Najdite hustotu nahodnej premennej X. b) Najdite
podmienent hustotu ndhodnej premennej X za podmienky Y =y, kde y € (0,1). ¢) Urcte
a zdovodnite, ¢i st X a Y nezavislé.

Priklady na precvic¢enie

Priklad 2.4. Ukazte, Ze v Priklade 2.1 s X2 a Y? nezavislé ndhodné premenné. (Navod:
Ukazte, ze P[X? < a,Y? < b] = P[X? < a|P[Y? < 1] pre vietky a,b € R.)

Priklad 2.5. Spojity ndhodny vektor (X,Y)? ma hustotu: f(z,y) = ¢(1 — |z| — |y|) pre
tie ,y € R, pre ktoré je |z| + |y| < 1, a f(z,y) = 0 inak. Najdite hodnotu konstanty c,
rozdelenie ndhodnej premennej X a pravdepodobnost, Ze vektor (X, Y )T padne do $tvorca
(—1/2,1/2) x (—1/2,1/2). Najdite podmienent hustotu ndhodnej premennej Y za pod-
mienky X = z, kde x € (—1,1). St nadhodné premenné X a Y nezavislé? RieSenie:
c=3/2; fx(x) =(3/2)(1 — |z|)® pre z € (—1,1), inde 0; P = 3/4; X a Y nie st nezavislé.

Priklad 2.6. Spojity nahodny vektor (X,Y)? m4 hustotu f dant predpisom f(x,y) =
clx —y)ak x € (0,1) ay € (0,z); a f(x,y) = 0 inak. Najdite hodnotu konstanty c¢ a
marginalne hustoty ndhodnych premennych X a Y. Najdite podmienent hustotu ndhodne;]
premennej X za podmienky Y =y, kde y € (0,1). Uréte P[X +Y < 1/2]. RieSenie: ¢ = 6.
fx(z) = 322 pre x € (0,1), fx(x) = 0 inde. fy(y) = 3(1 —y)? pre y € (0,1), fy(y) =0
inde. Pre y € (0,1): fxjy—y(z) =2(x —y)/(1 — y)? pre x € (y,1), fxjy=y(z) = 0 inde. Pre
z € (0,1): fyx=a(y) =2(z —y)/2? pre y € (0,1), fy|x=(y) =0 inde. P[X +Y < 1/2] =
1/16.

Priklad 2.7. Spojity nahodny vektor (X,Y)? mé hustotu f dant predpisom f(x,y) =
csin(x)sin(y) ak (z,y)7 € [0,7] x [0,7] a f(x,y) = 0 inak. Vypocitajte normalizacni
konstantu c. Popiste distribu¢nt funkciu ndhodného vektora (X,Y)”. Najdite distribu¢né
funkcie a hustoty ndhodnych premennych X a Y. St ndhodné premenné X a Y nezavislé?
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RieSenie: ¢ = 1/4. Fx(z) =0pre x <0, Fx(z) = (1 —cos(x))/2 pre z € (0,7), Fx(z
pre y > m. fx(z) =sin(z)/2 pre x € (0,7), fx(z) = 0 inde. Rovnako Fy(.), fy(.).
sl nezavislé.
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1(1 —cos(x))(1 —cos(y)) pre (z,y) € (0,7] x (0,7],

Flz.y) = (1 — cos(x)) pre (z,y) € (0,7] x (7, 00),
3(1 = cos(y)) pre (z,y) € (m,00) x (0, ],
0 inak.

Priklad 2.8. Nech nahodny vektor X = (X1, ..., X,,)7 ma rovnomerné rozdelenie vo vnutri
m-rozmerne] jednotkovej gule, t.j. hustota vektora X je konstantna na mnozine G,,(1) =
{x e R™: Y7 x? < 1}. Nech ndhodna premenna R reprezentuje euklidovu vzdialenost X
od bodu 0 € R™, t.j. R = || X|| = v/>_i-, X?. Najdite hustotu a stredni hodnotu ndhodne;
premennej R. (Pomdcka: Objem m-rozmernej gule s polomerom r > 0 je vol(G,,(r)) =
cnt™, kde ¢, = 272 /(mI'(m/2)).) Rieenie: fr(r) = mr™ ! pre r € (0,1) a fr(r) =0
inak; F(R) =m/(m+ 1).

Priklad 2.9. Doba ¢innosti systému A méa rozdelenie Exp(\) a doba ¢innosti systému B
mé rozdelenie Fxp(7y), pricom jednotlivé systémy pracuji nezéavisle. Pomocou konstant A,y
vyjadrite pravdepodobnost, Ze systém A bude pracovat kratSie ako systém B. Riesenie:

A A +7).



